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سيستم هاي خطي تغييرناپذير با زمان بررسي مي شود. نشان مـي دهـيم كـه بـرخلاف سيسـتم هـاي دو         RGA در اين مقاله مقادير ممكن براي: چكيده
ركانس هـا ميتوانـد مقـادير دلخـواهي را اختيـار كنـد.       هر مقداري را در فركانس صفر نمي تواند اختيار كند، در حاليكه در ساير ف RGAورودي دو خروجي 

بيان كرديم. در مواردي مثل روش حلقـه بسـتن ترتيبـي كـه مطلـوب باشـد        RGAرا برحسب مقادير درايه هاي ×33روابط درايه هاي ماتريس تابع تبديل 
ير مطلوب درايه هاي سيستم حلقه بسته را در هر فركانسي ارايه دهند و ايـن مقـادير   مشخصي باشد اين روابط مي توانند مقاد RGAسيستم كنترل شده داراي 

 در طراحي كنترل كننده ويا پيش جبران ساز مورد استفاده قرار گيرند.
 حلقه بستن ترتيبي.-جفت كردن ورودي و خروجي – RGAكلمات كليدي: 

Relation between 33× Transfer Function Entries and the RGA Entries and Its Application in 
Decentralized Controllers Design 

Aref Shahmansoorian 
 

Abstract: Relative gain array (RGA) possible values are investigated. It is shown that in 33×  plants RGA 
in zero frequency can not be equal to any value; nevertheless it can be equal to arbitrary values in nonzero 
frequencies. The relation between the entries of transfer function and that of RGA is presented. Transfer 
function entries are parameterized with respect to entries of RGA. This parameterization can be used for 
designing compensators such that RGA of compensated system has desirable form.  

 
Keywords: RGA- Input-output pairing-Sequential loop closing. 

 

1-  0Bمقدمه 
سيستم هاي چندمتغيره  غيرمتمركز در كنترل مهم يكي از موضوعات

متغيرهاي قابل كنترل (خروجـي هـا) و متغيرهـاي قابـل دسـتكاري      انتخاب 
(ورودي ها) است. بعد از انجام اين مرحله لازم است كه جفتهاي مناسـب  
ــا     ــك ورودي ي ــي كــه ي ــدين معن ــد. ب ورودي و خروجــي انتخــاب گردن
مجموعه اي از ورودي ها براي كنتـرل يـك خروجـي يـا مجموعـه اي از      

 "جفـت كـردن ورودي/خروجـي   "آن   خروجي ها جايابي شـوند كـه بـه   
در نحوه انتخاب جفتهاي ورودي و خروجـي موضـوع تـداخل    . ]1[گويند

بين حلقه ها و همچنين قابليت پايدار سازي همه حلقه ها و همچنـين حفـظ   

P0Fپايداري كل سيستم در صورت بـاز شـدن بعضـي حلقـه هـا (تماميـت      

1
P و (

 .]2[عملكرد قابل حصول از كنترل كننده مورد توجه است
براي حل مسئله و همچنين اندازه گيـري تـداخل  ابزارهـاي متعـددي     

P1Fپيشنهاد شده است كه از آن جمله مي توان به آرايه بهره نسبي

2
P )RGA( 

P2Fو شـــاخص نيدرلينســـكي ]3[

3
P  و مقـــدار اســـتثنايي ســـاختاري مـــاتريس

اسـت كـه توسـط     RGAاشاره كرد. امـا پركـاربردترين آنهـا     ]2[تداخل
ارايه گرديد و بـه طـور گسـترده اي در صـنعت بـه       1966بريستول در سال 

بـه صـورت    sG)(براي تابع تبـديل مربعـي   RGAكار گرفته شده است. 
 زير تعريف مي شود:

 
1 Integrity 
2 Relative Gain Array 
3 Niderlinski Index 
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)1     (                    TGGG )()( 1−∗=Λ  

 
يس عمـدتاً در  نمايشگر ضرب عنصر به عنصر اسـت. ايـن مـاتر   ∗كه 

فركانس صفر استفاده مي شود اما در بعضي موارد در فركانس هاي غير صفر 
آمـده   ]5[، ]4[،  ]2[،  ]1[ در RGA. خواص ]4[نيز مورد توجه بوده است

بـا اسـتفاده    ]8[تعريف شده است. در ]7[،  ]6[ دربلوكي نيز  RGA است. 
سيستم هاي هاي غيـر  براي  RGAاز مفهوم معكوس تعميم يافته ماتريس ها، 

آن است كه مجموع  RGAمربعي تعميم داده شده است.  مهمترين خاصيت 
عناصر هر سطر و ستون آن يك است. از نظر جبـري بـه ظـاهر هـيچ ارتبـاطي      

در  RGAوجود ندارد و تصور مي شـود درايـه هـاي     RGAبين درايه هاي 
رديف و هر به شرط اين كه مجموع عناصر هر  -فركانس صفر هر مقداري را

اختيار كنند. در قسمت دوم مقاله با ذكر يك مثـال عـددي    -ستون يك باشد
در فركانس صفر هر مقـدار دلخـواهي نمـي توانـد      RGAنشان مي دهيم كه 

داشته باشد و جالب تر اين كه در فركانس غير صفر هر مقداري را مـي توانـد   
 ×33تابع تبـديل   اختيار كند! در قسمت سوم مقاله رابطه درايه هاي ماتريس

آن بدست مي آوريم و بـه ايـن ترتيـب درايـه       RGAرا برحسب درايه هاي 
پارامتريزه مي كنـيم. ايـن كـار     RGA هاي تابع تبديل را برحسب درايه هاي

حـائز   RGAدر طراحي پيش جبران ساز جهت حصول فرم بـه خصوصـي از   
قسـمت سـوم مقالـه  انجـام شـده      اهميت است كه يك نمونه طراحـي نيـز در   

 است.
 

2-  1Bيك مثال عددي 
در  RGAدر اين قسمت با ذكر يك مثال عـددي نشـان مـي دهـيم كـه      

 فركانس صفر هر مقدار دلخواهي نمي تواند داشته باشد.
فـــرض كنيـــد كـــه بخـــواهيم يـــك تـــابع تبـــديل مربعـــي  :1مثـــال 

صـفر بـه صـورت زيـر      آن در فركـانس  RGAرا بيابيم كه sG)(حقيقي
 باشد،
 

)2          (       
















=Λ

3/13/13/1
3/13/13/1
3/13/13/1

))0((G  

 
در نگاه اول شايد تصور شود كه مسـئله جـواب دارد. امـا در قسـمت     
سوم مقاله نشان مي دهيم چنين سيستمي وجود ندارد! در حالي كه سيسـتم  

آنهـا در   RGAدو خروجي بيشماري وجود دارنـد كـه    -هاي دو ورودي
 صفر به صورت زير باشد،فركانس 

 

 )3                                    (







=Λ

2/12/1
2/12/1

))0((G  

 

تر اين كه سيستم هاي بي شماري وجود دارند كـه   اما موضوع جالب

) اسـت!  2آنها بـه صـورت (   0ω ،RGAدر فركانس غير صفر مفروض 
 كافيست داشته باشيم:
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كه توابع تبديل زيـادي در ايـن شـرط صـدق مـي كنند.(مقـدار تـابع        
تبديل حقيقي در فركانس صفر حقيقي است اما در فركانس غير صفر هـر  

نيــز در  RGAمقـدار مختلطـي را مـي توانـد اختيـار كنـد و عـلاوه بـراين         
 فركانس غير صفر مي تواند مقادير مختلط اختيار كند.)

در فركانس صـفر هـر مقـداري را    RGA نشان مي دهد كه مثال بالا 
نمي تواند اختيار كند در حاليكه در فركانس غيرصفر هـر مقـداري را مـي    

عمـدتاً در فركـانس     RGA. شـايد يـك علـت ايـن كـه      تواند اختيار كند
 صفر مورد توجه بوده ،همين نكته است.

 

3-  2Bرابطه بين درايه هاي ماتريس تابع تبديل و 

RGA  آن 
را برحسب  ×33اين قسمت رابطه درايه هاي ماتريس تابع تبديل  در

آن بدسـت مـي آوريـم. ايـن روابـط در مـواردي كـه          RGAدرايه هاي 
مشخصـي داشـته باشـد (مـثلاً       RGA مطلوب باشـد سيسـتم كنتـرل شـده    

روش حلقه بسـتن ترتيبـي) سـودمند اسـت و مقـادير مطلـوب درايـه هـاي         
بع تبديل حلقه بسته را ارايه مي دهد، كه اين مقـادير مـي تواننـد    ماتريس تا

 در طراحي كنترل كننده مورد استفاده قرار گيرند.
 به صورت زير باشد، ×33فرض كنيد تابع تبديل سيستم 
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تون اول تـابع تبـديل و   با فرض صفر نبودن درايه هاي رديف اول و س

قل از مقياس كـردن ورودي هـا و خروجـي    تمس RGAبا توجه به اين كه 
 RGA) بـا  5تابع  تبديل( RGAها مي باشد، به راحتي ديده مي شود كه 

 تابع تبديل زير برابر است،
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ــات ــا ســتون اول        :1 ملاحظ ــف اول ي ــر ردي ــي عناص ــر بعض اگ

صفر باشند درايـه هـايي در سـطرها يـا  سـتونهاي دوم و       sG)(ماتريس

1)(سوم ماتريس تابع تبديل sG        بي كران بـه دسـت مـي آينـد. امـا ايـن
 مطلب در اثبات روابطي كه در زير مي آيد خللي وارد نمي كند.

 كه با تعريف،

)7 (

23 1111 22
22 23

12 21 12 21

32 11 33 11
32 33

31 12 31 13

( ) ( )( ) ( )
( ) , ( ) ,
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g s g s g s g s
g s g s g s g s

a s a s
g s g s g s g s

= =

= =
 

1)(ريسمات sG ،به صورت زير در مي آيد 
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1)(بنابراين درايه هاي ماتريس sG    را برحسب درايـه هـايRGA 

است) بدست مـي آوريـم.    sG)(تابع تبديل  RGAخودش (كه همان 

1)(كـه متقـارن بـودن مـاتريس     البته واضح اسـت  sG     بـه معنـي متقـارن

نيست و علاوه براين توابع تبديل بي شـماري وجـود دارنـد     sG)(بودن

باشد. يعني مسئله در صورت جـواب   Λآنها به فرم داده شده  RGAكه 
 .خواهد داشت جواببي شمار داشتن،

درايه مستقل است  4داراي  ×33براي يك سيستم  RGA واقع در 

11122122و آنها را ,,, λλλλ   مي ناميم  و با توجه به اينكه مجمـوع
 برابر يك است، فرض مي كنيم، RGAدرايه هاي هر سطر و ستون 
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1)(و GΛ)(درايه هايكه   sG  تابع فركانسs  هستند و براي
 را حذف كرده ايم. sراحتي انديس

 روابط زير را داريم،

 

)10(                           32233322111 aaaaG −=λ 

)11                 (                      3323112 aaG −=λ 

)12(                                       3332121 aaG −=λ 

)13(                                      )1( 3322122 −= aaGλ 
 

 ) نتيجه مي دهند،13) و (12) و (11كه (
 

)14                                  (  3311223 aGa += λ 

)15(                                    3312132 aGa += λ 

)16(                                               
133

122
22 −
=

a
G

a
λ

 

 ) مي دهد،10) در (16) و (15) و (14كه با جايگزين كردن (
)17(                                                      

))((
1 331213311233

33

122
111 aGaGa

a
G

G ++−
−

= λλ
λ

λ 

 از طرفي داريم،

)18(  32233322233233221 aaaaaaaaG ++−−−= 

ــاي     ــه جـ ــر  بـ 23323322و اگـ aaaa ــه ( − ــه 10از رابطـ ) و بـ

2332) و بـه جـاي   13از رابطه ( 22aجاي ,aa  ) 15) و (14از  روابـط (
 ) به صورت زير در مي آيد،18استفاده كنيم رابطه (

)19(         33
33

122
12112111 1

)( a
a

G
GG +

−
−++=
λ

λλλ 

و جمع كردن آن با رابطه  33a) در19با ضرب كردن طرفين رابطه (
 ) بدست مي آيد،17(

 

)20(         
2

121121331111133 )( GGaGa λλλλ −=+ 
 

01با فرض  ≠G  ،داريم 
 

)21           (1211233111133 Gaa λλλλ −=+   
 

 بدست مي آيد، 1Gكه از اين رابطه 

)22(                         
2112

111133
1

)1(
λλ

λλ −−
=

aG 

) 22و بــا اســتفاده از رابطــه ( 1G) بــر19بــا تقســيم كــردن رابطــه (
 م،داري
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 )23(                                                    

1
)1(1

)( 33
111133

2112

33

22
211211 =

−−
+

−
−++ a

aa λλ
λλλλλλ

1)() ارتبــــاط بــــين درايــــه هــــاي مــــاتريس     23معادلــــه (  sG  را

11122122بـــه ,,, λλλλ    ــا ــه بـ ــه طـــوري كـ ــد. بـ ــان مـــي دهـ نشـ

11122122داشتن ,,, λλλλ33از اين رابطهa    به دست مـي آيـد و از

ــه ( ــدار22رابطــ ــط  (  1G) مقــ ــپس از روابــ ) 16) و (15) و (14و ســ

222332مقادير ,, aaa  .به دست مي آيند 

، در نظر بگيريم، s=0) را در فركانس صفر،23حال اگر معادله (
ايد اعداد حقيقي شوند. اما واضح اسـت كـه   تمام كميت ها در اين معادله ب

11122122مقدار اختياري  4به ازاي هر  ,,, λλλλ ) بـراي  23معادله (

33a       جواب حقيقـي نـدارد. بنـابراين ثابـت كـرديمRGA   در فركـانس
صفر هر مقداري را نمي تواند اختيـار كنـد و عـلاوه بـراين روش محاسـبه      

آن را بيـان كـرديم. حـالا      RGAاتريس برحسب درايه هاي درايه هاي م
ــه (      ــابق رابطـ ــرديم، مطـ ــي گـ ــه برمـ ــمت  دوم مقالـ ــال قسـ ــه مثـ ) 12بـ

ــم، 3/112212211داريـ ==== λλλλ  ــذاري در ــا جايگـ و بـ
 ) معادله زير حاصل مي شود.23معادله (

)24(             
)12(3)1(3

10
33

33

33 −−
+

−
−=

a
a

a
 

 

ريشـه حقيقـي نـدارد. لـذا تـابع تبـديلي حقيقـي كـه          33aكه بـراي  
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است. با قابل قبول   K(0)همانطور كه اشاره شد اين يك :1 نكته

جواب هاي ديگر قابل حصول است. با  K(0)مقياس كردن سطري اين

 سري ديگر جوابها به دست مي آيند. 33aانتخاب جواب ديگر
در روش حلقه بستن ترتيبي قبل از بستن هر حلقه جديد مي  :2 نكته

 جام داد.توان چنين جبران سازي را جهت كاهش تداخل ان
دارد كه بسيار  86/275سيستم جبران نشده عدد حالت  :3 نكته

دارد  58/9بزرگ است درحاليكه سيستم جبران سازي شده عدد حالت  
 كه مقدار مناسبي است.

 

4- 3Bگيري  نتيجه 
در فركانس صـفر هـر    RGA ،×33نشان داديم كه در سيستم هاي 

داشته باشـد. در حاليكـه در فركـانس غيرصـفر     مقدار دلخواهي نمي تواند 
محدوديتي وجود ندارد. روش محاسـبه درايـه هـاي مـاتريس تـابع تبـديل       

آن را ارايه داديم و بدين ترتيب درايه هاي تـابع   RGAبرحسب درايه ها 
رامتريزه اآن پارامتريزه نموديم. اين پ ـ RGAتبديل را برحسب درايه هاي 

قبـل از بسـتن حلقـه     بـراي سيسـتم   RGAكردن، وقتي كه فرم خاصـي از  
مطلوب باشد، مـي توانـد مقـادير مطلـوب درايـه هـاي تـابع تبـديل          كنترل

را ارايه مي دهد، كه اين مقادير مي تواننـد در طراحـي كنتـرل     جبران شده
كننده مورد استفاده قرار گيرند. مثلاً در روش حلقه بستن ترتيبي در بسـتن  

ننده را طراحي كرد كه بعد از بسـتن هـر   هر حلقه مي توان طوري كنترل ك
فرم مطلوبي داشته باشد كه مناسب براي بسـتن حلقـه بعـدي     RGAحلقه، 

  باشد. علاوه بر اين مي توان درايه هاي سيسـتم حلقـه بسـته را بـر حسـب     

RGA  .پارامتريزه كرد 
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