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 (29/5/1394خ پذيرش مقاله ، تاري31/1/1394)تاريخ دريافت مقاله 

   ازMANF  ساختار ( بررسی می شوند.MANF وفقی چند تايی ) شكافدار در اين مقاله حالتهای مختلف پايداری فيلتر: چکیده

N های يک سيگنال شبه تناوبی شامل مجموع زير فيلتر موازی تشكيل شده است که هر زير فيلتر پارامترهای يكی از مولفهK  سيگنال

وجود دارد که شامل  N<Kو  N=K  ،N>K  در حالتهای زند. برای اين ساختار سه حالت مختلف پايداریوسی را تخمين میسين

 از بين اين حالتهای پايداریدر اين مقاله . باشدپايداری نمايی در نقطه تعادل منفرد، شبه پايداری و کرانداری نهايی در حضور اغتشاش می 

يک  ،MANFضمن معرفی  و است رفتهاری و کرانداری نهايی در حضور اغتشاش مورد بررسی بيشتری قرار گدو حالت شبه پايد مذکور،

روش جديد برای اثبات شبه پايداری بر اساس تعريف تابع لياپانوف ارائه شده است. همچنين برای حالت کرانداری نهايی در حضور 

ارای باياس هستند يک فرم کلی برای تعيين فرکانس تخمينی زير فيلترها بدست اغتشاش با توجه به اينكه فرکانس تخمينی زير فيلترها د

 ارائه شده است.  MANF در مستطيلی پنجره توابع از استفاده بر روش مبتنی به منظور حذف اين باياس يک علاوه بر آنمده است. آ

 .می بخشد ارتقا راMANF  عملكرد مستطيلی پنجره تابع از استفاده که دندهشبيه سازيهای صورت گرفته نشان می

 .دار وفقی، شبه پايداری، کرانداری نهايی، اغتشاش سينوسیتخمين فرکانس، فيلتر شكافکلمات کلیدی: 

Nonlinear Stability Analysis of Multiple Adaptive Notch Filter with 
Semistability Lyapunov Theorem and Performance Improvement in the 

Presence of Sinusoidal Disturbances 
Ahmadreza Jenabzadeh, Tahereh Binazadeh, Behrooz Safarinejadian  

 
Abstract: In this paper, different cases of the stability of Multiple Adaptive Notch Filter 

(MANF) are studied. The structure of MANF is composed of N parallel subfilters. Each subfilter 
estimates the parameters of one the components of quasi periodic signals including the sum of N 
periodic signals. For this structure, there are three different cases of stability for N=K, N>K and 
N<K, which include the exponential stability in the isolated equilibrium point, the semistability and 
the ultimate boundedness in the presence of disturbance. Among these cases, the second and the 
third cases are analyzed more specifically in this paper and therefore in this paper, in addition to the 
presentation of MANF, a new approach is proposed to prove the semistability based on the 
Lyapunov function definition. Also, according to the fact that the estimated frequency of subfilters 
includes a bias, a general form is obtained to determine the estimated frequency of subfilters in the 
case of the ultimate boundedness under disturbance. Additionally, in order to cancel this bias, a 
method is proposed based on the use of rectangular window functions in MANF. Simulations are 
carried out to demonstrate that using the rectangular window enhances the ANF performance. 

 
Keywords: Frequency Estimation, Adaptive Notch Filter, Semistability, Ultimate Boundedness, 

Sinusoidal Disturbance. 
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 مقدمه -1

 و سيستمها تئوری در اساسی مسائل از يكی فرکانس تخمين

 مهندسی برق مختلف هایزمينه در کاربردهايی و است سيگنال پردازش

 حفاظت و کنترل پزشكی، مهندسی سيستمها، شناسايی و کنترل مانند

. در يک دهه اخير يک [1-6]دارد  رادار و مخابرات قدرت، سيستمهای

ورد م (ANF) 1وفقی دار شكاف الگوريتم تخمين فرکانس مبتنی بر فيلتر

  ANF ،ANFيكی از ساختارهای توجه محققان قرار گرفته است. 

همگرايی  [8]پيشنهاد شد. سپس،  [7]پيوسته در زمانی است که ابتدا در 

را با انجام اصلاحاتی بر روی آن تأمين و اثبات   ANFسراسری اين 

را بهبود بخشيده و پايداری آن را  ANFعملكرد اين  [9]نمود. همچنين 

های هارمونيكی سيگنال سينوسی مورد بررسی در حضور نويز و مؤلفه

 [10]، مرجع  [9]ارائه شده در  ANFقرار داده است. در ادامه با استفاده از 

 N، معرفی کرد که از MANF، 2يک فيلتر شكاف دار وفقی چند تايی

-زير فيلتر موازی تشكيل شده بود. هر زير فيلتر پارامترهای يكی از مولفه
سيگنال سينوسی را تخمين  K های يک سيگنال شبه تناوبی شامل مجموع

که تعداد زير  در اين مرجع تنها حالتی در نظر گرفته شده بود .زدمی

. در N=Kهای سينوسی سيگنال ورودی برابر باشد،  رها با تعداد مؤلفهفيلت

در سمت چپ محور  MANFاين حالت مقادير ويژه سيستم خطی شده 

موهومی است. در نتيجه فرکانسهای سيگنال شبه تناوبی ورودی، نقاط 

معرفی  MANFهستند.  قابل ذکر است  MANFتعادل پايدار مجانبی 

های توانايی تجزيه سيگنال شبه تناوبی به مؤلفه [10]شده در مرجع  

 باشد.تشكيل دهنده آن و تخمين دامنه سيگنالهای سينوسی را نيز دارا می

  N=Kتنها حالت  [10]همانطور که در پاراگراف قبل بيان شد مرجع  

و پايداری مربوط به اين حالت را بررسی کرده است. در  را در نظر گرفته

-می  N<Kو  N=K ،N>K سه حالت مختلف  MANFحالی که برای 
را در نظر گرفته و اين سه حالت مختلف  [11]توان در نظر گرفت. مرجع 

حالت پايداری مربوط به اين حالات را تحليل کرده است. در اين مرجع 

N > K  زمانی در نظر گرفته شده که تعداد زير فيلترها بيشتر از تعداد

سينوسی سيگنال شبه تناوبی ورودی است. در اين حالت، های مؤلفه

ANF از نقاط تعادل بوده و برای اثبات  3چندتايی دارای پيوستاری

پايداری اين نقاط تعادل از روش خطی سازی استفاده شده است. از 

در سمت  MANFآنجايی که تعدادی از مقادير ويژه سيستم خطی شده 

ا صفر هستند در نتيجه با استفاده از چپ محور موهومی و تعدادی از آنه

قاط تعادل اثبات می شود. در اين ن 5، شبه پايداری4قضيه خمينه مرکزی

، مولفه های اضافه سيگنال ورودی نسبت به تعداد زير فيلترها N<Kحالت 

عمل کرده و باعث می  MANFهمانند سيگنال  اغتشاش ورودی بر روی 

 
1 Adaptive Notch Filter (ANF) 
2 Multi Adaptive Notch Filter (MANF) 
3 Continuum 
4 Center Manifold 
5 Semistability 

س و واريانس شوند. در اين حالت شوند  فرکانسهای تخمينی دارای بايا

  .[11]باشد کرانداری نهايی مقادير تخمينی در حضور اغتشاش مطرح می

فرکانسهای تخمينی زير  N<K همانطور که ذکر شد در حالت

فيلترها دارای يک باياس و واريانس هستند. در واقع در ورودی فيلتر 

کنند و عملكرد فيلتر را سيگنالهايی هستند که به عنوان اغتشاش عمل می

 MANFدر ساختار زير فيلتر های بدين منظور تحت تاثير قرار می دهند. 

ی صورت گيرد تا در مقابل اين اغتشاشات عملكرد بهتری بايد اصلاحات

با استفاده از ايده مطرح شده ) [13] مرجع  داشته باشد. اين اصلاحات در

در کاهش اثر هارمونيک  ANFبه منظور بهبود عملكرد ( [12] مرجع  در

را  N<Kحالت خاصی از  [13]ها صورت گرفته است. در واقع  مرجع  

مورد بررسی قرار داده و يک راهكار برای کاهش اثر هارمونيكها بر روی 

استفاده از فرکانس تخمينی زير فيلتر ها معرفی کرده است. اين راهكار 

پنجره مستطيلی   ANFاست. پنجره استفاده شده در  ANFتابع پنجره در 

 ه است.بوده و در حلقه تخمين فرکانس به کار گرفته شد

 N > Kدر حالت  [11]با توجه به مطالب بيان شده، رويكرد مرجع 

بر اساس خطی سازی سيستم و استفاده از قضيه   MANFتحليل پايداری 

خمينه مرکزی برای اثبات شبه پايداری است. همانطور که در مراجع 

علمی معتبر آمده است خطی سازی يک مدل تقريبی از سيستم ارائه می 

از مدل دهد و اطلاعات دقيق سيستم در آن لحاظ نمی شود. لذا با استفاده 

توان تحليل دقيقی از می  [16]اصلی سيستم و قضيه شبه پايداری لياپانوفی 

 [11]مرجع  N<Kداشت.  همچنين در حالت  N > Kپايداری در حالت 

صرفا به تحليل پايداری پرداخته است و هيچ گونه مطلبی در ارتباط با 

اينكه فرکانس های تخمينی به چه فرکانسی همگرا شده و چگونگی 

حذف باياس بوجود آمده بر اثر اغتشاشات سينوسی ارائه نكرده است. 

نيز قابل ذکر است گر چه اين مرجع يک  [13]درمورد رويكرد مرجع 

راهكار به منظور حذف باياس فرکانس تخمينی زير فيلتر ها در حضور 

ارائه کرده اما بحثی در  N<Kگنالهای نامطلوب در حالت خاصی از سي

خمينی در اين حالت و اينكه فرکانس ت MANFارتباط با تحليل پايداری 

لذا بر اساس مطالب ذکر  به چه فرکانسی همگرا می شود نداشته است.

 موارد زير است:  MANFشده نوآوری اين مقاله در تحليل پايداری 

x  اثبات شبه پايداری از روش مستقيم لياپانوف و بر اساس

  N > Kتعريف تابع لياپانوف در حالت 

x  مشخص کردن ناحيه شبه پايداری در حالتN > K  

x ررسی دقيق چگونگی همگرا شدن فرکانس تخمينی ب

  N > Kزير فيلتر ها بر اساس مقدار اوليه آنها در حالت 

x  يک فرمول کلی برای فرکانس تخمينی زير فيلترارائه 

 N<K در حالتها که دارای يک باياس می باشند 

x  معرفی يک روش به منظور حذف باياس فرکانس

لهای نامطلوب تخمينی زير فيلتر ها در حضور سيگنا

 N<K در حالت)اغتشاشات سيسنوسی( 
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چندتايی معرفی و حالتهای  ANF، 2در اين مقاله ابتدا در بخش 

مرور خواهد شد. در ادامه در  [11]و  [10]پايداری آن مطابق مراجع 

يک روش اثبات جديد برای شبه پايداری در  N > Kدر حالت  3بخش 

ابتدا  N<K در حالتپيوستاری از نقاط تعادل ارائه شده است. همچنين 

يک فرمول کلی برای فرکانس تخمينی زير فيلترها بدست آمده و در 

ر فيلتر ها در ادامه يک روش به منظور حذف باياس فرکانس تخمينی زي

حضور سيگنالهای نامطلوب )اغتشاشات سيسنوسی( معرفی خواهد شود. 

روش ارائه شده مبتنی بر استفاده از تابع پنجره در حلقه تخمين فرکانس 

با استفاده از شبيه سازی  4است. در انتها در بخش  MANFزير فيلترهای 

زيابی قرار مورد ار 3های کامپيوتری مباحث تئوری ارائه شده در بخش 

اصلاح شده در کاهش اثر اغتشاشات   MANFگرفته و عملكرد مطلوب 

 سينوسی نشان داده خواهد شود.

 فیلتر شکاف دار وفقی چند تایی -2

-در اين بخش ابتدا يک فيلتر شكاف دار وفقی چندتايی معرفی می
شود. در ادامه با استفاده از مفهوم وفقی شدن کند و قضيه ميانگين گيری،  

رکانس تخمينی از معادلات حالت سيستم جداسازی می شود. سپس ف

 مورد بررسی قرار می گيرد. MANFحالتهای مختلف پايداری 

 ساختار فيلتر شكاف دار وفقی چند تايی 2-1
در بسياری از موارد وقتی يک سيگنال خواص تناوبی از خود نشان 

 رد.( مدل ک1توان آن را با سيگنال شبه تناوبی )دهد میمی

 (1) � � � �i i
1 1

 sin  ( )
K K

i i
i i

u t U t u tZ G
  

 �  ¦ ¦  

و  iUهای غير صفر، دامنهiZفرکانسهای غير صفردر اين سيگنال 

هستند. تخمين اين پارامترهای نامعلوم پارامترهای نامعلوم iGفازهای اوليه

تخمين فرکانسهای سيگنال شبه تناوبی از مسائل اساسی تئوری بويژه 

های باشد که کاربردهای فراوانی در شاخهسيستمها و پردازش سيگنال می

ارائه يک الگوريتم که بتواند اين مختلف مهندسی دارد. بنابراين 

پارامترهای نامعلوم را تخمين بزند همواره مورد توجه بوده است. يكی از 

تعميم  فيلتر شكاف دار وفقی چندتايی است. اين الگوريتميتمها اين الگور

مين فرکانسهای سيگنال شبه منطقی فيلتر شكاف دار وفقی برای تخ

)تناوبی )u t  است. اين الگوريتم ازN زير فيلتر موازی تشكيل شده که  
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Subfilter 2
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∑
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امين زير  Nجزئيات  (b)دياگرام بلوکی فيلتر شكاف دار وفقی چند تايی.  (a): 1شكل 

 فيلتر

 های سينوسی سيگنال هر يک از اين زير فيلترها پارامترهای يكی از مؤلفه

( )u t  ،يعنی( )iu t، زند و جمع خروجی همه زير فيلترها مين میرا تخ

)سيگنال شبه تناوبی )u t  است. معادلات حالتn امين زير فيلتر

 عبارتست از :
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ام است. اين ساختار بسيار شبيه به nفرکانس و ضريب ميرايی زير فيلتر 

MANF  جای پارامتر به  است با اين تفاوت که [11]ارائه شده در مرجع

nP در آن مرجع از عبارتn nk T دياگرام . استفاده شده است

 نشان داده شده است. 1و جزئيات هر زير فيلتر در شكل  MANFبلوکی

) ( برای ورودی2ادلات ديفرانسيل )است، مع N=K در حالتی که )u t  

 ( دارای مدار شبه تناوبی يكتای زير است.1با رابطه )

(3) 

� �

� �
� �

� �

� �

� �
� �

1

2

1

2

.
  ,     

.

.

sin
     1, 2, ,cos

n

N

n n n n

n n n n

n n

P t
P t

P t P t

P t

x U t
n Ntx U

Z G
Z G

T Z

ª º
« »
« »
« »

  « »
« »
« »
« »
« »¬ ¼
§ ·�§ ·
¨ ¸¨ ¸   }� �¨ ¸¨ ¸

¨ ¸ ¨ ¸© ¹ © ¹

 

 
ت ام در حالnمتغيرهای حالت زير فيلتر 2nx و 1nxدر اين مدار 

)فرکانس تخمينی( بر مقدار واقعی آن يعنی  nTدائمی و زمانی است که 

nZاست.  ، منطبق 

 nTو  1nxامين زير فيلتر يعنیn  دو متغير
به ترتيب به تخمين 

)سيگنال  nZو nuمقادير  )u t شود. همچنين اين فيلتر میمربوط می-
های سينوسی سيگنال ورودی را تخمين بزند. طبق مدار تواند دامنه مؤلفه
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)شبه تناوبی )nP tفيلتر با استفاده از فرمول  تخمين دامنه هر زير

2 2
1 2n n na x x � شود. انجام می 

فرکانس ( لازم است 2به منظور تحليل پايداری معادلات ديناميكی )

تخمينی زير فيلتر ها از متغير های حالت جداسازی شود. بدين منظور از 

. بر اين اساس [14] استفاده می شود 1مفهوم منحنی انتگرال وفقی کند

پاسخ حالت دائمی  ( را ثابت گرفته وnTفرکانس تخمينی زير فيلترها )

�امين زير فيلتر يعنیn  متغير های حالت �1 ,nx t T و� �2 ,nx t T 

 .[11]( به صورت زير بدست می آيد 1برای ورودی )
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 ها برابر است با  در اين معادلات ضرايب دامنه
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روی پاسخ حالت دائمی  T برای بررسی پايداری قانون تنظيم باشد.می

آمده است لازم  [15] گيری که در مرجع اده از قضيه ميانگين( با استف4)

است قانون وفقی تخمين فرکانس از زمان مستقل شود. در اين صورت 

 :[11]آيد قانون وفقی به صورت زير در می
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 [11]و  [10]مطابق مراجع  MANFاست. در ادامه حالتهای پايداری 

 شود.بررسی می

 MANFپايداری  2-2

های سينوسی موجود در سيگنال ورودی يعنی بر اساس تعداد مؤلفه

K  و تعداد زير فيلترهای فيلتر شكاف دار وفقی چندتايی يعنیN توان می

، N=Kاين سه نوع پايداری در حالتهای  .سه نوع پايداری تعريف کرد

N>K  وN<K است که تعداد زير  شوند. حالت اول زمانیبررسی می

 
1 Integral Manifold of Slow Adaptation 

. در N=K سينوسی سيگنال ورودی برابر باشد،های فيلترها با تعداد مؤلفه

 MANFاين حالت فرکانسهای سيگنال شبه تناوبی ورودی نقاط تعادل 

هستند. مقادير ويژه سيستم خطی شده حول نقطه تعادل در سمت چپ 

ی است پايدار مجانبی محل MANFباشند و بنابراين محور موهومی می

[10] . 

های سينوسی در حالت دوم تعداد زير فيلترها بيشتر از تعداد مؤلفه

. در اين حالت فرکانس تخمينی N > Kسيگنال شبه تناوبی ورودی است 

K  تا از زير فيلترها به صورت مجانبی به سمت فرکانسهای سيگنال

کوتاه به فرکانسهای مورد نظر شوند و بعد از يک زمان ورودی همگرا می

حول نقطه  MANFدر واقع مقادير ويژه سيستم خطی شده  رسند. می

تعادل در اين زير فيلتر ها در سمت چپ محور موهومی قرار گرفته اند. 

تا زير فيلتر،  Kتا از زير فيلترهای باقيمانده بعد از همگرا شدن  N-Kبرای 

فرکانس تخمينی آنها به ثوابت نامعلوم همگرا می شوند. شايان ذکر است 

ترها دارای مقادير ويژه صفر هستند. وجود مقدار ويژه صفر در اين اين فيل

خطی سازی قادر به تعيين پايداری نقطه تعادل نباشد. شود حالت سبب می

خمينه مرکزی استفاده می شود. همچنين  بنابراين برای اثبات پايداری از

در معادلات حالت فرکانس تخمينی همه زير فيلترها فاکتورهای وجود 

شوند. وجود اين فرکانسهای سيگنال ورودی صفر مید که در دار

زير فيلتر به فرکانسهای  Kشود که بعد از همگرا شدن فاکتورها سبب می

زير  N-Kسيگنال ورودی صرف نظر از مقدار داشتن فرکانس تخمينی 

فيلتر، معادلات حالت همه زير فيلترها صفر شوند. صفر شدن فرکانس 

زير فيلتر  N-Kو مقدار داشتن فرکانس تخمينی زير فيلتر  Kتخمينی 

شود نقاط تعادل به صورت پيوستاری از نقاط تعادل باشد. اين باعث می

توانند پايدار مجانبی باشند و پايداری آنها با نظريه نوع از نقاط تعادل نمی

 .[11]شود شبه پايداری بررسی می

های سينوسی در حالت سوم تعداد زير فيلترها کمتر از تعداد مؤلفه

در اين حالت مؤلفه های اضافی سيگنال  .N< Kسيگنال ورودی است، 

ورودی نسبت به تعداد زير فيلترها همانند سيگنال اغتشاش ورودی بر 

شوند فرکانسهای تخمينی دارای عمل کرده و باعث می MANFروی 

باياس و واريانس شوند. در اين حالت فرکانسهای سيگنال ورودی ديگر 

توان راجع به پايداری نقطه تعادل نقاط تعادل نيستند. در اين صورت نه می

بحث کرد و نه انتظار داشت با افزايش زمان فرکانسهای تخمينی به سمت 

. حداکثر انتظار آن است که اثر فرکانسهای سيگنال ورودی همگرا گردد

اغتشاش بر روی سيستم بر حسب معيار خاصی کوچک باشد، آنگاه 

فرکانسهای تخمينی در غايت امر با مقدار کمی اختلاف نسبت به 

ماند. اين موضوع، مفهوم میفرکانسهای سيگنال ورودی کراندار 

 .[11]دهد کرانداری نهايی در حضور اغتشاش را نتيجه می

 

 N<Kو  N>Kبررسی بیشتر حالتهای  -3
چگونگی همگرا شدن N>K  برای حالتدر اين بخش ابتدا 

فرکانس های تخمينی زير فيلترها به فرکانس های سيگنال ورودی بيان 
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ثبات جديد برای شبه پايداری بر اساس می شود. در ادامه يک روش ا

در آن  ائه شده است. همچنين ناحيه ای کهروش مستقيم لياپانوف ار

دل همگرا می شوند مشخص شده مسيرهای فاز سيستم به اين نقاط تعا

ی زير يک فرمول کلی برای فرکانس تخمين N<K حالت سپس دراست. 

همچنين يک روش به  باشند بيان شده است.فيلترها که دارای باياس می

منظور حذف اين باياس ارائه خواهد شد. روش ارائه شده مبتنی بر استفاده 

 است. MANFاز تابع پنجره در حلقه تخمين فرکانس زير فيلترهای 

 شبه پايداری در پيوستاری از نقاط تعادل 3-1

است و مقدار اوليه فرکانس تخمينی زير فيلترها  N>Kدر اين حالت 

همی در چگونگی همگرا شدن فرکانس تخمينی به فرکانس نقش بسيار م

کند. بر اساس مقدار اوليه زير فيلترها دو اصل زير سيگنال ورودی ايفا می

 توان در نظر گرفت:را می

اولويت همگرا شدن به فرکانسهای سيگنال ورودی برای زير  .1

شان به فيلترهايی است که مقدار اوليه فرکانس تخمينی

  نال ورودی نزديكتر است.سيگ فرکانسهای

زير فيلترهای با مقدار اوليه يكسان عملكرد يكسان دارند  .2

 شوند.يعنی به يكی از فرکانسهای سيگنال ورودی همگرا می

شود: حالت اول ای زير فيلترها دو حالت نتيجه میبر اساس اين دو اصل بر

اين حالت  زمانی است که زير فيلترها مقدار اوليه يكسان نداشته باشند. در

تا از زير فيلترها بر حسب اينكه مقدار اوليه نزديک  Kفرکانس تخمينی 

تری نسبت به بقيه زير فيلترها به فرکانس سيگنال ورودی داشته باشد به 

همچنين شود. صورت مجانبی به فرکانس سيگنال های ورودی همگرا می

کند ير میتا از آن ها با سرعت بسيار کند تغيN-K  N1= فرکانس تخمينی

و بعد از يک زمان نسبتاً زياد به يكی از فرکانسهای سيگنال ورودی 

شود. در حالت دوم بعضی از زير فيلترها مقدار اوليه يكسان همگرا می

شوند و با استفاده از اصل دارند. اين زير فيلترها يک زير فيلتر حساب می

بخش بر شود. برای اين  اول وضعيت فرکانس تخمينی آنها مشخص می

دو نوع پايداری داريم. نوع اول زمانی است که  [11] خلاف مرجع

-زير فيلتر به فرکانس سيگنال ورودی همگرا نشده N1فرکانس تخمينی 
اند. در اين حالت نقاط تعادل به صورت پيوستاری از نقاط تعادل بوده و 

شود. نوع ديگر برای اثبات پايداری آن از مفهوم شبه پايداری استفاده می

زير فيلتر به فرکانس سيگنال ورودی   N1تخمينی  ت که فرکانسوقتی اس

شوند. در اين صورت نقطه تعادل به صورت منفرد بوده و همگرا می

پايدار مجانبی است. در ادامه حالت اول يعنی شبه پايداری در پيوستاری 

يشتر از تا ب  N1 از نقاط تعادل بررسی می شود که در آن تعداد زير فيلترها

باشد. در اين صورت بردار تخمين د اجزاء سيگنال ورودی میتعدا

 فرکانس به صورت
TT TT Kª º¬ شود که در بازنويسی می¼

<آن
11...

T

NK K K º ¼ ( 10( و )9( به دو بخش )7و سيستم ميانگين )

 .[11]شود تبديل می

(9) � �1 ,  ,fT Z T K  

(10) � �2 ,  ,fK Z T K  

T اگر Z  باشد با وجود مقدار داشتنK، � �1 ,  , 0f Z T K   

�و �2 ,  , 0f Z T K ی شمار ( ب10( و )9شود و سيستم ميانگين )می  

ز نقطه تعادل به صورت ای انقطه تعادل به شكل زنجيره

^ `1(0)  ,f constT Z K� دارد. برای اين سيستم که     

پيوستاری از نقاط تعادل دارد پايداری مجانبی مفهوم مناسبی نيست و شبه 

اساس خطی سازی سيستم ميانگين و استفاده از قضيه پايداری آن بر 

. با توجه به اينكه اثبات شبه پايداری [11]خمينه مرکزی اثبات شده است 

ت جديد بر اساس خطی سازی بوده، در ادامه سعی شده يک روش اثبا

شبه پايداری بدون خطی سازی و بر اساس آناليز غيرخطی که در آن 

ناحيه شبه پايداری نيز مشخص شده است ارائه شود. قبل از آن لازم است 

 قضيه مربوط به اين اثبات ذکر شود.

�سيستم . [16] 1-3قضیه  � � � 0,  0x f x x x    را در نظر

يک همسايگی  Q بگيريد. فرض کنيد

�باز � ^ `1 0 : ( ) 0f x Q f x�  �  هر از سيستم  برای xRو مدار   

x Qابع پيوسته مشتق پذيرکراندار باشد. همچنين فرض کنيد که ت� 

:V Q Ro  وجود داشته باشد که 

(11) � � � � 0 ,       V x f x x Qc d �  

از  M اگر هر نقطه در بزرگترين زير مجموعه پايای

^مجموعه `: ( ) ( ) 0x Q V x f x� c � پايدار لياپانوفی باشد   

 اه سيستم  شبه پايدار است.گآن

لازم است برای سيستم ميانگين يک تابع  1-3برای استفاده از قضيه 

لياپانوف تعريف کرده و شبه پايداری با استفاده از اين تابع لياپانوف اثبات 

شود. شايان ذکر است با توجه به پيچيدگی سيستم شبه پايداری را برای 

در اين حالت ورودی  شود.ات میاثب =1K و =2Nساده ترين حالت يعنی

1برابر با 1 1( ) sin( )u t U tZ G �  و پارامترهای دو زير فيلترکاملا

( 8در نظر گرفته شده است. با استفاده از معادله ) kو Jيكسان و برابر 

 آيد که برابر است بار بدست میقانون تنظيم فرکانس دو زير فيلت

(12) 
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^تعادل اين سيستم برابر با اطنق `1
1(0)  ,f T Z K D� است که     

 می باشد. 1Zو  0يک ثابت نامعلوم بين  Dدر آن 

ر وفقی چند تايی با معادلات حالت . فيلتر شكاف دا2-3 قضیه

( را در نظر بگيريد. نقاط تعادل اين فيلتر 12)

^ `1
1(0)  ,f T Z K D� از شبه پايدار هستند و مسيرهای ف     

0 سيستم برای مقادير اوليه مثبت 0( ( ), ( ))t t QT K نقاط به اين  �



30 

 

 چندتايی با استفاده از قضيه شبه پايداری لياپانوفی و بهبود عملكرد آن در حضور اغتشاشات سينوسی خطی فيلتر شكاف دار وفقیغير آناليز پايداری

 احمدرضا جناب زاده، طاهره بينازاده، بهروز صفری نژاديان

 

Journal of Control,  Vol. 9,  No. 2, Summer 2015  1394، تابستان 2، شماره 9مجله کنترل، جلد 

 

T ناحيه بين خطوط ،Qتعادل همگرا می شوند. ناحيه K و 

T Z 1.است 

( تابع لياپانوف 12: برای اثبات شبه پايداری نقاط تعادل سيستم )اثبات

 زير در نظر گرفته می شود. بصورت
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برای اثبات منفی نيمه معين بودن مشتق تابع لياپانوف کافی است جمله 

�های �2 2
1 1( )T Z T Z� � �و� �2 2

1( )K D K Z� � منفی باشند. �

�از آنجايی که جمله �2 2
1 1( )T Z T Z� � �

 
توان با عبارت  را می

� �2
1 1( )T Z T Z� � جايگزين کرد در نتيجه برای منفی بودن اين �

�جمله لازم است عبارت �1T Z�
 

مثبت باشد. با توجه به اينكه 

� �0tT در ناحيهQ  1مثبت وکوچكتر ازZ له است با استفاده از معاد

�و Tمثبت بوده در نتيجهT( ثابت می شود12) �1T Z�  .مثبت هستند

�برای اثبات منفی بودن جمله �2 2
1( )K D K Z� � K(0)لازم است �

 
يشه مثبت است. هم K نظر گرفته شود که در اين ناحيهدر  Qدر ناحيه

10نامساوی  Qدر نتيجه در ناحيه (0)K K D Z� d d d
 

برقرار 

�بوده و جمله �2 2
1( )K D K Z� � هميشه منفی می باشد. بنابراين  �

لياپانوف نيمه معين منفی است. همچنين با توجه به  ثابت شد مشتق تابع

)1 اينكه  نقاط تعادل , ) ( , )T K Z D 10 که در آن D Z� d  است

�تابع در  �,V T K  صدق می کند در نتيجه اين نقاط تعادل پايدار

 مجموعه پايای زير داريم: یدر ادامه با معرف .لياپانوفی هستند

^ ` ^ `( , ) : 0 ( , ) : ,1 0, 1Q V QT K T K T Z K D D Z �   �  � d�   

گيريم از نقاط تعادل تشكيل شده است نتيجه می�از آنجايی که

 �M است. بنابراين برای هر( (0), (0)) QT K �،( , )T K به� 

به بی نهايت ميل کند. بنابراين با استفاده از قضيه  t کند هرگاهميل می

 نقاط تعادل سيستم شبه پايدار هستند. نتيجه می شود 3-1
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 هرتز 50( برای ورودی با فرکانس 12سيستم ): نمای فاز 2شكل                  

( ورودی 12برای بررسی بيشتر پايداری سيستم )

( ) sin(2 50 )u t tS u  .در اين حالت به اين سيستم اعمال می شود

50,0نقاط تعادل سيستم به صورت  50T D � d  .2شكل است 

)برای ورودی  (12نمای فاز سيستم ) )u t  را نشان می دهد. با توجه به

اصلی که در ابتدای اين بخش ارائه شد زير فيلتر ها با مقدار اوليه يكسان 

شوند. در اين شكل نيز نمودار يک فرکانس سيگنال ورودی همگرا میبه 

يكسان  نقطه چين که در آن مقادير اوليه فرکانس تخمينی زير فيلتر ها

هرتز است  50است به صورت مجانبی به فرکانس ورودی که در اينجا 

همگرا می شوند. برای زير فيلتر ها که مقدار اوليه فرکانس تخمينی 

تاری از نقاط تعادل که در اينجا متفاوت دارند مسير های فاز به پيوس

50T ر اين حالت  ناحيه می توان داست همگرا می شوند. در واقع   

Tرا بين خطوط 2-3در قضيه  Qاعتبار شبه پايداری يعنی  K  و

50T شروع عريف کرد. همچنين مسيرهای فازی که در اين ناحيه ت 

 می شوند شبه پايدار هستند )خطوط خط چين(.

 تشاشکرانداری نهايی در حضور اغ 3-2

فرکانسهای  N<K ذکر شد در حالت 2-2همانطور که در بخش 

تخمينی زير فيلترها در غايت امر با مقدار کمی اختلاف نسبت به 

فرکانسهای سيگنال ورودی کراندار هستند. اين موضوع، مفهوم 

دهد. در اين بخش ابتدا کرانداری نهايی در حضور اغتشاش را نتيجه می

فرکانس تخمينی زير فيلترها به آنها همگرا می شوند بدست  مقاديری که

آورده شده سپس برای اينكه فرکانس تخمينی به فرکانس سيگنال 

 ورودی همگرا شوند يک روش پيشنهاد می شود. 

، ابتدا قانون تنظيم nTامين زير فيلترnبرای تعيين مقادير تخمينی 

به صورت زير بيان  2nxيا  1nxكی از متغيرهای رکانس را بر حسب يف

 می شود.

(15) � �2
2 2 2   , 1, 2, . . . ,n

n n n n
n

x x n Nx
J

T T
T

 � �  

 
در ادامه با فرض اينكه قانون تنظيم فرکانس در فرکانس تخمينی که 

0nT باياس دارد صفر است يعنی  داريم   

(16) 2
2 2 2( ) 0n n n nx x xT�   

تر شدن حل اين معادله فرض می شود سيستم در حالت دائمی برای ساده

 شده و خواهيم داشت 2nx جايگزين 2nxاست. در اين حالت 
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امين زير nهمچنين بايد ذکر شود برای بدست آوردن فرکانس تخمينی 

ل ورودی است با استفاده از فرمول فيلتری که در نزديكی فرکانس سيگنا

مساوی همان فرکانس قرار داد. با توجه  iYرا در فرمول jZالا، بايد ب

به اينكه فرکانس تخمينی بدست آمده در بالا برابر فرکانس های سيگنال 

فيلترها اصلاحاتی صورت گيرد.  ورودی نيست لازم است در ساختار زير

بدين منظور از تابع پنجره در حلقه تخمين فرکانس زير فيلترها استفاده 

استفاده شده تا در  ANFاز مزايای تابع پنجره در  [13]شود. در مرجع می

ابل هارمونيكها عملكرد اين فيلتر ارتقا يابد. در اين بخش از تابع پنجره مق

استفاده شده تا عملكرد فرکانسهای تخمينی  MANFدر زير فيلترهای 

 زير فيلترها در مقابل اغتشاشات سينوسی بهبود بخشد.

استفاده از تابع پنجره بر اساس استفاده از يک تابع هزينه و مينيمم 

ذکر شد قانون تنظيم فرکانس  2مانطورکه در بخش سازی آن است. ه

2nبه صورت   امnزير فيلتر  n n n nk x eT J T �  می باشد. در سمت

توان حضور دارد که می eست اين قانون، سيگنال خطای سيستم را

نه به مجذور آن را به عنوان تابع هزينه سيستم در نظر گرفت. اين تابع هزي

شود. ای بوده و در يک لحظه کوتاه از زمان ارزيابی میصورت لحظه

برای بهتر شدن تخمين فرکانس اين تابع هزينه را به يک دوره زمانی معين 

گسترش می يابد. به اين منظور تابع هزينه به شكل زير تعريف می شود 

[13]. 

(20) 

� �

� � � � � �

2

2

1
( )

2

1 1 1
* *    

2

n

t

n n
t T

n n n
n n

J t e d
T

t e t t J
T T

U

U
U

U U

U W W W

U U

�

 �

  

³
 

�در اين معادله  � 1
1

N

n
n

e u t x
 

علامت کانولوشن *  سيگنال خطا،  ¦� 

� و �21
  

2nJ e t  همچنين  .باشدتابع هزينه اوليه میnT U  طول پنجره

�و  �n tU تابع پنجرهnنجره که در اين بخش است. تابع پ ين زيرفيلترام

 :شوداست که به صورت زير تعريف می پنجره مستطيلیاستفاده شده 
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 به همراه تابع پنجره MANFام n: زير فيلتر 3شكل             

 

(21) � �
1,                0

 
0,                    

n
n

n

t T
t

t T
U

U
U

 d
 

!
°
®
°̄

d
 

nJ اساس تابع هزينه بر  U  قانون تنظيم فرکانسn  امين زير فيلتر

MANF ( تبديل می22به معادله ).شود 
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زير فيلتر به شود که در حلقه تخمين فرکانس هر ( نتيجه می22از معادله )

2nقبل از اينكه از عبارت  nTمنظور به دست آوردن n n nk x eJ T� 

�انتگرال گرفته شود بايد تابع تبديل پنجره  �n tU  .روی آن اعمال شود

-ام را نشان میnچگونگی قرار گرفتن تابع پنجره در زير فيلتر  3شكل 

nT دهد. همچنين طول پنجره يعنی U  .هر چه کوچكتر باشد موثرتر است

تواند باعث تر بيش از حد کوچک انتخاب شود میهرچند اگر اين پارام

 مراجعه کنيد. [13] شود. برای جزئيات بيشتر به مرجع ناپايداری سيستم
 

 سازینتایج شبیه -4

در تخمين فرکانس های  MANFدر اين بخش ابتدا عملكرد 

سيگنال شبه تناوبی و حالتهای مختلف پايداری اين الگوريتم بررسی می 

نشان داده خواهد شد.  MANFشود. سپس تاثير استفاده از تابع پنجره در 

 انجام شده است. Matlab/Simulinkشبيه سازی ها در 

  يی و شبه پايداریپايداری نما 4-1

در اين بخش برای بررسی بيشتر حالتهای پايداری فيلتر شكاف دار 

وفقی شبيه سازی هايی انجام شده است. سيگنالی که به عنوان ورودی 

 در نظر گرفته شده برابر با N=K  و  N>K برای دو حالت

(23) � � � � � �
3 3

1 1

  sin 2k k k k
k k

u t u t U f tS G
  

  �¦ ¦  

20Jارامترهای همه زير فيلترها برابر ازی پباشد. در اين شبيه سمی  و  

1k  kfبا مقادير واقعی شان kTاند. فرکانس تخمينی انتخاب شده  

 هایهنشان داده شده است. همچنين دامنه تخمينی مولف 4در شكل

نشان داده شده است. در  5در شكل  kaيعنی  (23سينوسی سيگنال )

و  1T ،2Tاست در نتيجه فرکانسهای تخمينی  N=Kثانيه  2/1زمان معين

3T و 100، 50مقادير واقعی شان يعنی به  150و  100، 50از مقادير اوليه
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 (23های سينوسی سيگنال )مولفه و واقعی : فرکانس تخمينی4شكل          

، 1aشوند. همچنين دامنه های تخمينی طور نمايی نزديک می به 152

2a 3وa  5/0و 3/0، 1به مقادير واقعی شان يعنی  1اوليه از مقادير 

شوند. بعد از يک زمان کوتاه فرکانسهای تخمينی برابر نزديک می

شوند. در نتيجه طبق آنچه که در بخش  فرکانسهای سيگنال ورودی می

همان فرکانسهای  MANFبيان شد در اين حالت نقاط تعادل سيستم  2-2

نشان داده شده   4جانبی آنها در شكل سيگنال ورودی هستند و پايداری م

شود در صفر می 2U ثانيه دامنه سيگنال سينوسی دوم  2است.  در زمان 

شود. در اين های سينوسی بيشتر مینتيجه تعداد زير فيلترها از تعداد مؤلفه

اط تعادل می بوده و نقاط تعادل به صورت پيوستاری از نقN>K حالت 

باشد. بنابراين پايداری مجانبی فيلتر شكاف دار وفقی به شبه پايداری 

ثانيه فرکانسهای سيگنال ورودی بترتيب  4تبديل می شود. در زمان 

هرتز دارند. از آنجايی که مقادير ويژه  -2و   2، 2ای به اندازه تغييرات پله

ستند در نتيجه اين فرکانسهای تخمينی زير فيلترهای اول و سوم منفی ه

جه به اينكه مقدار ويژه مربوط به کنند. اما با توتغييرات پله را تعقيب می

2T صفر است اين فرکانس تخمينی با سرعت بسيار کم افزايش پيدا می-

 153ابر که بر 3fبه فرکانس سيگنال سوم  1050ثانيه کند تا اينكه در 

هرتز است همگرا شود. در اين لحظه شبه پايداری به پايداری مجانبی 

فرکانس تخمينی زير فيلتر دوم و سوم را تا زمان  6شود. شكل تبديل می

ثانيه نشان داده است. همانطور که از اين شكل مشخص است بعد از  2000

هرتز، فرکانس 153همگرا شدن فرکانس تخمينی زير فيلتر دوم به 

 پيدا کرده است. 153تخمينی زير فيلتر سوم يک نوسان حول 
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 (23های سينوسی سيگنال )مولفه : دامنه تخمينی5شكل                         

  شبيه سازی کرانداری نهايی 4-2

در نظر گرفته شده است ساده  N<K شبيه سازی که برای حالت

رودی از دو سيگنال باشد. سيگنال ومی =1Nو  =2Kترين حالت يعنی

هرتز تشكيل شده است. در  45و  10و فرکانسهای  1سينوسی با دامنه های 

اين حالت فرکانس تخمينی زير فيلتر بر حسب اينكه چه مقدار اوليه داشته 

شود. البته بايد ذکر باشد به يكی از فرکانسهای سيگنال ورودی همگرا می

نهايی فرکانس تخمينی ذکر شد مقدار  2-3شود همانطور که در بخش 

باشد. اين مقدار نهايی را می توان با استفاده دارای يک باياس و نوسان می

از فرمول ذکر شده در آن بخش بدست آورد که برای اين شبيه سازی 

توان با رسم باشد. همچنين میهرتز می 2/10و   52/42اين مقدار برابر 

هم اين مقادير را بدست آورد. اين نمودار در  Tبرحسب  Tنمودار 

بر حسب درجه  است. همانطور که از  T رسم شده که در آن  7شكل 

اين نمودار مشخص است سيستم دارای دو نقطه تعادل پايدار و دو نقطه 

هرتز 2/10و  52/42پايدار همان فرکانسهای   تعادل ناپايدار است. دو نقطه

هرتز هستند. بنابراين بر حسب اينكه  0و  43/37هستند و دو نقطه ناپايدار 

مقدار اوليه در ناحيه جذب کدام فرکانس سيگنال ورودی که باياس 

اين بازه از  2/10شود. برای فرکانس دارند باشد به آن فرکانس همگرا می

باشد. تا بينهايت می 43/37از  52/42ست و برای هرتز ا  43/37صفر تا 

 2/10هرتز فرکانس تخمينی به فرکانس  15برای زير فيلتر با مقادير اوليه 

 40نشان داده شده است. برای مقدار اوليه  8شود که در شكل همگرا می
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 : فرکانس تخمينی زير فيلتر دوم و سوم6شكل                             
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شود که آن نيز در همگرا می 35/38هرتز نيز فرکانس تخمينی به فرکانس 

 نشان داده شده است. 8شكل 

 2-3ای معرفی شده در بخش پنجره MANFبرای بررسی عملكرد 

ال سينوسی با دامنه در حضور اغتشاشات سينوسی، از مجموع دو سيگن

شود. هدف هرتز به عنوان ورودی استفاده می 45و  10يک و فرکانس 

هرتز نيز به  45هرتز می باشد و سيگنال سينوسی  10تخمين فرکانس 

 عنوان اغتشاش عمل می کند. اين سيگنال سينوسی به دو زير فيلتر

MANF ای اعمال می شود. مطلوب  اين است که با معمولی و پنجره

هرتز نسبت  10پنجره شده تخمين بهتری از فرکانس MANFاستفاده از 

هرتز 10داشته باشيم. عملكرد اين فيلترها در تخمين فرکانس  MANFبه 

 MANFنشان داده شده است. اين شكل نشان می دهد که 9در شكل 

 45معمولی در حضور اغتشاش سينوسی  MANFپنجره شده در مقابل 

   ی دارد.هرتز تخمين فرکانس بهتر

پنجره ای يک نوسان  MANFبايد ذکر شود که فرکانس تخمينی 

هرتز دارد که اين می تواند نتيجه  10درجه حول فرکانس   1/0حدود 

هرتز و دامنه بزرگ اين  45نزديک بودن فرکانس سيگنال سينوسی 

سيگنال باشد. شبيه سازی ها نشان می دهد با کوچک کردن دامنه اين 

 اب اغتشاشات سينوسی با فرکانس بالاتر، فرکانس تخمينیسيگنال يا انتخ

  زند.هرتز را تخمين مي 10پنجره ای به خوبی فرکانس  MANFزير فيلتر 
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 . هرتز 40فرکانس تخمينی زير فيلتر برای مقدار اوليه  (a): 8شكل                

                           (b) هرتز 15دار اوليه فرکانس تخمينی زير فيلتر برای مق 
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    معمولی و پنجره MANFفرکانس تخمينی زير فيلتر  (a): 9شكل                      

 (a-9ثانيه شكل ) 3الی  2.5بزرگنمايی بازه زمانی  (b). ای                     

      

 گیری  نتیجه -5

های به منظور تخمين فرکانس و استخراج مولفه مقاله اين در

وسی يک سيگنال شبه تناوبی، يک الگوريتم تخمين فرکانس مبتنی سين

 N اين الگوريتم ازبر فيلتر شكاف دار وفقی مورد بررسی قرار گرفت. 

زير فيلتر موازی تشكيل شده است که هر کدام از اين زير فيلترها 

برای اين  زند.های سينوسی را تخمين میپارامترهای يكی از مولفه

و تعداد  Kهای سينوسی ت پايداری بر اساس تعداد مولفهالگوريتم سه حال

وجود دارد. اين پايداريها عبارت بودند از: کرانداری نهايی   Nزير فيلترها

در حضور اغتشاش، پايداری نمايی در نقاط تعادل منفرد و شبه پايداری 

دار در اين مقاله يک فيلتر شكافدر پيوستاری از نقاط تعادل. همچنين 

عرفی شد که عملكرد مطلوبی در تخمين فرکانس سيگنال های وفقی م

سينوسی در حضور اغتشاشات سينوسی داشت. به اين منظور در حلقه 

از تابع پنجره استفاده شد. با استفاده از شبيه سازی  ANFتخمين فرکانس 

عملكرد بهتری در  ANFبا پنجره نسبت به   ANFنشان داده شد که 

 ی سينوسی در حضور سيگنالهای ناخواسته دارد. تخمين فرکانس سيگنالها
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