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شود. ابتدا با استفاده از فرمول ايتوی کسری، های تصادفی کسری ارائه میدر اين مقاله روشی برای بررسی پايداری سامانه: چکیده

ف های تصادفی کسری با استفاده از توابع لياپانمفهوم عملگر بينهايت کوچک توسعه داده می شود، که به وسيله آن بررسی پايداری سامانه

های تصادفی کسری دارای تأخير حالت گردد. سپس از معيار پايداری ارائه شده برای توسعه روش کنترل مد لغزشی برای سامانه ممكن می

نمايد. بررسی پايداری سامانه شود. روش طراحی ارائه شده رسيدن مسيرهای حالت به سطح لغزش را با احتمال يک تضمين میاستفاده می

شود و شروط پايداری تصادفی سامانه در قالب نامعادلات با استفاده از عملگر بينهايت کوچک کسری ارائه شده انجام می در مد لغزش نيز

شود. جهت نشان دادن کارائی نتايج، کاربرد آن در کنترل زاويه پره يک توربين بادی با سرعت متغير ارائه خواهد ماتريسی خطی ارائه می

 شد.

تصادفی کسری، عملگر بينهايت کوچک کسری، کنترل مد لغزشی، نامعادلات ماتريسی خطی، کنترل زاويه  سامانهکلمات کلیدی: 

 پره توربين بادی.

A Sliding Mode Control Scheme for Fractional Stochastic Systems 

with State Delay 

Khosro Khandani, Vahid Johari Majd, Mahdieh Tahmasebi 

 

Abstract: In this paper, a new approach is proposed for stability analysis of fractional stochastic 

systems. By extending the concept of infinitesimal operator using the fractional Ito formula, it 

becomes possible to apply it in fractional stochastic systems for stability analysis by Lyapunov 

functions. Thereafter, the presented stability criterion is utilized to develop the sliding mode control 

scheme for fractional stochastic systems with state delay.  The proposed design method ensures that 

the state trajectories reach the sliding surface with probability one. Stability analysis of the system 

at sliding mode is executed using the given fractional infinitesimal operator and the stochastic 

stability conditions are given in the form of linear matrix inequalities. To illustrate the efficiency of 

the results, the application of the method is presented for the pitch control of a variable speed wind 

turbine. 

 

Keywords: fractional stochastic system, fractional infinitesimal operator, sliding mode control, 

linear matrix inequalities, pitch control of a wind turbine. 
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 مقدمه -1

های تصادفی مرتبه کسری در مورد دو دسته سامانه اصطلاح سامانه

های نسبتاً متفاوت و در عين حال بسيار نزديک به هم به کار با ويژگی

های مرتبه کسری به همراه نويز گوسی رفته است . اولين دسته سامانه

هايی که ديناميک سامانه به طور ذاتی از نوع سامانهمعمولی هستند يعنی 

مرتبه کسری است و اين سامانه در محيطی نويزی از عوامل تصادفی تأثير 

های مرتبه های اخير پس از معرفی سامانهها در سالپذيرد. اين سامانهمی

های تصادفی مرتبه اند. اولين بار سامانهکسری مورد توجه قرار گرفته

ها تا کنون از جنبه معرفی شدند. اين سامانه ]1[ته اول در کسری دس

 LQGو کنترل بهينه  ]5[، کنترل خودتنظيم ]4-2[طراحی فيلتر کالمن 

اند. تحليل مورد توجه بوده ]6[های کسری تصادفی خطی برای سامانه

ها و استفاده از توابع لياپانف برای بررسی پايداری پايداری اين سامانه

های خطی و غيرخطی اين دسته تا کنون انجام نگرفته است. اين سامانه

موضوع عمدتاً به اين دليل است که تحليل پايداری مستلزم حل معادلاتی 

های ولترا هستند و هنوز ابزار رياضی لازم خواهد بود که شامل انتگرال

ده ها هنوز توسعه داده نشدسته از سامانه يعنی فرمول ايتوی ولترا برای اين

هايی اتلاق های تصادفی کسری به دسته سامانهاست. دسته دوم سامانه

شود که سامانه از نوع مرتبه صحيح  بوده اما نويز موجود از نوع می

ها اگر در فرم استاندارد ايتو کسری است. به عبارت ديگر اين سامانه

نوشته شوند به صورت معادلات ديفرانسيل يک سامانه مرتبه صحيح 

شوند و حرکت براونی که با حرکت براونی کسری رانده می هستند

های شوند. ويژگیکسری را به عنوان ورودی در معادلات خود شامل می

منحصربفرد حرکت براونی کسری بخصوص دارا بودن حافظه، آن را به 

، ] 7[سازی نويز در رياضيات مالی عنوان يک نامزد مناسب برای مدل

های اقتصادی مطرح نموده های ارتباطی و سامانه، شبكه]8[شناسی زيست

[. به دليل همين ويژگی دارابودن حافظه، از حرکت براونی 9است ]

کسری جهت مدل کردن وابستگی طولانی مدت در ترافيک شبكه نيز 

[. همچنين حرکت براونی کسری بهترين گزينه 10استفاده شده است ]

[، و در فرايندهای زير 11برای مدل کردن توربولانس در سيالات است ]

در سيالات نيز از حرکت براونی کسری برای  2و فراانتشاری 1انتشاری

[. از ديگر کاربردهای حرکت براونی 12سازی استفاده شده است ]مدل

کسری استفاده از آن در مدل سرعت باد جهت تطبيق با توربولانس 

سامانه  [. در اين مقاله، از اين پس اصطلاح14ـ 13تصادفی باد است ]

های معرفی شده در بالا اشاره خواهد تصادفی کسری به دسته دوم سامانه

اند. پيدا های مختلف مورد بررسی قرار گرفتهها از جنبهداشت. اين سامانه

های توصيف شده با معادلات ديفرانسيل کردن جواب برای سامانه

و غير  3تصادفی دارای حرکت براونی کسری به دليل غير نيمه مارتينگل

ای همراه است و حرکت براونی کسری با مشكلات عديده 4مارکف بودن

 1
 sub-diffusive 

2
 super-diffusive 

3 non semi-martingale 
4 non Markovian 

بسياری از مقالات صرفاً به پيدا کردن شرايط وجود و يكتايی جواب 

رجوع کرد. اخيراً  ]15[توان به . برای مروری بر اين نتايج میاندپرداخته

 يک روش تقريب مارتينگل برای دوری از اين مشكلات ارائه شده است

های تصادفی يک روش عددی بررسی پايداری سامانه ]17[. در ]16[

حصول جواب  [18]دارای حرکت براونی کسری ارائه شده است. در 

صريح برای معادلات تصادفی کسری غيرخطی با کاهش دادن آنها به 

معادلات تصادفی کسری خطی ممكن شده است.  با اين وجود بررسی 

 دفی کسری انجام نگرفته است.های تصاسامانهتحليلی پايداری 

از طرف ديگر، بررسی پايداری و طراحی سامانه کنترل برای   

های تصادفی رانده شده با حرکت براونی معمولی انجام پذيرفته سامانه

ـ 19توان به ]ها میاست. برای مرور نتايج پايداری برای اين دسته از سامانه

کنترلی برای اين دسته از  [ رجوع نمود و جهت بررسی چند راهبرد22

های متنوع کنترلی . از بين روشمراجعه شود [25ـ23ها به مراجع ]سامانه

های تصادفی، روش کنترل مد لغزشی با توجه به پاسخ سريع، برای سامانه

سازی آسان و از همه عملكرد قابل قبول در زمان گذرا، دقت بالا، پياده

های مدل و اغتشاشات خارجی تمهمتر مقاوم بودن در برابر عدم قطعي

مورد توجه بوده است.  اين روش همچنين به مقاوم بودن در برابر اثرات 

يک قانون کنترل مد  [27]. در [26]تأخير زمانی  شناخته شده است 

های تصادفی تأخيردار دارای عدم قطعيت ارائه شده لغزشی برای سامانه

بسته استخراج  شده است. است و شرايط کافی برای پايداری سامانه حلقه 

 Hاين روش امكان رسيدن به پايداری مجانبی در احتمال با عملكرد 

آورد. همچنين نشان داده شده است که برای دسته خاصی از را فراهم می

با حل نامعادلات  Hهای تصادفی، طراحی کنترل سطح لغزشی سامانه

های به سامانه [28]اين روش در خطی قابل حصول است. ماتريسی 

[ يک سطح لغزش 30ـ29تصادفی غيرخطی توسعه داده شده است. در ]

انتگرالی برای سامانه تصادفی ساخته شده و شرايط کافی برای وجود 

با  ]31[سطح به صورت نامعادلات ماتريسی خطی ارائه شده است. در 

امانه تصادفی از نوع ايتو، روش های ستوجه به در دسترس نبودن حالت

های سامانه به کار گرفته شده سطح لغزشی بر اساس تخمينی از حالت

است و شرايط کافی برای پايداری مجانبی در احتمال برای سامانه 

تصادفی حلقه بسته ارائه شده است. در اين مقاله نوع حرکت براونی 

های لی برای سامانهاستاندارد فرض شده است. کنترل سطح لغزشی انتگرا

انجام گرفته است. مزيت اين روش امكان  ]32[تصادفی از نوع ايتو در 

. ها و اغتشاشات سامانه و پايدارسازی سامانه عيب است. مقابله با عيب

بيشتر نتايج بدست آمده در اين مقالات مبتنی بر فرمول ايتو و محاسبه 

 عملگر بينهايت کوچک يک تابع لياپانف هستند.

اين مقاله يک سامانه تصادفی کسری که با حرکت براونی کسری  در

شود، در نظر گرفته شده است. در ابتدا با استفاده از فرمول ايتوی رانده می

شود و قضيه ،  عملگر بينهايت کوچک کسری معرفی می[33]کسری 

های تصادفی کسری ارائه و پايداری  مبتنی بر توابع لياپانف برای سامانه

شود. سپس از اين قضيه در استخراج قانون کنترل لغزشی مناسب میاثبات 
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شود. شرايط کافی برای برای سامانه در نظر گرفته شده استفاده می

-بسته سامانه در قالب نامعادلات ماتريسی خطی ارائه میپايداری حلقه

شود که مد لغزش وجود دارد و مسيرهای سامانه به آن گردد. اثبات می

های مقاله را به صورت زير مانند. نوآوریبر روی آن باقی می رسند ومی

توان خلاصه نمود: ارائه قضيه پايداری مبتنی بر توابع لياپانف برای می

های تصادفی کسری و همچنين اثبات وجود مد لغزشی با احتمال سامانه

ها. بقيه مقاله به صورت زير تنظيم شده يک  برای اين دسته از سامانه

شود. در بخش سوم در بخش دوم مقدمات و تعريف مسئله ارائه می است.

شود و قضيه پايداری معرفی عملگر بينهايت کوچک کسری انجام می

گردد. در بخش چهارم طراحی کنترلگر لياپانف با استفاده از آن اثبات می

شود. مد لغزشی برای سامانه تصادفی کسری دارای تأخير حالت انجام می

يک  1جم کاربرد روش ارائه شده بر روی کنترل زاويه پرهدر بخش پن

شود و نيز يک مثال عددی ارائه توربين بادی با سرعت متغير بررسی می

 گردد.گيری ارائه میگردد. در نهايت در بخش ششم نتيجهمی

 

 طرح مسئله و مباحث مقدماتی -2

زير  های مورد مطالعه در اين مقاله ساختاری به صورتدسته سامانه

 دارند:

)()()(

)()()(

tWtCxtBu

txAtAxtx

H

d



 
 (1) 

nکه در اين رابطه 
tx )(   ،بردار حالت سامانهm

tu )(  بردار

nnورودی کنترل، 
dAA


, ،mn

B


  وnn
C


 

]0(ثابت معلوم هستند، های ماتريس   تأخير حالت است که

tW)(ثابت فرض شده است و 
H  نويز کسری يک بعدی با پارامتر

1هرست  
2

1
 H   :21است. همچنين داريمCCC    که در آن

mnT
CC


21 ن در فرم ايتوی کسری به توا( را می1. معادله ),
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)1,(
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1
 Pitch control 

),(که در آن کرنل  st  2برابر

1

)(



H

st  است. به ازای

2

1
H  حرکت براونی کسری تبديل به حرکت براونی خواهد شد و

مان نويز سفيد گوسی خواهد بود. به ازای مشتق آن ه
2

1
H  حرکت

شود و به ازای براونی کسری يک فرايند با حافظه بلندمدت ناميده می

2

1
H مدت خواهيم داشت. مدل ارائه يک فرايند با حافظه کوتاه

کند که در ای را توصيف می، ديناميک سامانه(1)شده در رابطه 

های های اقتصادی دارای تأخير زمانی، سامانهکاربردهايی نظير سامانه

ها متأثر از سيالات محيط است هايی که  ديناميک آنزيستی و سامانه

های های تنظيم استاندارد آلودگیمانند توربين بادی، هواپيما و سامانه

ادامه ابتدا تعريف پايداری تصادفی  [. در9رود ]به کار میموجود در آب 

از آن استفاده خواهيم کرد و  1کنيم که در اين مقاله در قضيه را مرور می

-شود ارائه میسپس دو لم مفيد که در اثبات قضايا از آنها استفاده می

 گردد.

 (.2[ )پایداری تصادفی یا پایداری در احتمال38] 1تعریف 
);,(فرض کنيد  00 txtx  جواب يک معادله ديفرانسيل تصادفی در

ر اين صورت جواب باشد، د 0tدر زمان  0xبا شرايط اوليه  tزمان  

0x  معادله ديفرانسيل تصادفی پايدار تصادفی است اگر به ازای

0, 1   ،0داده شده),,( 01 t  وجود داشته باشد به

 نتيجه گرفت که: 0xطوری که بتوان از 
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 (4) 
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  تحلیل پایداری -3

برای بررسی پايداری سامانه تصادفی کسری معرفی شده لازم است 

که ابتدا عملگر بينهايت کوچک کسری را معرفی نماييم. برای استفاده از 

ی،  استفاده از اين توابع لياپانف برای بررسی پايداری سامانه تصادفی کسر

عملگر ضروری است. برای اين کار لازم است که از فرمول ايتوی 

. با استفاده از اين [33تصادفی برای حرکت براونی کسری استفاده نماييم ]

رابطه استخراج عملگر بينهايت کوچک تابع لياپانف ممكن خواهد بود. 

 :ای به صورت زيربرای سامانه ]36[در 

)())(,())(,()( tdBtxtgdttxtftdx
H

 (1) 

),)((که در آن  txtf  و))(,( txtg  توابع غيرخطی حقيقی

),)((هستند، رابطه زير برای يک تابع لياپانف txtV  به صورت زير ارائه

 شده است:
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 که در آن:

22
)12(),(




H
tsHHst

 
(3) 

برای استخراج اين رابطه از فرمول ايتوی کسری استفاده شده است. 

 بنابراين عملگر بينهايت کوچک در حالت کلی به صورت زير معرفی

 :]36[شده است 

dssxsgts
x

txtg

x
txtf

t
L

t

H

















0
2

2

))(,(),())(,(

))(,(



 
 

(4) 

),)((اين رابطه به طور کلی و برای توابع غيرخطی  txtf  و

))(,( txtg [ 37صحيح نيست. برای اثبات اين موضوع مراجعه شود به .]

[ مطرح شده 37بر بحثی که در خصوص فرمول ايتوی کسری در ] مبتنی

),)(()()(توان در حالت خطی که در آن است می txtAtxtf   و

)()())(,( txtCtxtg   توابع خطی حقيقی هستند،  عملگر بينهايت

 ای با ساختار:کوچک را برای سامانه

)()()()()()( tdBtxtCdttxtAtdx
H


 

(5) 

 به صورت زير نوشت:
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dssCtstx
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x
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 (6) 

نهايت کوچک است که اين عملگر، حالت توسعه يافته عملگر بی

ن نماييم.  حال با استفاده از ايهای تصادفی کسری تعريف میبرای سامانه

کنيم که به ازای يک تابع لياپانف در صورتی که قضيه زير رابطه ثابت می

 برقرار باشد پايداری تضمين شده خواهد بود.

( را در نظر بگيريد. اگر 12سامانه تصادفی کسری )[ : 38] 1 هیقض

),)(( يک تابع txtV وجود داشته باشد، به طوری که در شرايط زير

 صدق کند: 

0),0( tV  )(),( xtxV  ,    

),0()()(),( TLtxtCtxVx  
(7) 

)0,(که در آن TL  ای از فرايندهای تصادفی است که در خانواده

تعريف شده است.  در اين صورت جواب بديهی رابطه  ]33[ 3.7قضيه 

 ( پايدار تصادفی خواهد بود اگر:12)

0),( txVL
H

 (8) 

 اثبات. 

-می [ اثبات را انجام38گرفته شده در ]با توسعه رويكرد در پيش

)0,(، )1,0(دهيم. فرض کنيد hr  و مقدار اوليهSx 0 

);()(يک مقدار دلخواه باشد. برای سادگی فرض کنيد  0 txxtx  .

),()0,(توان می rr  :طوری پيدا کرد که 

)()0,(
1

sup rxV
Sx









 (9) 

 کنيم:تعريف می

 rStxt  )(:0inf
 

(10) 

حال با استفاده از عملگر بينهايت کوچک کسری معرفی شده به 

 خواهيم داشت: 0tازای هر 
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sdBsCxssxV
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 (11) 

با اميد رياضی گرفتن از دو طرف اين رابطه و با استفاده از رابطه 

 ( خواهيم داشت:15)
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 (12) 

rxtxداريم  tبه ازای   )()(  ( 14و رابطه )

 دهد:نتيجه می
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مجموعه  1که در آن تابع نشانگر t  است. در صورتی که رابطه

t  صورت برقرار باشد، مقدار تابع نشانگر برابر يک و در غير اين

( و 19(، روابط )16مقدار آن برابر صفر خواهد بود. با استفاده از رابطه )

 يابند:( به رابطه زير کاهش می20)

    tP
 

(14) 

بنابراين    P  وقتی کهt:و يا به طور معادل ، 

   1,)( 0ttrtxP
 

(15) 

دهد. با توجه به روابط بالا پايداری اثبات شده تمه میکه اثبات را خا

 با استفاده از اين قضيه، پايداری در احتمال خواهد بود.

 

 طراحی کنترلگر مود لغزشی -4

( را در نظر بگيريد. برای اين سامانه 1سامانه تصادفی کسری )

کنترلگر سطح لغزشی طراحی خواهيم کرد که اهداف زير را برآورده 

ول اينكه مد لغزش وجود داشته باشد و مسيرهای حالت سامانه به سازد. ا

های بعدی روی اين سطح سمت سطح لغزش رانده شوند و برای زمان

باقی بمانند. دومين هدف اثبات پايداری در احتمال سامانه در مد لغزش 

است. برای نيل به اين اهداف سطح لغزش انتگرالی به صورت زير پيشنهاد 

 شود:می

 
t

dssxBKAGtGxts
0

)()()()(
 

(1) 

nm در اينجا
G


  وnm

K


 های ثابت طراحی ماتريس

اين سطح لغزش به دو دليل از نوع تناسبی انتگرالی انتخاب شده  هستند.

ه خواهد : دليل اول اينكه در اين روش طراحی همانطور که در اداماست

آمد، بررسی پايداری تصادفی سامانه در مد لغزش در حضور نويز 

تصادفی انجام خواهد شد. با اين وجود جهت تضمين مقاوم بودن سامانه 

نسبت به نويز از لحظه اوليه جمله انتگرالی نيز به سطح لغزش افزوده شده 

د. گرداست. دليل دوم به نامعادلات ماتريسی خطی استخراج  شده برمی

در ادامه خواهيم ديد که شرايط پايداری در قالب نامعادلات ماتريسی 

خطی ارائه خواهند شد که فقط با استفاده از جمله تناسبی جوابی برای اين 

دليل اصلی انتخاب سطح لغزش از اين معادلات وجود نخواهد داشت. 

01نوع در اين مقاله، وجود شرط محدود کننده  GC   است که

نامعادلات ماتريسی خطی استخراج  شده را  در  2پذيریاحتمال امكان

دهد. بنابراين ناگزير به صورت استفاده از سطح لغزش تناسبی کاهش می

های طراحی هستيم. از طرف ديگر با اضافه کردن افزايش تعداد ماتريس

مقادير  جمله انتگرالی به سطح لغزش امكان جبرانسازی اوليه با قرار دادن

شود. در سمت چپ محور موهومی فراهم می BKAماتريس ويژه 

 1
 indicator function 

2
 feasibility 

شرط  BKAسطح لغزش را بايد طوری تعريف نماييم که ماتريس 

پايداری هرويتز را ارضا کند. همچنين برای داشتن سطح لغزش غير 

01 تصادفی دارای تغييرات متناهی بايد داشته باشيم: GC در اين .

خواهيم گيرد و رابطه سطح لغزش شكل غيرتصادفی به خود میصورت 

مشتق زمانی بگيريم و با صفر قرار دادن آن در سطح  ts)(توانست از

tueq)(لغزشی قانون کنترل 
را استخراج کنيم. فرض شده است که  

PBG
T

 0. در نتيجه به ازایP  ،و متقارنGB  نامنفرد خواهد

tueq)(شد. سيگنال کنترل 
در روی سطح لغزش به صورت زير بدست  

 آيد:می

)()()()(
1 


txGAGBtKxtu deq (2) 

)(0سطح لغزش  جهت راندن سامانه به ts سيگنال کنترل در ،

تواند رسيدن به سطح لغزش را تضمين شود که میقضيه زير ارائه می

 نمايد.

( با 1سامانه تصادفی کسری دارای تأخير حالت رابطه ). 2 هیقض

نترل که ( را در نظر بگيريد. سيگنال ک23سطح لغزش داده شده در رابطه )

تواند رسيدن به سطح لغزش را تضمين نمايد به صورت زير خواهد می

 بود:

))(()()()()(
1

tssigntGBtKxtu 
 

(3) 

mmکه در اين رابطه 
t


)( بهره سوييچينگ است که يک ،

  است با:زمان وردا است که برابر  mmقطری  ماتريس

  )()( txGAt d (4) 

يک ثابت مثبت است و نيز داريم:  که در آن 

 ))(())(())(())(( 21 tssigntssigntssigntssign m

))((که در آن تابع   tssign i  به ازایmi 1  به صورت زير

 شود:تعريف می
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(5) 

 تابع لياپانف را به صورت زير در نظر بگيريد. اثبات.

)()(
2

1
)( tststV

T


 

(6) 

 از آنجا که: 

))(()()()( tssignttxGAts d  
 

(7) 

 ن نوشت: توابنابراين می
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stV  (4)با انتخاب بهره سوييچينگ به صورت رابطه  )( 

 افتد.تضمين خواهد شد و رسيدن به سطح لغزش اتفاق می

ی تأخير حالت در مد بررسی پايداری سامانه دارا 4-1

 لغزش

پس از رسيدن مسيرهای سامانه به روی سطح لغزش، ديناميک 

 سيستم روی اين سطح در معادله زير صدق خواهد کرد:

)()(

)()()()(

tWtCx

txAtxBKAtx

H

d



 
 (9) 

 دهد:قضيه زير شرايط پايداری اين سامانه را ارائه می

( در نظر بگيريد. ديناميک اين 1سامانه تصادفی کسری ). 3 هیقض

کند، پايدار است اگر صدق می (9)سامانه که در مد لغزش در معادله 

که در وجود داشته باشند  Qو  Pهای متقارن مثبت معين ماتريس

 شرايط زير صدق نمايند.
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 که در آن:
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 گيريم.تابع لياپانف را به صورت زير درنظر می اثبات.
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-را ارضا می 1يک ثابت مثبت است. اين تابع شرايط قضيه  که در آن 

 کند. با استفاده از عملگر بينهايت کوچک معرفی شده خواهيم داشت:
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در رابطه بالا منفی  دو خط آخربه اندازه کافی بزرگ،  با انتخاب 

 توان نوشت:خواهد شد و می
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 :1با استفاده از لم 
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 شود که:تيجه میاز دو رابطه اخير ن

 














t s

dsds
TT

H

e
tx

tx
txtx

ttxVL

0 0
),(

)(

)(
)]()([

)),((






 (16) 

 برابر است با:که در آن 
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(17) 

  :که در آن

PBPBBPB

QPBKABKAP
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T

1
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)(2
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 (18) 

( معادل 34و رابطه ) 0ال با اعمال مكمل شور، رابطه ح

 شود.خواهند بود و به اين ترتيب اثبات کامل می

با   tx)(از  یتابع سطح لغزش همچنان تابع نكهيبا توجه به ا: 1نکته 

 یدارا tx)(  نكهيا لي( است و به دل12داده شده در رابطه ) کيناميد

در هاو نابرابری هابرابریتمام  نياست، بنابرا یکسر یتصادف تيماه

به  2در قضيه به سطح لغزش  دنيرس تيروابط مربوط به اثبات قابل

 ني. بنابرا)يا با احتمال يک( برقرار خواهند بود. 1مطمئن باًيتقرصورت 

( خواهد کياحتمال  با ايمطمئن ) باًيبه مد لغزش به صورت تقر دنيرس

سامانه در مد لغزش، اثبات  کيناميد یداريدر اثبات پا از طرف ديگر بود.

در احتمال  یداريبه صورت اثبات پا اپانفيبا استفاده از توابع ل یداريپا

 یکسر یحالت با توجه به ظاهر شدن جمله تصادف ني. در اشودیانجام م

. شودیاستفاده م یداريپا طيااستخراج شر یبرا 1 هياز قض ،(31در رابطه )

حالت اثبات  نيدر ا ،آورده شده است 1 هيکه در اثبات قض انطورهم

 در احتمال قابل انجام است.  یداريبه صورت پا یداريپا

 
1 Almost surely 
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در صورتی که سامانه بدون تأخير حالت به صورت زير در  :2نکته 

به صورت زير کاهش خواهد  3نظر گرفته شود در اين صورت قضيه 

 ت:ياف

)()()()()( tWtCxtButAxtx
H


 

(19) 

( و 23را با سطح لغزش رابطه ) (19)سامانه تصادفی کسری . 4 هیقض

)()()()sgn)(( سيگنال کنترل tststKxtu     در نظر

غير منفرد باشد. آنگاه ديناميک اين سامانه در  GBبگيريد. فرض کنيد 

)()(مد لغزش با سيگنال کنترل معادل  tKxtueq   پايدار است اگر

وجود داشته باشد که در شرايط زير  Pيک ماتريس متقارن مثبت معين 

 صدق نمايد.

01 GC
 

(20) 

0)()(  PBKABKAP
T

 
(21) 

به سادگی قابل استخراج است. در بخش  3 هيقضاثبات مشابه اثبات  

دهيم و کاربرد قضايای سازی را ارائه میبعدی مقاله چند نمونه شبيه

 رح شده را در کنترل زاويه پره يک توربين بادی بررسی خواهيم کرد. مط

      
 

 سازیشبیه هاینمونه -5

را با پارامترهای زير  (1)سامانه تصادفی کسری رابطه : 1مثال  

 درنظر بگيريد:

 1.01.005.0,

1.0

1.0

1.0

,

1

0

1

,

1.01.12.0

2.02.03.0

1.03.02.0

,

2.05.01

19.01

5.09.02.0
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)0(]5.015.0[شرايط اوليه به صورت  x  است و

در نظر گرفته شده  5.0همچنين مقدار تأخير حالت  سامانه برابر 

در نظر  7.0Hاست. پارامتر هرست حرکت براونی کسری برابر 

گرفته شده است. ماتريس طراحی برابر 

 0424.212794.187424.8K شود تا انتخاب می

در BKAژهمقادير وي j قرار بگيرند.  با حل  3,5

کنيم که معادلات دارای جواب مشاهده می 3نامعادلات ماتريسی قضيه 

 برابر خواهد بود با: Qو  Pهستند و ماتريس 

 

 

























3775.1101311.159925.99

1311.150892.816916.2

9925.996916.29338.97

P  

    
























1720.1274269.535439.64

4269.533799.1708138.22

5439.648138.225555.55

Q

 
5به ازای  (3)با اعمال سيگنال کنترل رابطه 

10


  (4)در رابطه 

مسير حرکت براونی کسری رسم  10پاسخ سامانه حلقه بسته را در طول 

نشان داده شده است. در  2و  1های در شكل سازینماييم. نتايج شبيهمی

مسير حرکت براونی کسری به  10مسيرهای سامانه در طول  1شكل 

صورت خط چين رسم شده است و ميانگين آنها به صورت خط پيوسته 

مسير  10تابع سطح لغزش را در طول  2نمايش داده شده است. شكل 

شود اهده میدهد.  همانطور که مشحرکت براونی کسری نمايش می

اند و روش ارائه شده به مسيرهای سيستم به صورت تصادفی پايدار شده

 خوبی اثر نويز کسری را از بين برده است.
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مسير حرکت براونی کسری )خط چين( و  10: مسيرهای حالت در طول 1شكل 

 1ميانگين آنها )خط پيوسته( در مثال 
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ت براونی کسری )خط چين( و مسير حرک 10:  تابع سطح لغزش در طول 2شكل 

 1ميانگين آنها )خط پيوسته( در مثال 

 

)کنترل زاویه پره توربین بادی با سرعت متغیر با  2مثال 

 استفاده از روش ارائه شده(:

های بادی از اهميت بسزايی سازی سرعت باد در توربينمدل

سازی سرعت باد ارائه های متعددی جهت مدلبرخوردار است. روش

ست. اخيراً نشان داده شده است که حرکت براونی کسری به خوبی شده ا
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[. در 14-13سازی حرکات تصادفی توربولانسی باد است ]قادر به مدل

ور توربين متناسب يک توربين بادی با سرعت متغير، يک گشتاور در روت

کند. زاويه شود که انرژی را به توربين تزريق میبا سرعت باد توليد می

تيغه توربين به عنوان ورودی کنترل در بسياری از مقالات در نظر گرفته 

شده است. در سمت ژنراتور، گشتاور ژنراتور به عنوان ورودی کنترل 

وان لازم است که تواند در نظر گرفته شود. جهت گرفتن حداکثر تمی

روتور توربين سرعت روتور مرجعی را رديابی نمايد. در حالت کلی 

سرعت باد دارای ماهيت تصادفی نسبت به زمان است. در نظر نگرفتن اين 

های ناخواسته در عوامل در نهايت ممكن است به ايجاد هارمونيک

خروجی ژنراتور منجر شود و موجب تغييرات در ضريب توان شود.  

کات توربولانسی باد از عوامل خارجی هستند که در بسياری از حر

شوند. اما همانطور که گفته شد مقالات به صورت نويز گوسی مدل می

توربولانس باد دارای طبيعت کسری تصادفی است و بهترين مدل برای 

توصيف آن حرکت براونی کسری است. بنابراين مدل توربين بادی به 

( نوشت که در آن 40توان در قالب رابطه )را میهمراه مدل نويز کسری 

بردار حالت برابر  Tgrstx  ˆˆˆˆ)(   است که در آن

ŝ از مقدار نامی آن،  1اختلاف زاويه پيچشr̂  وĝ  به ترتيب

ر از مقادير نامی آنها و  ای روتور و ژنراتواختلاف مقادير سرعت زاويه

̂  اختلاف مقدار زاويه پره از مقدار مطلوب است. در اين مدل هدف

ها است. به حداقل رساندن خطای بين متغيرهای سامانه و مقادير نامی آن

بخصوص صفر کردن خطای بين زاويه تيغه توربين و مقدار زاويه نامی و 

تن توان توليدی در مقدار بهينه هدف اصلی است. در نتيجه ثابت نگه داش

ورودی کنترل برابر  Tzreftu  )(  است که در آنref 

و   است 2صفر-ای گشتاورسرعت زاويه zزاويه مرجع تيغه توربين و 

 [:39نيز داريم ]
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نمونه از حرکت براونی کسری به ازای پارامتر يک مسير  3در شكل 

نمايش داده شده است. يک مسير نويز کسری   8.0Hهرست  

نشان داده شده است. از  4توربولانسی اعمال شده به توربين نيز در شكل 

 برابر خواهد بود با:  Pمقدار ماتريس  (21)و  (20)روابط 

 
1 torsion angle 

2 zero-torque angular velocity 






















1.31601.3445-1.3540-2.0385

1.3445-1.3794 1.57102.0885-

1.3520-1.5710102.8466.3127-

2.03852.0885-66.3127-3.8821
4

P

 
7با استفاده از روش ارائه شده و به ازای 

10


   5و
10


 

نحوه تغيير  5کنيم. شكل سيگنال کنترل را به سامانه اعمال می 4در قضيه 

مسير تصادفی  20سازی به ازای دهد. اين شبيهيه پره را نشان میخطای زاو

ها مختلف حرکت براونی کسری ايجاد شده است. در اين شكل خط چين

مسير عنوان شده هستند. خط پيوسته ميانگين خطا  20دهنده خطا در نشان

دهد. همانطور که مشخص است روش ارائه مسير را نشان می 20در اين 

قادر به پايدارسازی خطا و رساندن زاويه پره توربين به  شده به خوبی

 زاويه نامی و ماندن در آن در زمان کوتاه است. 
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 2در مثال  H=0.8  : يک مسير نمونه از حرکت براونی کسری به ازای3شكل 
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 2: مسير نمونه نويز کسری اعمال شده به توربين بادی در مثال 4شكل 

 
-مسير حرکت براونی کسری )خط  20: نحوه تكامل خطای زاويه پيچ در 5شكل

 2ها )خط پيوسته( در مثال چين( و ميانگين آن
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 گیری  نتیجه -8

های تصادفی کسری مورد بررسی ای از سامانهدستهدر اين مقاله، 

وچک قرار گرفت. با استفاده از فرمول ايتوی کسری عملگر بينهايت ک

های تصادفی کسری معرفی گرديد و مبتنی بر آن قضيه پايداری سامانه

کسری با استفاده از توابع لياپانف اثبات شد. نشان داده شد که شرط 

های ها با شرط پايداری در مورد سامانهپايداری در مورد اين دسته سامانه

ست تصادفی غيرکسری که از طريق استفاده از فرمول ايتوی معمولی بد

آيد مشابه است. با اين وجود انتخاب توابع لياپانف مناسب راحت می

برای  یلغزش مدکنترل نخواهد بود. در قسمت بعدی مقاله روش طراحی 

 استفاده ازنشان داده شد که با  های تصادفی کسری ارائه شد. سامانه

-سامانه نيا یداريپا یبررس ،کسری معرفی شده کوچک تينهايعملگر ب

ی داريپا یاياساس قضا نيخواهد شد. بر هم رپذيامكان لغزش مد در ها

 ريبدون تأخ زيحالت و ن ريتأخ یدارا یکسرسامانه  کيناميد در احتمال

 لغزش ارائه شده وجود دارد مدلغزش ارائه شد. نشان داده شد که  ددر م

و مسيرهای سامانه به صورت تصادفی با احتمال يک به سطح لغزش 

 مانند.رسند و روی آن باقی میمی تعريف شده 
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