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زمان در حضور عدم قطعيت پارامتری و تاخير  شوندۀ خطی گسسته سيستم سوئيچ در اين مقاله شرايط پايداری برای يک: چکیده

های لياپانوف، شروط کافی جهت  براساس تابعی و  صورت متغير با زمان اما محدود فرض شده گيرد. تاخير به زمانی مورد مطالعه قرار می

وه براين، روش زمان سكون ميانگين که يكی از ابزارهای موثر گيرد. علا تعيين حد بالای مجاز برای تاخير زمانی مورد جستجو قرار می

آمده،  گيرد. شروط بدست شونده است، جهت استخراج اين شروط مورد استفاده قرار می های سوئيچ جهت بررسی پايداری در سيستم

درحقيقت، در اين مقاله برای  .سازد که هيچ وابستگی به عدم قطعيت موجود در سيستم ندارد شرايطی برای سيگنال کليدزنی مشخص می

در  دارای تاخير و با فرض عدم قطعيت پارامتری ارائه می شود. زمان گسسته خطی شونده سوئيچپايداری يک سيستم  تحليلنخستين بار 

 شود. ، يک مثال عددی آورده میتئوری اين مقاله نهايت جهت تائيد نتايج

 زمان، تحليل پايداری، عدم قطعيت پارامتری و تاخير زمانی. گسستهشونده خطی  سوئيچ های سيستمکلمات کلیدی: 

Stability Analysis of Discrete-time Switched Linear Systems in the 

Presence of Time-delay and Parametric Uncertainties 

Nasrollah Azam Baleghi, Mohammad Hossein Shafiei 

 

Abstract: This paper studies the stability conditions of discrete-time switched linear systems in 

the presence of parametric uncertainties and time-delay. The time-varying delay is assumed to be 

unknown but bounded. Based on the discrete Lyapunov functional, sufficient conditions are 

investigated to determine the upper bound of admissible time-delay. Furthermore, the average dwell 

time method that is an effective tool for stability analysis of switched systems is used to derive the 

exponential stability conditions. These conditions characterize the switching signal that does not 

depend on any uncertainties. Finally, numerical example is provided to verify the theoretical results. 

 

Keywords: Discrete-time switched linear systems, Stability Analysis, Parametric Uncertainty 

and Time-delay. 

 مقدمه -1

های پرکاربرد در بين  شونده يكی از زيرمجموعه های سوئيچ سيستم

سازی دسته وسيعی از  که مدل طوری بوده، به 1های هيبريد سيستم

 
1 Hybrid Systems 

توان  قابل ارائه در اين فرم است. از آن جمله می های فيزيكی سيستم

های کنترل  های الكترونيک قدرت، فرآيندهای شيميايی، سيستم سيستم

ا، از ه . اين نوع از سيستم[3-1] شبكه، صنايع اتومبيل و... را نام برد
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تشكيل د، نشو می لفعا 1توسط يک قانون کليدزنیتعدادی زيرسيستم که 

های هيبريد نظير  های ديگری نيز برای سيستم زيرمجموعه د.وش می

های ديناميكی  ، مدل3های مكمل ، سيستم2یا تكه تبار های خطی مدل

 [.4] است ارائه شدهو...  4منطقی مرکب

 خصوصاً عملی ایه سيستموجود تاخير زمانی در بسياری از 

ناپايداری و  موجب کهبوده امری معمول  نده،شو های سوئيچ سيستم

های  سيستم [.5] شود کنترلی میهای  در سيستم کاهش کارآيی

سازی و  در مدلشوندۀ دارای تاخير زمانی، کاربردهای گوناگونی  سوئيچ

 [، کنترل پرواز6] های کنترل شبكه سيستم نظير ی عملیها کنترل سيستم

اصولاً در مراجع، دو رويكرد  د.ن[ و ... دار9-8] [، فرآيند تصفيۀ آب7]

های دارای تاخير زمانی مورد  در مواجه با تحليل پايداری برای سيستم

. در رويكرد اول که تحليل پايداری مستقل [10بررسی قرار گرفته است ]

است، پايداری سيستم به ازای تمامی محدودۀ تاخير زمانی  5از تاخير

عاتی از تاخير زمانی، در شود. در اين حالت هيچگونه اطلا ارزيابی می

گيرد. رويكرد دوم، تحليل پايداری وابسته  تحليل مورد استفاده قرار نمی

است. در اين حالت، حدود بالا و پايين تاخير زمانی و در بعضی  6به تاخير

گيرد.  می قرارحالات، تغييرات زمانی آن در تحليل پايداری مورد استفاده 

ده از اطلاعات مربوط به تاخير زمانی، از رويكرد اول به دليل عدم استفا

[. بنابراين بيشتر محققين بر روی 10کاری بيشتری برخوردار است ] محافظه

د بررسی رويكرد دوم متمرکز شده و تحليل پايداری را در اين حالت مور

در های رايج مورد استفاده  روش مهمترين. از جمله [13-11اند ] قرار داده

، دو های دارای تاخير زمانی اری سيستمدر بررسی پايدهر دو رويكرد 

 8کراسووسكی-و تابعیِ لياپانوف 7رزومخين-روش تابع لياپانوف

کاری  کراسووسكی دارای محافظه-لياپانوف تابعیِروش  باشند. می

بنابراين در  [،15-14بوده ]رزومخين -کمتری نسبت به روش لياپانوف

بين و رديابی مورد استفاده  طالعات، نظير کنترل پيشای از م طيف گسترده

-لياپانوف تابعیِ[. نكته اصلی در استفاده از روش 16] قرار گرفته است

مزيتی که دارد  مهمترين است وخص های مش کراسووسكی، ساخت تابعی

های دارای تاخير زمانی را  اين است که شرايط کافی برای پايداری سيستم

 .[17های ماتريسی خطی بيان نمود ] توان در غالب نامساوی می

ئل اساسی در تحليل پايداری و طراحی ايكی از مساز سويی ديگر، 

ناپذير  ، جزء جدايیوجود عدم قطعيتکننده، مقاوم بودن آن است.  کنترل

های ديناميكی است. از اين رو بررسی تاثير آن بر سيستم،  در سيستم

ها و تغيير  سازی تقريبی سيستم جايگاه مهمی در علم کنترل دارد. مدل

وجود آمدن تغيير در  پارامترهای فيزيكی آنها با مرور زمان، باعث به

م قطعيت شود. عد های ساختار موجود در مدل سيستم می ماتريس

 
1 Switching rule 
2 Piecewise affine models 
3 Complementarity Systems 
4 Mixed logical dynamic models 
5 Delay-independent stability analysis 
6 Delay-dependent stability analysis 
7 Lyapunov–Razumikhin function 
8 Lyapunov–Krasovskii functional 

است، يكی از انواع  10های ساختاريافته که از نوع عدم قطعيت 9پارامتری

های سوئيچ شونده با توجه  است. در سيستم ها مهم عدم قطعيت در سيستم

قطعيت در هر مدل  است، عدم به اينكه از تعدادی زيرسيستم تشكيل شده

 از عدمتواند به صورت جداگانه وجود داشته باشد. دو دسته اساسی  می

های سوئيچ شونده که در مقالات مورد بررسی قرار  قطعيت در سيستم

قطعيت دارای نرم  و عدم 11چند وجهیقطعيت  اند، عبارتند از: عدم گرفته

 کاری بيشتر به عدم توان با محافظه . عدم قطعيت پارامتری را می12محدود

از  کاری بيشتر، باعث قطعيت چند وجهی تبديل نمود. اما اين محافظه

در مورد عدم قطعيت موجود در پارامترهای سيستم  اطلاعاتدست رفتن 

قطعيت چند وجهی و  شود. گرچه مقالات زيادی در مورد دو نوع عدم می

ی ها سيستم، اما در زمينه [22-18محدود وجود دارد ] قطعيت نرم عدم

دارای عدم قطعيت پارامتری کارهای بسيار کمی صورت شونده  سوئيچ

 . [24- 23است ] گرفته

خاطر خاصيت کليدزنی و ايجاد  شونده به های سوئيچ در سيستم

از رفتارهای پيچيده، بررسی پايداری از اهميت بالايی برخوردار است. 

ا مورد توجه ه اين نوع از سيستم بررسی پايداری تا به امروز، 1990سال 

سه ا به امروز ت[. عموماً 27-25است ] قرار گرفته از پژوهشگران بسياری

شونده مورد  های سوئيچ سيستم ، برایپايداری و طراحی تحليلمساله در 

پيدا نمودن شرايط پايداری تحت کليدزنی  -1[: 28] است بودهتوجه 

کليدزنی پايدارساز برای  های شناسايی سيگنال -2دلخواه، 

ساخت يک سيگنال کليدزنی پايدارساز.  -3های پايدار،  زيرمجموعه

موثر زيادی در مقالات برای حل اين سه مساله ارائه شده است؛  های روش

روش تابع لياپانوف  [،30-29]بعنوان مثال، روش تابع لياپانوف چندگانه 

[ و روش 34-33]شونده  تابع لياپانوف سوئيچ [، روش32-31]ای  تكه

های بررسی پايداری  مهم روش از انواع ،[39-35] 13زمان سكون ميانگين

آمده  در مقايسه با نتايجی که در حل مسائل اول و سوم بدستباشند.  می

های  های کمتری در مورد حل مساله دوم برای سيستم است، پژوهش

شونده دارای تاخير زمانی وجود دارد. مساله دوم به پيدانمودن  سوئيچ

پردازد  ای می شونده های سوئيچ های کليدزنی پايدارساز در سيستم سيگنال

قدرکافی آهسته  ها پايدارند. اصولاً اگر کليدزنی به يستمکه تمامی زيرس

انيم که د [. همچنين می28شود ] انجام گيرد، پايداری سيستم تضمين می

برای بررسی آهسته  دو ابزار مفيد زمان سكون و زمان سكون ميانگين،

باشند. با استفاده از روش بررسی زمان سكون  ها می بودن کليدزنی

زمان و  شونده پيوسته های سوئيچ ميانگين، مسالۀ پايداری برای سيستم

[ مورد بررسی قرار 41-40زمان دارای تاخير زمانی در ] گسسته

صورت همزمان  که به ای شونده سوئيچی ها سيستماست. اما در زمينه  گرفته

 
9 Parametric uncertainty 
10 Structured uncertainty 
11 Polytopic uncertainty 
12 Norm-bounded uncertainty 
13 Average dwell time method 
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باشند، تحقيقی صورت  دارای عدم قطعيت پارامتری و تاخير زمانی می

 نگرفته است.

شوندۀ  در اين مقاله تحليل پايداری برای يک سيستم سوئيچ

زمان در حضور تاخير زمانی و عدم قطعيت پارامتری مورد بررسی  گسسته

روش بررسی زمان و  لياپانوف های تابعی گيرد. با استفاده از قرار می

های  نوآوریشود.  سكون ميانگين، به بررسی حل مسالۀ دوم پرداخته می

حوزه بيان نمود. در اولين گام، شرايط پايداری دو توان در  اين مقاله را می

های ماتريسی خطی تعيين  در حضور عدم قطعيت براساس نامساوی

ا استفاده از ب ،حد بالای مجاز برای تاخير زمانی که طوری به .شود می

 تعيينتبديل متغير حالت  استفاده از ابزارلياپانوف و  های تابعیساخت 

يک کلاس از  ،د. در گام بعد، براساس روش زمان سكون ميانگينگرد می

کنند، شناسايی  را تضمين می سيستم های کليدزنی که پايداری سيگنال

ا ه يرسيستمند که اگر تمامی زنک ط بيان میواين شردر مجموع  د.شو می

پايدار نمائی باشند و زمان سكون ميانگين برای سيگنال کليدزنی نيز از 

شونده  سوئيچباشد، آنگاه پايداری نمائی سيستم بزرگتر مشخصی  حد

های  شود، چنانچه نامساوی نشان داده میهمچنين حفظ خواهد شد. 

دارای جواب باشند، آنگاه پايداری  يک حالت خاصماتريسی برای 

 .شد خواهدتضمين نيز کليدزنی دلخواه تحت 

در ادامه مقاله، در بخش بعد تعريف مساله و تعدادی لم که در نتايج 

شود. بخش سوم که شامل  می ارائهگيرند،  بعدی مورد استفاده قرار می

شروط کافی برای پايداری پرداخته  بررسینتايج اصلی اين مقاله است، به 

است. جهت بررسی و تائيد نتايج، در  راستاوشامل يک قضيه در همين 

گيری اين  شود. در نهايت، نتيجه بخش چهارم يک مثال عددی آورده می

 شود. مقاله در بخش آخر ارائه می

 

 بیان مساله -2

زمان و دارای تاخير زمانی زير را در نظر  شوندۀ گسسته سوئيچ سيستم

 بگيريد:

𝑆𝜎(𝑘) : {
𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝜎(𝑘)𝑥(𝑘) + 𝐵𝜎(𝑘)𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))        

𝑥(𝑙) = 𝜙(𝑙),    𝑙 = 𝑘0 − 𝑑̅, 𝑘0 − 𝑑̅ + 1,… , 𝑘0 
 (1) 

𝑥(𝑘)در آن  که ∈ 𝑅𝑛  ،حالت سيستم𝜙(𝑙)  ،يک تابع اوليۀ برداری𝑘0 

0که  𝑑(𝑘)زمان اوليه و  ≤ 𝑑(𝑘) ≤ 𝑑̅  تاخير زمانی موجود در سيستم

𝑖با  𝐵𝑖و  𝐴𝑖ای ه باشند. ماتريس می = 1,… ,𝑚 های دارای  ماتريس

شوند. همچنين  عدم قطعيت سيستم بوده که در ادامه معرفی می

𝜎(𝑘) ∶ 𝑍 → 𝑀 = {1,… ,𝑚}  يک سيگنال کليدزنی بوده که𝑚 

 اشند.ب مجموعه اعداد صحيح مثبت می 𝑍يک عدد صحيح محدود و

صورت زير در نظر  توان به را می( 1)های مربوط به سيستم  زيرسيستم

  گرفت:

𝑆𝑖 : {
𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑖𝑥(𝑘) + 𝐵𝑖𝑥(𝑘 − 𝑑(𝑘))       𝑖 ∈ 𝑀,

𝑥𝑘0
(𝑙) = 𝑥(𝑘0 + 𝑙),   𝑙 = −𝑑̅, −𝑑̅ + 1,… ,0    

 (2) 

های دارای عدم قطعيت  ماتريس 𝐵𝑖و  𝐴𝑖ای ه در آن ماتريس که

  شوند: صورت زير در نظر گرفته می پارامتری بوده و به

𝐴𝑖 = 𝐴𝑖
0 + ∑𝛿𝑝𝑗  𝐸𝑗

𝑖

𝑟

𝑗=1

 , (3)  

𝐵𝑖 = 𝐵𝑖
0 + ∑𝛿𝑝𝑗𝐹𝑗

𝑖

𝑟

𝑗=1

 . (4) 

𝐴𝑖های بالا، در ماتريس 
0

𝐵𝑖و  
تعداد   𝑟،معينهايی ثابت و  ، ماتريس0

𝛿𝑝𝑗های پارامتری و  عدم قطعيت ∈ [−𝑒𝑗 , 𝑒𝑗]  که𝑗 = 1,… , 𝑟 ،

𝐴𝑖های ام در ماتريس𝑗انحراف موجود مربوط به پارامتر عدم قطعيت 
0

 و  

𝐵𝑖
𝐸𝑗های  است. ماتريس 0

𝑖 و𝐹𝑗
𝑖 های ساختار عدم قطعيت با  ماتريس

𝐴𝑖های دهند که ماتريس پارامترهای مشخص بوده و نشان می
0

𝐵𝑖 و  
تا 0

گامی که عدم باشند. هن وابسته می 𝛿𝑝𝑗چه حد به پارامتر عدم قطعيت 

𝐸𝑗های  قطعيت وجود نداشته باشد، ماتريس
𝑖 و𝐹𝑗

𝑖 باشند. صفر می 

 گيرند. زير در نتايج آتی مورد استفاده قرار می های و لم تعاريف

صورت  زمان، به شوندۀ گسسته های سوئيچ زمان سكون ميانگين در سيستم

 شود: زير تعريف می

𝑘[: فرض کنيد برای هر 39-38] 1تعریف  ≥ 𝑘0  و هر سيگنال

𝑘0که  𝜎(𝜏)کليدزنی  < 𝜏 < 𝑘ها با  ، تعداد کليدزنی𝑁𝜎 ن داده نشا

𝑁0شود. اگر برای يک  ≥ 𝑇𝑎و  0 > 𝑁𝜎نامساوی  0 ≤ 𝑁0 +
𝑘−𝑘0

𝑇𝑎
 

به عنوان زمان سكون ميانگين سيگنال کليدزنی  𝑇𝑎برقرار باشد، آنگاه 

 باند چترينگ سيگنال است. 𝑁0شود. همچنين در اين رابطه،  تعريف می

دادن کليت تعريف و جهت سادگی فرض  در ادامه بدون از دست

𝑁0که  کنيم می = 0. 

را پايدار نمائی گويند، اگر برای هر  ( 1سيستم ): [41] 2تعریف 

,𝑘0)شرط اوليۀ  𝜙) ∈ 𝑅+ × 𝐶𝑛های سيستم در رابطه زير  ، جواب

 صدق کنند:

‖𝑥(𝑘)‖  ≤  𝑐𝜆−(𝑘−𝑘0) ‖𝜙‖𝐿,    ∀ 𝑘 ≥ 𝑘0 (5)  

𝜙‖𝐿‖که در آن  = 𝑠𝑢𝑝𝑘0−𝑑̅≤𝑙≤𝑘0
 ‖𝜙(𝑙)‖  و𝑐 > ضريب محو و  0

𝜆 >   .دنباش نرخ محو می 1

 : نامساوی زير[42] )لم شور(1لم 

[
𝑄(𝑥) 𝑆(𝑥)

𝑆𝑇(𝑥) 𝑅(𝑥)
] < 0, (6) 

غيرتكين است،  𝑅(𝑥)های متقارن و  ماتريس 𝑅(𝑥)و  𝑄(𝑥)که در آن 

 معادل روابط زير

𝑅(𝑥) < 0,      𝑄(𝑥) −  𝑆(𝑥)𝑅−1(𝑥)𝑆𝑇(𝑥) < 0 (7) 

 است.

 های زير معادلند: ، حالت𝑃: برای هر ماتريس معين مثبت [43] 2لم 

𝑥برای هر بردار   - ∈ 𝑅𝑛  :داريم𝑥𝑇𝑃𝑥 > 0.  

 مثبت هستند. ،𝑃تمام مقادير ويژه ماتريس   -
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𝑃داريم:  𝐵برای ماتريس غيرتكين   - = 𝐵𝑇𝐵 

𝑋𝑖های  برای ماتريس : 3لم  ∈ ℝ𝑛×𝑚  که 𝑖 = 1, … 𝑟  و هر

 شند:با ی زير برقرار میها ، نامساوی𝑃ماتريس معين مثبت 

𝑋1
𝑇𝑃𝑋2 + 𝑋2

𝑇𝑃𝑋1   ≤   𝑋1
𝑇𝑃𝑋1 + 𝑋2

𝑇𝑃𝑋2 (8) 

 و همچنين

(𝑋1 + ⋯+ 𝑋𝑟)
𝑇𝑃(𝑋1 + ⋯+ 𝑋𝑟)  

≤  𝑟(𝑋1
𝑇𝑃𝑋1 + ⋯+ 𝑋𝑟

𝑇𝑃𝑋𝑟) 
(9) 

 صورت را به 𝐻ماتريس  اثبات:

 𝐻 ≔ 𝑋1
𝑇𝑃𝑋1 + 𝑋2

𝑇𝑃𝑋2 − 𝑋1
𝑇𝑃𝑋2 − 𝑋2

𝑇𝑃𝑋1  

صورت  را به 𝑃توان ماتريس معين مثبت  در نظر بگيريد. برطبق لم قبل، می

𝑃 = 𝐵𝑇𝐵  در نظر گرفت. اکنون برای هر بردار𝑣 بردارهای ،

𝑣𝑖 ≔ 𝐵𝑋𝑖𝑣, 𝑖 =  در اين صورت داريم: در نظر بگيريد.را  1,2

𝑣𝑇𝐻𝑣 =  𝑣1
𝑇𝑣1 + 𝑣2

𝑇𝑣2 − 𝑣1
𝑇𝑣2 − 𝑣2

𝑇𝑣1 
            = (𝑣1 − 𝑣2)

𝑇(𝑣1 − 𝑣2) ≥ 0 
(10) 

يک ماتريس نيمه معين مثبت خواهد بود. با بسط  𝐻بنابراين ماتريس

( نيز با استفاده از 9نامساوی ) شود. ( اثبات می8اين ماتريس، نامساوی )

 ■شود. ( قابل اثبات است. بنابراين اثبات کامل می8نامساوی )جايگذاری 

 

 پایداری تحلیل -3

 شوندۀ سوئيچ سيستم پايداری جهت کافی شروط بخش، اين در

 های ماتريس گرفتن نظر در با( 1) زمانی تاخير دارای و زمان گسسته

 از تخمينی ابتدا در .آيد می بدست( 3)-(4) پارامتری قطعيت عدم دارای

 حالت، متغير تبديل همراه به شده گرفته نظر در لياپانوف تابعیِ کاهش

 شروط ميانگين، سكون زمان تعريف از استفاده با ادامه در. آيد می بدست

 اگر که شود می داده نشان. گردد می مشخص سيستم پايداری برای اصلی

 سيگنال برای ميانگين سكون زمان و باشند پايدار ها زيرسيستم تمامی

 شوندۀ سوئيچ سيستم آنگاه باشد، بزرگتر مشخصی حد از نيز کليدزنی

. بود خواهد پايدار(  3)-(4) پارامتری قطعيت عدم گرفتن نظر در با( 1)

 .گردد می بيان زير قضيه قالب در نتايج، اين ادامه در

𝜆 کميت مشخص  يکبرای  -1قضیه  > ، تغييرات 1

𝛿𝑝𝑗 ∈ [−𝑒𝑗 , 𝑒𝑗]  که𝑗 = 1,… , 𝑟   تاخير زمانی متغير با زمانو هر 

𝑑(𝑘) 0 که ≤ 𝑑(𝑘) ≤ 𝑑̅معين مثبت یها ، اگر ماتريس 

𝑃𝑖 > 0,𝑄𝑖 > 𝑖برای  0 ∈ 𝑀  وجود داشته باشند به نحوی که

 های نامساوی

[

𝛱1𝑖 0 𝑟̅𝐴̅𝑖
𝑇𝑃𝑖

∗ 𝛱2𝑖 𝑟̅𝐵̅𝑖
𝑇𝑃𝑖

∗ ∗ −𝑃𝑖

] < 0 (11) 

 که در آن

𝛱1𝑖 = 𝑟̅2(1 − 𝜆−𝑑̅)(𝐴̅𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐴̅𝑖) + ∑(𝐸̅𝑗

𝑖)
𝑇
𝑃𝑖𝐸̅𝑗

𝑖

 𝑟

𝑗=1

− 𝑃𝑖 + 𝑄𝑖 , 

𝛱2𝑖 = ∑( 𝐹𝑗
𝑖)

𝑇
𝑃𝑖  𝐹𝑗

𝑖

 𝑟

𝑗=1

− 𝑄𝑖  

𝐴̅𝑖 با = 𝜆𝐴𝑖 ،𝐵̅𝑖 = 𝜆𝑑̅+1𝐵𝑖 ،𝑟̅ = √(2𝑟 + 1)، 𝐸̅𝑗
i =  𝑟̅𝜆𝑒𝑗𝐸𝑗

𝑖 

𝐹̅𝑗 و
i = 𝑟̅𝜆𝑑̅+1𝑒𝑗  𝐹𝑗

𝑖 لياپانوفتابعیِ برای آنگاه ، دنبرقرار باش 

𝑉𝑖(𝑘) = 𝑥𝑇(𝑘)𝑃𝑖𝑥(𝑘) 

                + ∑ 𝜆2(𝑠−𝑘)𝑥𝑇(𝑠)𝑄𝑖𝑥(𝑠)

𝑘−1

𝑠=𝑘−𝑑(𝑘)

, 
(12) 

 :داريم( 2) سيستم راستای در

𝑉𝑖(𝑘) ≤  𝜆−2(𝑘−𝑘0)𝑉𝑖(𝑘0),            𝑘 ≥ 𝑘0 (13) 

𝜇 همچنين اگر ثابت ≥  د به نحوی کهداشته باشوجود  1

 های نامساوی

𝑃𝛼 ≤ 𝜇𝑃𝛽 ,    𝑄𝛼 ≤ 𝜇𝑄𝛽 ,           ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑀 (14) 

که  𝜆𝜌با نرخ محو  (1) شوندۀ برقرار باشند، آنگاه سيستم سوئيچ

𝜌 = −
ln 𝜇

2𝑇𝑎 ln 𝜆
+  سيستم زمان سكون ميانگين وبوده پايدار نمائی  ،1

𝑇𝑎 نيز  > 𝑇𝑎
∗ =

ln 𝜇

2 ln 𝜆
 است. 

𝑥(𝑘) حالت با استفاده از تبديل -اثبات = 𝜆−(𝑘−𝑘0)𝜉(𝑘)  و

𝐵̃𝑖تعريف  = 𝜆𝑑(𝑘)+1𝐵𝑖 زير در نظر  صورت بهان تو را می (2)، سيستم

 گرفت:

{
𝜉(𝑘 + 1) = 𝐴̅𝑖𝜉(𝑘) + 𝐵̃𝑖𝜉(𝑘 − 𝑑(𝑘)),       𝑖 ∈ 𝑀,

𝜉𝑘0
(𝑙) = 𝜉(𝑘0 + 𝑙) = 𝜆𝑙𝑥𝑘0

(𝑙),                              
 (15) 

𝐴̅𝑖که در آن  =  𝜆𝐴𝑖 . لياپانوف زير را برای سيستم بالا  تابعیِحال

 :کنيم انتخاب می

𝑊𝑖(𝑘) = 𝜉𝑇(𝑘)𝑃𝑖𝜉(𝑘) + ∑ 𝜉𝑇(𝑠)𝑄𝑖𝜉(𝑠)

𝑘−1

𝑠=𝑘−𝑑(𝑘)

 (16) 

𝑃𝑖که در آن  > 0,𝑄𝑖 > 0از آنجايی که  باشند. می  0 ≤ 𝑑(𝑘) ≤ 𝑑̅ 

 داريم:

∑ 𝜉𝑇(𝑠)𝑄𝑖𝜉(𝑠)

𝑘−1

𝑠=𝑘+1−𝑑(𝑘+1)

≤ ∑ 𝜉𝑇(𝑠)𝑄𝑖𝜉(𝑠)

𝑘−1

𝑠=𝑘+1−𝑑(𝑘)

 (17) 

 :توان نوشت می 𝑊𝑖(𝑘)∆برای بنابراين 

∆𝑊𝑖(𝑘) = 𝑊𝑖(𝑘 + 1) − 𝑊𝑖(𝑘) 
               =  𝜉𝑇(𝑘 + 1)𝑃𝑖𝜉(𝑘 + 1) − 𝜉𝑇(𝑘)𝑃𝑖𝜉(𝑘)

+ 𝜉𝑇(𝑘)𝑄𝑖𝜉(𝑘) – 𝜉𝑇(𝑘
− 𝑑(𝑘))𝑄𝑖𝜉(𝑘 − 𝑑(𝑘)) 

(18) 

 همچنين و( 3)-(4) قطعيت عدم دارای های ماتريس جايگذاری با

 :داريم بالا، عبارت در( 15)
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∆𝑊𝑖(𝑘) =  ((𝐴̅𝑖
0 + 𝜆 ∑𝛿𝑝𝑗  𝐸𝑗

𝑖

 𝑟

𝑗=1

) 𝜉(𝑘)

+ (𝐵̃𝑖
0 + 𝜆𝑑(𝑘)+1 ∑𝛿𝑝𝑗𝐹𝑗

𝑖

 𝑟

𝑗=1

)𝜉(𝑘

− 𝑑(𝑘)))

𝑇

𝑃𝑖 ((𝐴̅𝑖
0

+  𝜆 ∑𝛿𝑝𝑗𝐸𝑗
𝑖

 𝑟

𝑗=1

)𝜉(𝑘)

+ (𝐵̃𝑖
0 + 𝜆𝑑(𝑘)+1 ∑𝛿𝑝𝑗𝐹𝑗

𝑖

 𝑟

𝑗=1

)𝜉(𝑘

− 𝑑(𝑘))) − 𝜉𝑇(𝑘)𝑃𝑖𝜉(𝑘)

+ 𝜉𝑇(𝑘)𝑄𝑖𝜉(𝑘)
− 𝜉𝑇(𝑘 − 𝑑(𝑘))𝑄𝑖𝜉(𝑘 − 𝑑(𝑘)) 

(19) 

𝐴̅𝑖که در آن
0 = 𝜆𝐴𝑖

0
𝐵̃𝑖و  

0 = 𝜆𝑑(𝑘)+1𝐵𝑖
0. 

𝛿𝑝𝑗در نظرگرفتن و  3با استفاده از لم  ∈ [−𝑒𝑗 , 𝑒𝑗]  برای

𝑗 = 1,… , 𝑟  :داريم  

∆𝑊𝑖(𝑘)  ≤ 𝜂
𝑇
(𝑘) [

𝑟̅(𝐴̅𝑖
0)𝑇

𝑟̅(𝐵̃𝑖
0)

𝑇] 𝑃𝑖[𝑟̅𝐴̅𝑖
0 𝐵̃𝑖

0]𝜂(𝑘) 

+𝜂
𝑇
(𝑘)

[
 
 
 
 
 ∑(𝐸̅𝑗

𝑖)
𝑇
𝑃𝑖𝐸̅𝑗

𝑖

 𝑟

𝑗=1

−𝑃𝑖 + 𝑄𝑖 0

0 ∑( 𝐹𝑗
𝑖)

𝑇
𝑃𝑖 𝐹𝑗

𝑖

 𝑟

𝑗=1

− 𝑄𝑖

]
 
 
 
 
 

𝜂(𝑘) 
(20) 

𝜂(𝑘)که در آن  = [𝜉𝑇(𝑘), 𝜉𝑇(𝑘 − 𝑑(𝑘))]𝑇، 

𝑟̅ = √(2𝑟 + 1) ، 𝐸̅𝑗
i =  𝑟̅𝜆𝑒𝑗𝐸𝑗

𝑖 و 𝐹̅𝑗
i = 𝑟̅𝜆𝑑̅+1𝑒𝑗  𝐹𝑗

𝑖باشند می. 

𝐵̃𝑖 همچنين از روابط = 𝜆𝑑(𝑘)−𝑑̅𝐵̅𝑖 ،𝜆 > 0و  1 ≤ 𝑑(𝑘) ≤ 𝑑̅ 

 داريم:

𝜂
𝑇
(𝑘) [

𝐴̅𝑖
𝑇

𝐵̃𝑖
𝑇] 𝑃𝑖[ 𝐴̅𝑖 𝐵̃𝑖]𝜂(𝑘)

= 𝜉𝑇(𝑘)𝐴̅𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐴̅𝑖𝜉(𝑘)

+ 2𝜉𝑇(𝑘)𝐴̅𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐵̃𝑖𝜉(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+ 𝜉𝑇(𝑘 − 𝑑(𝑘))𝐵̃𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐵̃𝑖𝜉(𝑘

− 𝑑(𝑘)) 
                             = 𝜆𝑑(𝑘)−𝑑̅[𝜉𝑇(𝑘)𝐴̅𝑖

𝑇𝑃𝑖𝐴̅𝑖𝜉(𝑘)

+ 2𝜉𝑇(𝑘)𝐴̅𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐵̅𝑖𝜉(𝑘 − 𝑑(𝑘))

+ 𝜉𝑇(𝑘 − 𝑑(𝑘))𝐵̅𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐵̅𝑖𝜉(𝑘

− 𝑑(𝑘))]

+ (1 − 𝜆𝑑−𝑑̅)𝜉𝑇(𝑘)𝐴̅𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐴̅𝑖𝜉(𝑘)

+ (𝜆2(𝑑(𝑘)−𝑑̅) − 𝜆𝑑(𝑘)−𝑑̅)𝜉𝑇(𝑘

− 𝑑(𝑘))𝐵̅𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐵̅𝑖𝜉(𝑘 − 𝑑(𝑘)) 

                              ≤  𝜂
𝑇
(𝑘) [

𝐴̅𝑖
𝑇

𝐵̅𝑖
𝑇] 𝑃𝑖[ 𝐴̅𝑖 𝐵̅𝑖]𝜂(𝑘)

+ (1 − 𝜆−𝑑̅)𝜉𝑇(𝑘)𝐴̅𝑖
𝑇𝑃𝑖𝐴̅𝑖𝜉(𝑘) 

(21) 

 :داريم( 20) در بالا رابطۀ جايگذاری با

∆𝑊𝑖(𝑘) ≤ 𝜂
𝑇
(𝑘) 𝛺𝑖  𝜂(𝑘) (22) 

 که در آن

𝛺𝑖 = [
𝑟̅𝐴̅𝑖

𝑇

𝑟̅𝐵̅𝑖
𝑇] 𝑃𝑖[ 𝑟̅𝐴̅𝑖 𝑟̅𝐵̅𝑖] + [

𝛱1𝑖 0
0 𝛱2𝑖

]  

Ω𝑖با عبارت  (11)های  ، نامساوی1از لم  استفادهبا  < معادل  0

 عبارتها،  در صورت برقراری اين نامساویبنابراين  شود. می

∆𝑊𝑖(𝑘) ≤ نتيجه گرفت که دلالت بر اين دارد که به توان  میرا  0

𝑘ازای هر  ≥ 𝑘0  :داريم𝑊𝑖(𝑘) ≤ 𝑊𝑖(𝑘0) . 

 :داريم( 12) لياپانوف تابعیِ از همچنين

𝑉𝑖(𝑘) = 𝜆−2(𝑘−𝑘0)𝜉𝑇(𝑘)𝑃𝑖𝜉(𝑘) 

                + ∑ 𝜆2(𝑠−𝑘)𝜆−2(𝑠−𝑘0)𝜉𝑇(𝑠)𝑄𝑖𝜉(𝑠)

𝑘−1

𝑠=𝑘−𝑑(𝑘)

 

             = 𝜆−2(𝑘−𝑘0)𝜉𝑇(𝑘)𝑃𝑖𝜉(𝑘) 

                  +𝜆−2(𝑘−𝑘0) ∑ 𝜉𝑇(𝑠)𝑄𝑖𝜉(𝑠)

𝑘−1

𝑠=𝑘−𝑑(𝑘)

 

             = 𝜆−2(𝑘−𝑘0)𝑊𝑖(𝑘) 

(23) 

𝑊𝑖(𝑘0) اين واقعيت که از استفادهبا  = 𝑉𝑖(𝑘0) :داريم ،

𝜆2(𝑘−𝑘0)𝑉𝑖(k) = 𝑊𝑖(𝑘) ≤ 𝑊𝑖(𝑘0) = 𝑉𝑖(𝑘0). 

 توان نتيجه گرفت که لذا می

𝑉𝑖(𝑘) ≤  𝜆−2(𝑘−𝑘0)𝑉𝑖(𝑘0) (24) 

 :کنيم می انتخاب( 1) سيستم برای را زير لياپانوف تابعیِ حال،

𝑉𝜎(𝑘)(𝑘) = 𝑥𝑇(𝑘)𝑃𝜎(𝑘)𝑥(𝑘) 

                     + ∑ 𝜆2(𝑠−𝑘)𝑥𝑇(𝑠)𝑄𝜎(𝑘)𝑥(𝑠)

𝑘−1

𝑠=𝑘−𝑑(𝑘)

 (25) 

𝑃𝑖که در آن  > 0,𝑄𝑖 > ( 14( و )11های ) های نامساوی جواب 0

 . باشند می

𝑘برای عدد صحيح  ≥ ، اعداد 𝜎(𝜏)و سيگنال کليدزنی  1

𝑘1 < ⋯ < 𝑘𝑡 لحظات کليدزنی  ۀکنند مشخص𝜎(𝜏)  برای

𝑘0 < 𝜏 < 𝑘 باشند. همچنين مجموعه می 
 {𝑥(𝑘0); (𝑖0, 𝑘0), (𝑖1, 𝑘1), … , (𝑖𝑡 , 𝑘𝑡), (𝑖𝑡+1, 𝑘)} 

ام 𝑖𝑗بدين معنی که زيرسيستم  ،است کنندۀ دنباله کليدزنی مشخص

𝑘𝑗هنگامی که  < 𝜏 < 𝑘𝑗+1 ( 11های ) نامساویحال اگر  .است، فعال

 داريم: ( 24ه از تخمين کاهشی )برقرار باشند، با استفاد

𝑉𝑖(𝑘) ≤  𝜆−2(𝑘−𝑘𝑡)𝑉𝑖(𝑘𝑡) (26) 

 :داريم( 25) لياپانوف تابعیِ برای( 14) روابط از استفاده با همچنين

𝑉𝜎(𝑘𝑡)
(𝑘𝑡) = 𝑥𝑇(𝑘𝑡)𝑃𝜎(𝑘𝑡)𝑥(𝑘𝑡) 

                        + ∑ 𝜆2(𝑠−𝑘𝑡)𝑥𝑇(𝑠)𝑄𝜎(𝑘𝑡)𝑥(𝑠)

𝑘𝑡−1

𝑠=𝑘𝑡−𝑑(𝑘)

 

                ≤ 𝑥𝑇(𝑘𝑡)𝜇𝑃𝜎(𝑘𝑡−1)𝑥(𝑘𝑡) 

                  + ∑ 𝜆2(𝑠−𝑘𝑡)𝑥𝑇(𝑠)𝜇𝑄𝜎(𝑘𝑡−1)𝑥(𝑠)

𝑘𝑡−1

𝑠=𝑘𝑡−𝑑(𝑘)

 

                    = 𝜇𝑉𝜎(𝑘𝑡−1)(𝑘𝑡) 

(27) 
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𝜎(𝑘𝑡 رابطه از رابطۀ بالا و بنابراين با استفاده − 1) = 𝜎(𝑘𝑡−1)، 

 داريم:

𝑉𝜎(𝑘)(𝑘)  ≤   𝜆−2(𝑘−𝑘𝑡)𝑉𝜎(𝑘𝑡)
(𝑘𝑡) 

                  ≤   𝜆−2(𝑘−𝑘𝑡)𝜇𝑉𝜎(𝑘𝑡−1)(𝑘𝑡) 

                  ≤   𝜆−2(𝑘−𝑘𝑡)𝜆−2(𝑘𝑡−𝑘𝑡−1)𝜇𝑉𝜎(𝑘𝑡−1)
(𝑘𝑡−1) 

(28) 

 داريم:  𝑘0تا  𝑘𝑡−1از  𝑘𝑡با تكرار 

𝑉𝜎(𝑘)(𝑘)  ≤   𝜆−2(𝑘−𝑘0)𝜇𝑁𝜎𝑉𝜎(𝑘0)(𝑘0) (29) 

  از تعريف زمان سكون ميانگين داريم: همچنين با استفاده

𝑉𝜎(𝑘)(𝑘)  ≤   𝜆−2(𝑘−𝑘0)𝜆
𝑁𝜎

𝑙𝑛𝜇
𝑙𝑛𝜆   𝑉𝜎(𝑘0)(𝑘0) 

             =   𝜆−2(𝑘−𝑘0)𝜆
−2(𝑘−𝑘0)

𝑁𝜎
−2(𝑘−𝑘0)

𝑙𝑛𝜇
𝑙𝑛𝜆   𝑉𝜎(𝑘0)(𝑘0) 

             ≤    𝜆
−2(𝑘−𝑘0)(− 

𝑙𝑛𝜇
2𝑇𝑎𝑙𝑛𝜆

+1)
 𝑉𝜎(𝑘0)

(𝑘0) 

              =   (𝜆𝜌)−2(𝑘−𝑘0)𝑉𝜎(𝑘0)
(𝑘0) 

(30) 

𝜌 در آن که = −
ln 𝜇

2𝑇𝑎 ln 𝜆
+   بنابراين از نامساوی بالا داريم: است.  1

𝛽1‖𝑥(𝑘)‖2 ≤ 𝑉𝜎(𝑘)(𝑘) 

    𝑉𝜎(𝑘)(𝑘) ≤ (𝜆𝜌)−2(𝑘−𝑘0)𝑉𝜎(𝑘0)
(𝑘0) 

                     ≤ (𝜆𝜌)−2(𝑘−𝑘0)𝛽2‖𝜙‖𝐿
2 

(31) 

𝛽2 که در آن = max𝑖∈𝑀{𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝑖)} + 𝑑̅ max𝑖∈𝑀{𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑄𝑖)}  و

𝛽1 = min𝑖∈𝑀{𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃𝑖)} باشند. می 

‖𝑥(𝑘)‖ رابطۀ ،در نتيجه  ≤ √
𝛽2

𝛽1
(𝜆𝜌)−(𝑘−𝑘0)‖𝜙‖𝐿  را

𝑇𝑎 از سويی ديگر، شرطگرفت. نتيجه توان  می > 𝑇𝑎
∗ =

ln 𝜇

2 ln 𝜆
و  

𝜆 > 𝜆𝜌کند که  تضمين می 1 >  2بنابراين با استفاده از تعريف باشد.  1

پايدار نمائی بوده و لذا اثبات کامل ( 1)گيريم که سيستم  می نتيجه

 ■      .شود می

 𝑑̅ زمانی تاخير بالای حد به وابسته( 11) های نامساوی -1 توضیح

 لياپانوف تابعیِ از همزمان استفاده با شرطی چنين. باشند می λ محو نرخ و

 در μ کميت برای. است آمده بدست حالت متغير تبديل روش و

 نامساوی تعدادی توسط زمانی تاخير بالای حد نيز،( 14) های نامساوی

 بنابراين. شوند حل همزمان بطور بايستی که است شده محدود ماتريسی

 نظر در ماکزيمم را زمانی تاخير بالای حد توان نمی مساله، حل برای

 بعدی يک جستجوی الگوريتم يک از توان می حالت اين در. گرفت

 که طوری به نمود، استفاده زمانی تاخير بالای حد آوردن بدست برای

 را μ پارامتر ابتدا در بنابراين. باشد برقرار نيز( 1) سيستم نمائی پايداری

 نظر در يک برابر را 𝑑̅ اوليۀ مقدار همچنين. کنيم می انتخاب بزرگ

 دهيم می افزايش واحد يک ،واحد يک را پارامتر اين سپس. گيريم می

 توجه بايستی. باشند جواب دارای( 14) و( 11) های نامساوی که جايی تا

. دارد محو نرخ با نزديكی ارتباط زمانی تاخير بالای حد که داشت

 بالای حد به دستيابی باعث محو نرخ کوچكتر مقدار که طوری به

 .شود می زمانی تاخير از بزرگتری

بر طبق باشند.  می 𝜇وابسته به پارامتر  (14) های نامساوی  -1 نتیجه

𝑇𝑎رابطۀ  > 𝑇𝑎
∗ =

ln 𝜇

2 ln 𝜆
𝜇ها به ازای  ، اگر نامساوی = دارای جواب  1

صورت اختياری انتخاب شود.  تواند به باشند، آنگاه سيگنال کليدزنی می

( در حضور عدم قطعيت پارامتری 1شوندۀ ) سوئيچاين حالت سيستم در 

 های کليدزنی پايدار خواهد بود. و تاخير زمانی، به ازای تمامی سيگنال

 
 

 مثال عددی  -4

 :بگيريد نظر در زير های ماتريس با را( 1) شوندۀ سوئيچ سيستم

𝐴1 = [
0.1 0.3𝛿𝑝1

−0.2 0.1 + 𝛿𝑝2
] 

 
 
𝐵1

= [
0.1 + 𝛿𝑝2 0

0.1 −0.2
] 

 

𝐴2 = [
0.2 −0.4
𝛿𝑝2 −0.1 + 𝛿𝑝1

] 

 

𝐵2 = [
0 0.1
0 0.1 + 𝛿𝑝2

] 

(32) 

𝛿𝑝1صورت بههای بالا،  تغيير پارامترها در ماتريس ∈ [−0.1, 0.1] 

𝛿𝑝2 و   ∈ [−0.2, سيستم يک سيستم شود. اين  در نظرگرفته می[0.2

𝑆𝑖زيرسيستم  دونده با شو سوئيچ , 𝑖 =  نامی های ماتريس لذا، .است  1,2

 :باشند می زير صورت به( 3)-(4) روابط در سيستم

𝐴1
0 = [

0.1 0
−0.2 0.1

] 

 

𝐵1
0 = [

0.1 0
0.1 −0.2

] 

 

𝐴2
0 = [

0.2 −0.4
0 −0.1

] 

 

𝐵2
0 = [

0 0.1
0 0.1

] 

(33) 

 های ساختار عدم قطعيت نيز داريم: ماتريسهمچنين برای 

𝐸1
1 = [

0 0.3
0 0

] , 𝐸2
1 = [

0 0
0 1

] 

 

𝐸1
2 = [

0 0
0 1

],    𝐸2
2 = [

0 0
1 0

] 

 

𝐹1
1 = [

0 0
0 0

],    𝐹2
1 = [

1 0
0 0

] 

 

𝐹1
2 = [

0 0
0 0

] ,   𝐹2
2 = [

0 0
0 1

] 

(34) 
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پردازيم.  به بررسی پايداری سيستم می 1حال با استفاده از قضيه 

𝜆برای ( 14( و )11)های  نامساوی = 𝑑̅ به ازای  1.01 = 𝜇و  4 = 1 

 باشند: صورت زير می هايی به دارای جواب

  
𝑃1 = [

1.1299 −0.2924
−0.2924 0.9699

] 

 

𝑃2 = [
1.6204 −0.8200

−0.8200 3.0803
] 

 

𝑄1 = [
0.2898 −0.0742

−0.0742 0.5146
] 

 

𝑄2 = [
0.4890 −0.0470

−0.0470 1.2051
] 

(35) 

تغيير و  (32)های  ماتريسبا ( 1شوندۀ ) سوئيچسيستم بنابراين 

0شده، به ازای  پارامترهای مشخص ≤ 𝑑(𝑘) ≤ و سيگنال کليدزنی  4

ه های مثال را ب ، عدم قطعيتسازی پايدار نمائی است. جهت شبيهدلخواه، 

𝛿𝑝1صورت  = 0.1 sin(𝑘)  و𝛿𝑝2 = 0.2 sin(𝑘) گيريم.  در نظر می

,𝑆1صورت ه در صورتی که کليدزنی ب 𝑆2, 𝑆1, 𝑆2, انتخاب گردد،  …

𝑑برای تاخير زمانی  = نشان داده شده  1حالات سيستم در شكل  2

( و 32)های  ماتريس( با 1سيستم ) ،شود ت. همانگونه که مشاهده میاس

   شده، پايدار مقاوم است. عدم قطعيت در نظر گرفته

 
   حالات سیستم در مثال عددی: 1 شکل

      

 گیری  نتیجه -5

های تحليل، کمتر در مقالات  دليل پيچيدگی پارامتری به عدم قطعيت

، عدم قطعيت مورد بررسی قرار گرفته و عموماً با تبديل به انواع ديگر

شود. در اين مقاله پايداری يک سيستم  تحليل پايداری سيستم انجام می

زمان در حضور عدم قطعيت پارامتری و تاخير  شوندۀ خطی گسسته سوئيچ

صورت  زمانی مورد بررسی قرار گرفت. تاخير زمانی و عدم قطعيت، به

، شرايط پايداری در حضور عدم ابتدادر متغير با زمان در نظر گرفته شد. 

حد  که طوری به شد.های ماتريسی خطی تعيين  قطعيت براساس نامساوی

لياپانوف و  های تابعیبا استفاده از ساخت  ،بالای مجاز برای تاخير زمانی

. در گام بعد، براساس گرديد تعيينتبديل متغير حالت  استفاده از ابزار

 جهتهای کليدزنی  يک کلاس از سيگنال ،روش زمان سكون ميانگين

مزيت تحليل ارائه شده در اين  .شد، شناسايی سيستم ين پايداریتضم

 يک حالت خاصهای ماتريسی برای  چنانچه نامساویدر اينست که  مقاله

تضمين نيز دارای جواب باشند، آنگاه پايداری تحت کليدزنی دلخواه 

تواند در  بر اين، تحليل پايداری ارائه شده، می . علاوهخواهد شد

دارای تاخير در  ،تاخير زمانی که بخاطر مشكلات عملی های بدون سيستم

 اعمال سيگنال کنترلی هستند نيز مورد استفاده قرار گيرد.
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