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 قطعیت عدم گرفتن نظر در با زمانی تأخیر دارای نامعین سینگولار های سیستم برای مقاوم پایدارسازی مساله مقاله، این در: چکیده

 کنترل قانون طراحی اینجا، در مقاوم پایدارسازی از هدف. گیرد می قرار بررسی مورد کنترلی سیگنال دامنه روی بر محدودیت و مدل های

. باشد پایدار و آزاد ضربه رگولار، مجاز، یها قطعیت عدم همه برای حاصل، بسته حلقه سیستم نحویكه به باشد می شده اشباع حالت فیدبک

 ابتدا،. شود می بررسی حالت دو در پایدارسازی مساله و شده گرفته نظر در معلوم پایین و بالا کران با زمان با متغیر صورت به زمانی تأخیر

. شود می نظرگرفته در مدل عیتهایقط عدم و محرک اشباع حضور در تأخیر دارای سینگولار های سیستم برای مقاوم پایدارسازی مساله

 آن بر علاوه. است شده بیان خطی ماتریس های نامساوی اساس بر تأخیر از مستقل پایدارساز حالت فیدبک کننده کنترل وجود شرایط

 تأخیر به وابسته مقام پایدارسازی معیارهای دوم، حالت در. گردد می ارائه مربوطه قضیه در بسته، حلقه سیستم برای جذب ناحیه از تخمینی

 این در. اند شده ارائه نسخه دو در قضایا این. است شده ارائه قضیه دو طی محدود، ورودی و تاخیر دارای نامعین سینگولار های سیستم برای

 با متغیر تاخیر و ثابت تاخیر برای خطی ماتریسی های نامساوی اساس بر بسته حلقه سیستم در تأخیر به وابسته پایداری تضمین شرایط قضایا،

 ارائه عددی و عملی های مثال پایان، در. است شده زده تخمین دوم حالت برای نیز بسته حلقه سیستم جذب ناحیه. است گردیده بیان زمان

 .نمایند می تایید را مقاله تئوری دستاوردهای ها سازی شبیه نتایج و است شده

 .مدل قطعیت عدم کنترلی، ورودی دامنه قید مقاوم، پایداری زمان، با تغیرم تأخیر تاخیری، سینگولار های سیستمکلمات کلیدی: 

Design of Robust Control Law for Stabilization of Singular 

Systems with Time-Varying Delay in The Presence of Model 

Uncertainty and Input Amplitude Constraint 

Maryamsadat Asadinia, Tahereh Binazadeh 

 

Abstract: This paper investigates the problem of robust stabilization of uncertain singular 

systems with time-varying delay in the presence of model uncertainties and input amplitude 

constraint. Here, the purpose of robust stabilization is to design a saturated state feedback such that 

the closed-loop system is regular, impulse free and stable for all admissible uncertainties. The time- 

delay has been considered to be time-varying with known lower and upper bound. The problem of 

stabilization is studied in two cases. First, the robust stabilization problem is considered for the 

singular systems with time-varying delay in the presence of actuator saturation and model 

uncertainties. In this case, the existence conditions of robust stabilizing delay-independent state 

feedback controller are given via the linear matrix inequalities. Additionally, an estimation of the 

domain of attraction of the closed-looped system is proposed in the related theorem. In the second 

case, delay-dependent criteria for robust stability of uncertain time-delay singular systems with 
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constrained input is given in two theorems. These theorems investigate delay-independent stability 

conditions via the linear matrix inequalities for constant and time-varying delay. Also, the domain 

of attraction for the closed-looped system is estimated in this case, too. Finally, practical and 

numerical examples are given and simulation results verify the theoretical achievements of paper. 

 

Keywords: Time-varying singular systems, Robust stability, Input amplitude constraint, Model 

uncertainty. 

 مقدمه -1

 های سیستم مانند متفاوتی های نام با که 1سینگولار های سیستم

 نیز... و 6ضمنی ،5حالت نیمه ،4یافته تعمیم ،3توصیفی ،2دینامیكی جبری

 این از. هستند دیفرانسیلی و جبری معادلات از ترکیبی شوند، می شناخته

 در معمولی، حالت فضای های سیستم با مقایسه در ها سیستم ینا رو

 سیستم تا شده موجب حقیقت این. تواناترند فیزیكی های سیستم توصیف

 های سیستم تحلیل و مدلسازی زمینه در بسیاری کاربرهای سینگولار های

 مهندسی ،[2] شیمیایی های فرایند ،[1] قدرت های سیستم قبیل از فیزیكی

 اقتصادی های سیستم ،[5] كانیكیم های سیستم ،[4] رباتیک ،[3] فضا هوا

 های سیستم که تری پیچیده ساختار دلیل به. باشند داشته... و[ 6]

 بكار کنترلی های روش دارند، معمولی های سیستم به نسبت سینگولار

. برخوردارند بیشتری پیچیدگی از ها سیستم این  تحلیل برای شده گرفته

 به پایداری، بر علاوه سینگولار های سیستم کنترل در ال،مث عنوان به

 که شود می توجه نیز بودن آزاد ضربه و رگولار جمله از دیگری مسائل

 سیستم باشد، دارا را ها ویژگی این که سینگولاری سیستم به اصطلاحاً

 کنترل زمینه در زیادی تحقیقات اخیر، دهه دو در .گویند می 7مجاز

 تعمیم پایه بر حوزه، این در مقالات اکثر. است شده انجام لارسینگو های

 سینگولار های سیستم به 8غیرسینگولار های سیستم تئوری گسترش و

 صورت پایه تحقیقات و بتفصیل تاریخچه ی مطالعه برای. اند گرفته شكل

 -7]  مراجع به توان می سینگولار های سیستم کنترل خصوص در گرفته

 . نمود رجوع[ 9

 در ضعیف عملكرد و ناپایداری  موجب که اصلی عوامل از یكی

 های سیستم کنترل بنابراین،. است تأخیر شود، می کنترل های سیستم

 توجه مورد بسیار اخیر های سال در که است مسائلی از یكی تاخیر دارای

 طراحی و تحلیل درحوزه نیز مختلفی مقالات و است گرفته قرار محققان

 های سیستم در تأخیر[.  14-10] اند شده ارائه تأخیر رایدا های سیستم

 در کنترل مساله ها سیستم این ماهیت بدلیل و دهد می رخ نیز سینگولار

 تأخیر دارای های سیستم با مقایسه در تأخیری سینگولار های سیستم

 
1 Singular Systems 
2 Algebraic-Differential 
3 Descriptor 
4 Generalized 
5 Semi-State 
6 Implicit 
7 Admissible System 
8 Non-Singular 

 تأخیر سینگولار های سیستم کنترل وجود، این با. است تر پیچیده معمولی

 شده پرداخته آن به اخیر های پژوهش در که است وضوعاتیم از 9زمانی

 . [17-15] است

 و محیطی شرایط در تغییر و مدلسازی در خطا دلیل به دیگر، سوی از

 های راه از یكی. [18-19] دارد وجود نایقینی ها سیستم در اغلب اجرایی،

 سیستم حالت معادلات در پارامتری نایقینی نامعین، های سیستم توصیف

 قرار تأثیر تحت را سیستم مطلوب عملكرد نایقینی که آنجا از. باشد می

 مقاوم ها نایقینی برابر در بتواند که کنترلی قانون طراحی بنابراین دهد، می

 همچنین و مقاوم پایداری آنالیز ی مسأله. است اهمیت حائز کند عمل

 های تمسیس و [22-20] نامعین سینگولار های سیستم مقاوم سازی پایدار

 قرار محققان مطالعه مورد[ 25-23] زمانی تاخیر دارای نامعین سینگولار

 .است گرفته قرار

 آن به باید و دارد وجود عملی های سیستم در که دیگری مهم مساله

 چنانچه. باشد می ها محرک ورودی دامنه روی محدودیت داشت، توجه

 قرار از پس شود،ن گرفته نظر در کنترلی قانون طراحی حین در قید این

 پاسخ موارد از بسیاری در کننده، کنترل خروجی در اشباع بلوک گرفتن

 ناپایدار بسته حلقه سیستم است ممكن حتی و بود نخواهد مطلوب سیستم

 محرک اشباع گرفتن نظر در با کنترلی قانون طراحی لذا. [27-26] شود

 منظور نای برای مقالات در متنوعی رویكردهای. است ضروری بسیار

 در بدون هم آن مینا سینگولار های سیستم برای بعضاً که گردیده ارائه

 حوزه در[. 29 و 28] باشد می زمانی تأخیر و مدل قطعیت عدم گرفتن نظر

 محرک اشباع قید با نایقینی و تأخیر دارای سینگولار های سیستم کنترل

 به ابستهو پایداری بحث به منحصراً که ،[30] گرفته صورت مطالعاتی

 .اند پرداخته تأخیر

 سینگولار های سیستم برای مقاوم پایدارسازی مسأله مقاله، این در

 حالت دو در محرک اشباع گرفتن نظر در با زمانی تأخیر با همراه نامعین

 بررسی مورد متفاوت و نو رویكردی با تأخیر به وابسته و تأخیر از مستقل

 سینگولار های سیستم برای شده گرفته نظر در ساختار. گیرد می قرار

 که دباش می حالت مدل فضای در نایقینی های ترم تاخیر، وجود دارای

. باشد خارجی اغتشاشات یا و مدل های قطعیت عدم از ناشی تواند می

 اشباع گرفتن نظر در با مقاوم حالت فیدبک کنترل قانون طراحی هدف،

 به زمانی تأخیر. باشد یم بسته حلقه سیستم نمودن مجاز منظور به محرک،

 مساله و شده گرفته نظر در معلوم پایین و بالا کران با زمان با متغیر صورت

 
9 Time-Delay Singular Systems 
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 وجود شرایط اول حالت در. شود می بررسی حالت دو در پایدارسازی

 حلقه سیستم پایداری که نحوی به پایدارساز حالت فیدبک کننده کنترل

 مناسب خطی ماتریس های ینامساو اساس بر، باشد تاخیر از مستقل بسته

 بسته، حلقه سیستم برای جذب ناحیه از تخمینی همچنین. گردد می حاصل

 به وابسته پایدارسازی مسأله بررسی به سپس،. شود می بیان ای قضیه طی

 تأخیر حالت این در. شود می پرداخته سینگولار های سیستم برای تأخیر

 تأخیر به وابسته پایداری نتضمی شرایط و شده فرض زمان با متغیر زمانی،

 بیان جدیدی خطی ماتریس های نامساوی اساس بر بسته حلقه سیستم

. شود می ارائه بسته حلقه سیستم برای جذب ناحیه از تخمینی و گردد می

، پذیرفته صورت سازی شبیه و شده ارائه های مثال کمک به پایان، در

 مناسب عملكرد و دشو می داده نشان ،پیشنهادی مقاله قضایای کارایی

 گردد. می بررسی تاخیر حضور در مقاوم کنترلی قانون

 های سیستم ،2 بخش در ابتدا. باشد می شرح بدین مقاله ادامه

 اولیه تعاریف و معرفی محرک اشباع قید و تأخیر دارای نامعین سینگولار

 شده ارائه قضایای سپس،.  شد خواهد مرور آن به مربوط پایه قضایای و

 11تأخیر به وابسته قضایای و 3-1 بخش در 10تأخیر از مستقل حالت برای

 اساس بر را مقاوم پایدارساز کننده کنترل وجود شرایط ،3-2 بخش در

 نامعین سینگولار های سیستم برای ،مناسب خطی ماتریس های نامساوی

 نشان برای. دهند می ارائه محرک، اشباع گرفتن نظر در با تأخیر دارای

 سازی شبیه های مثال ارائه به 4 بخش در شده، ارائه قضایای یکارای دادن

 گیری نتیجه و مطالب بندی جمع نیز، آخر در. پرداخت خواهیم شده

 است. شده آورده

 نمونه ماتریس که است آن نشانه 0K  علامت مقاله، این در :تذکر

K در ماتریس ها  (*)همچنین علامت  باشد. می متقارن و معین مثبت

 ر متقارن است.مبین عناص

 

 اولیه تعاریف و سیستم توصیف -2

 دارای سینگولار های سیستم به مربوط پایه تعاریف ابتدا بخش این در

 گردد.  می ارائه تأخیر

 نظر در را( 1) نامقید زمانی تأخیر مینا سینگولار سیستم :[31] -1 تعریف

 .بگیرید

2

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ), [ ,0]

d
Ex t Ax t A x t d t

x t t t d

  

   
  (1) 

) زوج .1 , )E A گویند، اگر رگولار را det( )sE A 

 .باشدن صفر با متحد

)زوج  .2 , )E A ر اگ گویند، آزاد ضربه را

deg(det( )) ( )sE A rank E . 

 
10 Delay-Independent 
11 Delay-Dependent 

( را در نظر بگیرید. 1: سیستم سینگولار همراه با تأخیر )[31] -2تعریف 

 آنگاه تعاریف زیر برقرار است:

ولار و ضربه آزاد ( را رگ1تأخیر ) همراه با سیستم سینگولار .1

)گویند، اگر زوج  , )E A ر و ضربه آزاد باشد.رگولا 

( را پایدار گویند، اگر 1تأخیر ) همراه باسیستم سینگولار  .2

0برای هر    اسكالر( ) 0    وجود داشته باشد به

)نحویكه برای هر شرایط اولیه همساز  ) t  که در شرط

2

sup ( ) ( )
0
  

  
t

d t
کند، پاسخ  میصدق  

 :( شروط زیر را برآورده کند1سیستم )

( ) 0   x t for t (2) 

lim ( ) 0



t

x t   (3) 

 اگر گویند، مجاز را( 1) تأخیر همراه با سینگولار سیستم .3

 باشد. پایدار و آزاد ضربه رگولار،

 و رگولار( 1) تأخیر با همراه سینگولار سیستم کنید فرض[ 24] -1 لم

بازه  روی بر  میسیست چنین پاسخ آنگاه باشد، آزاد ضربه 0, و یكتا 

 بود.  خواهد آزاد ضربه

 اشباع قید و زمان با متغیر تأخیر دارای نامعین سینگولار سیستم حال،

 بگیرید: نظر در را( 4) محرک

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ( ))

( ) ( ), [ ,0]





      

  

   

d d
Ex t A A x t A A x t d t

B B u t

x t t t d

  (4)  

) که )
n

x t R حالت، بردار ( )
m

u t R ورودی بردار، ( ) t بردار 

زمانی  تاخیر. باشند می پیوسته توابع آن های المان که است اولیه شرایط

( )d t نحویكه به باشد می زمان با متغیر و پیوسته تابع یک 

1 2
0 ( ) , ( ) 1      d d t d d t   

(5) 

آن  در که
1

d  و
2

d و  زمانی تاخیر برای بالا و پایین کران  حد بالای

:تابع  علاوه، به. باشند می یزمان تاخیر تغییرات نرخ 
m m

R R تابع 

 است شده تعریف زیر صورت به که باشد میورودی  اشباع

 1 2( ) ( ) ( ) ( )   
T

mu u u u   (6)  

آن  در که 
max

( ) ( ) min , 
i i i i

u sign u u u و بوده 
max

0
i

u 

 ماتریس همچنین،. است ام-iورودی  مولفه اندازه مجاز دامنه ماکزیمم



n n

E R شود  می فرض و بوده سینگولار rankE r n  .

A، d های ماتریس
A و B ،و مناسب ابعاد با معلوم و حقیقی ثابت 

A،  های ماتریس
d

A وB سیستم پارامتری های نایقینی معرف 

 :در رابطه زیر صادق باشند شود می فرض  که هستند
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 

 

( ) ( ) ( )

( )

  



d

a d b

A t A t B t

DJ t E E E
  (7) 

، Dآن  در که
a

E ،
d

E  و
b

E ابعاد با ثابت معلوم های ماتریس 

) نامعلوم ماتریس و هستند مناسب )J t کند می برآورده را زیر رابطه: 

( ) ( ) , 
T

J t J t I t   (8) 

و  مناسب ابعاد با Gو  Cشده  داده های سماتری برای :[32]  -2 لم

O هر  و متقارن( )J t برقرار زیر رابطه کند، ( صدق8شرط ) در که 

 :است

( ) ( ) 0  
T T T

O GJ t C C J t G   (9) 

0اسكالر  اگر تنها و اگر  نحویكه: به باشد داشته وجود 

1
0

T T
O GG C C 
  

 
 (10) 

 پایدار را( 4) تأخیر دارای نامعین سینگولار سیستم[ 24] -3 تعریف

های  نایقینی همه ازای به ورودی غیاب در( 4) سیستم اگر گویند مقاوم

A و
d

A و آزاد ضربه رگولار، کنند، می صدق( 7) رابطه در که 

 .باشد پایدار

 را( 4) زمانی تأخیر دارای نامعین سینگولار سیستم[ 24] -4 تعریف

) کنترل قانون اگر ،گویند مقاوم پایدارپذیر )u t به باشد داشته وجود 

 .باشد مقاوم پایدار( 3) تعریف نظر هنقط از بسته حلقه سیستم نحویكه

 حالت فیدبک صورت به( 4) سیستم برای کنترل قانون مقاله، این در

uخطی Fx کننده توصیف معادلات بنابراین. شود می گرفته نظر در 

 بود: خواهد زیر صورت به بسته حلقه سیستم

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ( ))

( ) ( ), [ ,0]





      

  

   

d d
Ex t A A x t A A x t d t

B B Fx t

x t t t d
 
 (11) 

 کنترلی ورودی که حالت فضای از ای ناحیه ،Fفیدبک  ماتریس برای

 شود: می تعریف زیر صورت به است، خطی xبه  نسبت

 
max

( ) : , 1, 2,...,
n

i i
F x f x u i m      

 (12) 

آن  در که
i

f واقع  درi- ماتریس سطر امین F مقاله،این  در. باشد می 

 اضافه تكنیک از محرک، اشباع مساله کاری محافظه کاهش منظور به

 نیز سابقاً تكنیک این. شود می گرفته بهره کمكی فیدبک ماتریس کردن

 تاخیر با همراه های سیستم سازی پایدار برای[ 8 و 7] مختلف مراجع در

 این مقاله، این در. است شده گرفته بكار ورودی اشباع قید با معمولی

 قید و تأخیر دارای نامعین سینگولار های سیستم پایدارسازی برای تكنیک

 ماتریس دو برای که، صورت این به شود، می استفاده محرک اشباع




m n
F R،H بردار و 

m
R ،صورت به ماتریس جموعهم یک 

 :[36] شود می تعریف زیر

 (13) 
1 1 1 1(1 )

W( , , ) :

(1 )

m n

m m m m

f h

F H W R W

f h

 



 



    
  

    
     

 

آن  در که
i

h  معرفi- و   کمكی فیدبک ماتریس سطر امین
i

 

)بردار  المان امین -i بیانگر )   مجموعه همچنین. باشد می 

( )  صورت به  ( ) : 0 1       
m

i
R or می تعریف 

) بردار از. شود )   ماتریس های سطر انتخاب برای F و H 

) جدید ماتریس تشكیل و , , )W F H منظور به. گردد می استفاده 

 کمكی فیدبک ماتریس که است نیاز محرک اشباع قید شدن برآورده

H شرط 
max


i i

h x u 1 ازای به را,...,i m برای .کند برآورده 

 ورودی که حالت فضای از ای ناحیه ،Hیکمك فیدبک ماتریس

 شود: می تعریف زیر صورت به است، خطی x به نسبت کنترلی

(14)  
max

( ) : , 1, 2,...,
n

i i
H x h x u i m      

)های مجموعه  همجموع زیر میان از بیضی یک حال، ) H صورت به 

 ( ,1) : 1
T

P x x Px   0 آن در که. شود می انتخابP است .

شرط  نحویكه به Hماتریس یافتن
max


i i

h x u ازای  بهx های 

)مجموعه  به متعلق ,1) P ماتریس نامساوی حل با معادل شود برآورده 

 است: زیر خطی

(15) 
max

max

0, 1,...,
*

i i

i

u h
i m

u P

 
   

  

  

)بنابراین، با در نظر گرفتن  ( )) ( , , ) ( )Fx t W F H x t  با هدف ،

به صورت زیر خواهد  کاهش محافظه کاری، معادلات سیستم حلقه بسته

 بود:

(16) 

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( , , ) ( )

( ) ( ), [ ,0]

d d
Ex t A A x t A A x t d t

B B W F H x t

x t t t d





      

   

   

  

 سیستم نحویكه به است Hو  Fماتریس های بهره  طراحی هدف،

 همه و( 5) شرط که زمان با متغیر تاخیرهای همه برای( 16) بسته حلقه

 .باشد مجاز کنند، می ارضا را( 7) شرط که هایی نایقینی

 

 سینگولار های سیستم مقاوم پایدارسازی -3

 محرک اشباع قید و أخیرت دارای نامعین

 های سیستم تأخیر از مستقل مقاوم پایداری 1-3

 محرک اشباع قید و تأخیر دارای نامعین سینگولار

 اشاره آن به قبل بخش در که تعاریفی و ها لم مبنای بر قسمت، این در

 با تأخیر از مستقل مقاوم ساز پایدار کننده کنترل وجود شرایط شد،
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 برای جذب ناحیه از متناظری تخمین واتریسی نامساوی خطی م رویكرد

 .شود می ارائه زیر قضیه طی( 16) بسته حلقه سیستم

 شده داده شروط با را( 16) تأخیر دارای نامعین سینگولار سیستم -1قضیه

ماتریس  و Y ،L ،Pهای  ماتریس اگر بگیرید، نظر در( 7) و( 5)

0Q نحویكه به باشند داشته وجود: 

0 
T T

EP PE   (17) 

11 12

22
* 0

* *

   
 

  
  

T T

a

T

d

DD E

E

I
  (18) 

max

max

1
0, 1,...,

*


 
   

  

i i

i

u l
i m

u P E   (19) 

)آن  در که , , )
T

a a b
E E P E W Y L  ،T

d d
E E P ،

i
l  مبین

i- ماتریس  از سطر امینL  و
ij

 تعریف زیر رابطه توسط ها 

 شوند: می

11

12 21

22

11 12

22

( , , )

( ( , , ))

(1 )

*

T T

T

T T

d

AP PA BW Y L

BW F H Q

A P

Q







   

 

   

   

  
   

 

  
(20) 

ساز  پایدار فیدبک کننده کنترل بهره با( 16) سیستم آنگاه


T
F Y P، 

 درون پایا مجموعه یک زیر مجموعه همچنین. بود خواهد مقاوم پایدار

 :باشد می جذب ناحیه



 

 
 

2

2

2

1

1 ,

0

1

2

2 1 1

max 2 max
,0

( ) : (0) (0)

( ) ( ) 1, ,0

max ( ) ( ) ( )

T

n d

T T

d

T

d

C P E

P QP ds d

P E d P QP


   

    

   



 



  

 

   


     






  (21) 

)تابعک  -اثبات )
t

V x سیستم برای لیاپانوف کاندید عنوان به زیر 

 :شود می پیشنهاد( 16)
1

1

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )



 





 

T

t

t

T T

t d t

V x x t P Ex t

x s P QP x s ds
  (22) 

آن  در که 2( ), ,0     tx x t d مشتق . باشد می( )
t

V x در 

 :شود می محاسبه زیر صورت به( 16) سیستم مسیر راستای

1 1

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1 ( )) ( ( )) ( ( ))

T T

t

T T

T T

V x x t P Ex t x t P Ex t

x t P QP x t

d t x t d t P QP x t d t

 

 

 

 



   

  (23) 

1ا زآنجاییكه  1 T T
P E P EP P

  
 ، ( برقرار گردد 17اگر رابطه )لذا

1آنگاه  1T T T T
P EP P P PE P

   
  خواهد بود. با این استدلال رابطه

 ( به صورت زیر قابل بازنویسی خواهد بود:23)

(24) 1 1

1

1

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

(1 ( )) ( ( )) ( ( ))

T T

t

T T

T T

V x Ex t P x t x t P Ex t

x t P QP x t

d t x t d t P QP x t d t

 

 

 

 



   

  

 نوشت:  توان می فوق رابطه در( 16) سیستم معادلات جایگذاری با



1

1

1

( ) ( )

( , , ) ( ( , , ))

( ) 2 ( ) ( ( ))

(1 ) ( ( )) ( ( ))

T T T

t

T T T T T

T T

d

T T

V x x t P AP PA

BW FP HP BW FP HP

Q P x t x t P A x t d t

x t d t P QP x t d t

 





 

 

  



  

   

  (25) 

سهولت  برای بالا رابطه در A A A،  B B Bو 

 
d d d

A A A انتخاب  با. اند شده داده قرار
T

FP Y 

،
T

HP L داریم فوق، روابط در جایگزینی و: 



1

1

1

( ) ( )

( , , ) ( ( , , ))

( ) 2 ( ) ( ( ))

(1 ) ( ( )) ( ( ))

 





 

 

 

 

  

   

T T T

t

T

T T

d

T T

V x x t P AP PA

BW Y L BW Y L

Q P x t x t P A x t d t

x t d t P QP x t d t

  (26) 

فرم کوادراتیک برحسب متغیر توان بصورت یک  میرابطه فوق را 

( ) ( ) ( ( ))    

T
T T T

t x t x t d t :نوشت  



1

1

1

1

( ) ( )

( , , ) ( ( , , ))

( ) ( ) ( ( ))

( ( )) ( )

(1 ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

 



 



  

 

 

 

 

  

 

   

 

T T T

t

T

T T T T

d

T T T

d

T T

T

V x x t P AP PA

BW Y L BW Y L

Q P x t x t P A P P x t d t

x t d t P PA P x t

x t d t P QP x t d t

t t

  (27) 

11ماتریس  که در آن 12

22
*

  
   

 

یک ماتریس متقارن با المان های  

 :زیر است

11

12 21

22

( , , )

( ( , , ))

(1 )







   

 

   

   

T T

T

T T

d

AP PA BW Y L

BW F H Q

A P

Q

  (28) 

0که  است آن( 16) سیستم بودن مجاز شرط  رابطه اساس بر. شود 

و  A ،Bهای  ماتریس( 7)
d

A با را ( )
a

A DJ t E ،

( )
b

B DJ t E  و( )
d d

A DJ t E جایگزین فوق رابطه در 

 کنیم: می
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( ) ( ) 0 0
0

T

T Ta

a d T

d

D E
J t E E J t D

E

  
             

   

  (29) 

a
E  وd

E ( تعریف شده اند.19( بعد از رابطه )1ت قضیه )در صور 

( 2) لم با استناد به ( آورده شده است.20در رابطه ) همچنین ماتریس 

)همه  برای فوق رابطه )J t بر کنند می صدق( 8) نامساوی در که هایی 

0اسكالر  اگر تنها و اگر است قرار  نحویكه به باشد داشته وجود 

2
0 0

0

T

T a

a dT

d

D E
D E E

E
  

  
           

   
 

 (30) 

 صورت به را( 30) رابطه Dو  Pبه  Dو  Pمتغیرهای  تغییر با

 کنیم: می بازنویسی زیر

0
0

0 0

  
        

   

TT

a

a dT

d

EDD
E E

E
 

 (31) 

 :شود می حاصل زیر خطی ماتریس نامساوی شر، متمم قضیه از استفاده با

11 12

22
ˆ * 0

* *

   
 

    
  

T T

a

T

d

DD E

E

I  
 (32) 

 :اگر نامساوی ماتریسی فوق برقرار باشد، آنگاه

2

min
ˆ ˆ( ) ( )( ) ( ) ( )       t tV x t t x   (33) 

 :داشت خواهد بر در را زیر نتایج و

 
2

1

0

1 1

( )

2 1 1

max 2 max
[ ,0]

1

( ) ( (0))

(0) (0) ( ) ( )

max ( ) ( ) ( )

( )

T

t t

T T T

d t

T

d

x P Ex V x V x

P E P QP ds

P E d P QP


     

   





  



  

 

  



 

 

   
(34) 

اگر  که ددار می اذعان فوق روابط
1
( ) 1  حتماً  باشد

1
1




T
x P Ex مسیرهای  همه بنابراین بود، خواهد( )x t ز ا که

1
( ) 1  1 باقی درون شوند می شروع

1



T

x P Ex و دنمان می 

 قید وسیله بدان
max


i i

h x u برآورده( 19) ماتریسی نامساوی سبب به 

 .شود می

 های سیستم تأخیر به وابسته مقاوم پایداری  2-3

 محرک اشباع قید و تأخیر با همراه نامعین سینگولار
 دو در( 16) سیستم برای تأخیر به وابسته پایداری بخش، این در

 نظر در زمان با متغیر را زمانی تأخیر اول، حالت. شود می بررسی حالت

 وجود شرط ای قضیه طی و کند صدق( 5) شرط در نحویكه به گرفته

 بسته حلقه سیستم برای جذب ناحیه از تخمینی و ساز پایدار کننده کنترل

 این در و شود می فرض ثابت زمانی، تأخیر سپس. شود می ارائه( 16)

 با همراه سینگولار های سیستم برای تأخیر به وابسته پایداری قضیه حالت

 شود. می پیشنهاد محرک اشباع قید و تأخیر

( با 16سیستم سینگولار نامعین دارای تأخیر متغیر با زمان ) -2قضیه 

، Yم است، اگر ماتریس های ( پایدار مقاو7( و )5شروط داده شده )

L ،0P ،0 , 1, 2 , 3
i

Q i  ،0 , 1, 2 
i

Z i ،0T  و

, , , 1,...,5
i i i

N M S i  با ابعاد مناسب وجود داشته باشند به نحویكه

 :زیر برقرار باشند (36( و )35) نا مساوی های ماتریسی خطی

ˆ 0
T

K

K V

 
   

    
(35) 

max

max

0, 1,...,
*

 
   

  

i i

i

u l
i m

u P
 

 (36) 

 در آنکه 

 

 

(37) 

2 1 12 1 12 1

2 2 12 2 12 2

2 3 12 3 12 3

2 4 12 4 12 4

2 5 12 5 12 5
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Ed N d M d S

Ed N d M d S

K d N d M d S

d N d M d S

d N d M d S

 
 
 
 
 
 
 
 

  

 و ماتریس 1 2 4V diag V V V زیر: با عناصر روی قطر 

1 2 1 2 12 1 2

3 12 2 4

, ( )

,

V d Z V d Z Z

V d Z V I

     

    

  (38) 

  شوند: میعریف تبه صورت زیر   متقارن همچنین ماتریس

 

(39) 
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   
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T T T

T T T T
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S M

TA S N M

 

    

 

 33 1 3 3 34 3 4

35 5 44 2 4 4

45 5 55 2 1 12 2

,
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, 2

T T
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T

Q M M S M

M Q S S

S d Z d Z ET

        

      

      

 

)(، 37در رابطه ) , , )
a a b

E E T E W Y L   و
d d

E E T 

مجموعه به علاوه، باشد.  می
2
( ) 1   تخمینی از ناحیه جذب خواهد
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 


2

2

2
0,

1 1
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1 1 1 1

1 max 1 2 max 2

2
1 1

2 max 3

2 1 1

2 max 1

1 112

1 2 max 2
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   
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 

  

 

 







  



  

(41) 

  شود: می گرفته نظر در( 16) سیستم برایزیر  لیاپانوفتابع  -اثبات

 

 

(42) 

2

2

1 1

2
1 1

1
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3
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0
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1
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2
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i

i t d
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t
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x s T Q T x s ds

x s T Q T x s ds

x s T Z T x s dsd

x s T Z T x s dsd


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

 

 

 
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 
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 


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





 



 


1d



  

,برای هر ماتریس از طرف دیگر،  1,...,5
i

N i  ،, 1, . . . , 5
i

S i  ،

, 1,...,5
i

M i   0وT  رقرار است:معادلات زیر ب 

(43) 1 1
2 ( ) ( )

( ) ( ) ( ( )) ( ) 0

T T

d

x t T x t T

Ex t Ax t A x t d t B Fx

   

        

  

(44) 
1 2

1 3 2 4 5

( )

2 ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( )) 0

T T

T T T

t

t d t

x t N x t d t N

x t d N x t d N x t N

x t x s ds x t d t


  

     

 
     
  



  

(45) 

2

1 2

1 3 2 4 5

( )

2

2 ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ) 0

T T

T T T

t d t

t d

x t S x t d t S

x t d S x t d S x t S

x t d t x s ds x t d





  

     

 
      
  



  

(46) 

1

1 2

1 3 2 4 5

1

( )

2 ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( )) 0

T T

T T T

t d

t d t

x t M x t d t M

x t d M x t d M x t M

x t d x s ds x t d t





  

     

 
      
  
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Aدر روابط فوق  A A  ،B B B   ،
d d d

A A A   ،
1 1

i i
M T M T

 
 ،1 1

i i
N T N T

 
 1و 1

i i
S T S T

 
  برای

1,...,5i  از طرف دیگر، برای هر ماتریس متقارن مثبت نیمه  باشد. می

( را برآورده 5به ازای مقادیر تأخیر که رابطه )رابطه زیر  Xمعین

  :]13[ برقرار استکنند  می

(47) 
2

( )

( ) ( ) ( ) ( ) 0

t

T T

t d t

d t X t t X t ds   


   

که در آن  11 12 13 14 15( )t      و 

1 1

11 12
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x t T

 

 



 

 


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)ق مشتحال،  )
t

V x ( به صورت زیر محاسبه 16در مسیر سیستم )

 شود: می
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 
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 ( را به رابطه فوق داریم:47) –( 43با اضافه کردن روابط )
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 که در آن
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0بایست  می( مجاز باشد 16باشد. برای آنكه سیستم ) می   باشد. با

بودن ماتریس توان نشان داد که منفی معین  میاستفاده از قضیه متمم شر 

 :معادل با منفی معین بودن ماتریس زیر است 
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 کنیم: می یگزین ماتریس ( را جا51(، رابطه )50اکنون، در رابطه )
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 برابر است با: که در آن 
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 اگر: است برقرار(  53) رابطه( 2) لم به توجه با
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برای تبدیل نامساوی ماتریسی غیر خطی فوق به یک نامساوی ماتریسی 
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با استفاده از قضیه متمم شر، برقراری نامساوی ماتریسی خطی فوق معادل 

 . باشد میتعریف شده ( 35)که در رابطه  ̂منفی معین بودن ماتریس با 

 ( برقرار باشد آنگاه35اگر نامساوی ماتریسی )
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باشد به  می هدف طراحی کنترل کننده پایدار ساز مقاوم وابسته به تأخیر

نحویكه ضمن برآورده شدن قید اشباع، سیستم حلقه بسته داده شده پایدار 

 ( و35) LMIبایست به حل  می( 2مقاوم باشد. بدین منظور، طبق قضیه )

استفاده شده است. نتایج  LMI ( بپردازیم. از نرم افزار متلب برای حل36)

 :باشد میبدست آمده به صورت زیر 
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0, 0.3307 0.8752 0.0175

0.6283 0.0175 0.1437

L l

T

     

  
 

   
 
   

 

 (69) 

 خواهد زیر صورت به پیشنهادی مقاوم حالت فیدبک کننده کنترل نهایتاً و

 :بود

 1

1
0.2845 0.5527 2.4424( ) ( ) ( )u t l T x t x t


 

 
 (70) 

یود ( با پارامترها و ق5حال، سیستم سینگولار نامعین تأخیر زمانی )

داده شده را به ازای شرایط اولیه 

   ( ) 1 0.5 0.3 , 3,0
T

t t        در محیط سیمولینک شبیه

( 1دهیم. شكل ) میسازی کرده و نتایج بدست آمده را مورد بررسی قرار 

کشد. نتایج حاکی  میوضعیت حالت های سیستم حلقه بسته را به تصویر 

از آن است که کنترل کننده طراحی شده ضمن دفع مطلوب نایقینی،  

داری مجانبی سیستم حلقه بسته گردیده است. همچنین در منجر به پای

دهد، ملاحظه  می(، که وضعیت سیگنال کنترلی را نمایش 2شكل )

 کنید که قید اشباع ورودی نیز برآورده شده است. می

 
 تحت نامعین زمانی تأخیر سینگولار سیستم های حالت پاسخ وضعیت: 1 شكل

 مقاوم پایدارساز کننده کنترل

 
 کنترل تحت نامعین زمانی تأخیر سینگولار سیستم کنترلی سیگنال پاسخ: 2 شكل

 مقاوم پایدارساز کننده

های مدارهای خطوط انتقال  در نظریه مدارهای الكتریكی، مدل :2مثال 

، به معادلات دیفرانسیل (PEEC)های جزئی  و نیز مدار معادل برخی المان

كه حل عددی ییز آنجا[. ا33شود ] منجر می (NDE)دار خنثی  تأخیر

سخت است، رویكرد پیشنهادی در مراجع  NDEمعادلات تأخیری نوع 

[ آن است که ابتدا معادلات را به صورت معادلات 34، 13مختلف ]

بازنویسی کرده و   ((RDEافتاده  دار عقب سینگولار تأخیری از نوع تأخیر

با  های جزئی المانسپس آنها را حل نمود. یک مدار الكتریكی با 

 :[35معادلات زیر قابل توصیف است ]

0 0 1

1 0

2

( ) ( ) ( ( ))

( ( )) ( )

( ) ( ); ( ,0)

C y t G y t C y t d t

G y t d t B u t

y t t t d

  

  
    

 

 (71) 

که در آن 
0

C  یک ماتریس قطری و
0

G ،
1

C  و
1

G های  ماتریس

حقیقی با ابعاد مناسب هستند. همانطور که واضح است این دسته معادلات 

می باشند. معادلات فوق را می توان به صورت زیر  NDEتأخیری از نوع 

 :بازنویسی نمود

0 1

1 0

2

( ) ( ) ( ( ))

( ( )) ( )

( ) ( ); ( ,0)

y t G y t C y t d t

G y t d t B u t

y t t t d

   

  
    


 

 (72) 

)ردارکه در آن ب )
n

y t R  و شامل ولتاژ و جریان گره های مدار

های  باشد، همچنین تمامی ماتریس می
1

C ،
0

G ،
1

G  و
0

B  دارای

  تعریف: با. مقادیر حقیقی با ابعاد مناسب هستند

0
( ) ( ), ( ) ( ) ( )t y t t y t G y t       (73) 

 تأخیری سینگولار معادلات به تبدیل قابل( 72) سیستم معادلات دسته

RDE بود خواهد زیر صورت به: 

2

0 2

( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ), ( ,0)

( ) ( ) ( ), ( ,0)

d
Ex t Ax t A x t d t Bu t

t t t d

t t G t t d

 

  

   

   


    

  (73) 

)که در آن  ) ( ) ( )
T

T T
x t t t    

) و  )t  بردار شرایط اولیه است

 باشند و های آن توابع پیوسته مشتق پذیر می که المان

0

1 1 0 1 0

0
,

0 0 0

0 0 0
,

n n n n

n n

d

I G I
E A

I

A B
C G G G B

 



  
     

   

   
     

   

 
 (74) 

 با را خازن یک و سلف یک شامل PEEC معادل با الكتریكی مدار 

 :[34] بگیرید نظر در زیر شده داده های پارامتر
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(75) 

0 1 1

1 3

0 0 1

2 4

2 0 1 0 0.1 0
, ,

0 1 1 1 0 0.1

0 01
, ( ) , ( )

0 00

G C G

B G t C t

      
         

       

     
        

      

  

که 
i

 د:کنن میو در شرایط زیر صدق  بودههای پارامتری  ها نایقینی 

(76) 
1 2

3 4

1.6, 0.05,

0.1, 0.3

     

    
  

)بردارهای  )t  و( )t :به صورت زیر تعریف می شوند 

(77)  

 

1 2

0 3 4

( ) ( )

( ) ( ) ( )

T

T

t y t x x

t y t G y t x x





 

  

  

1که در آن 
x  2ولتاژ خازن و

x  3های  و متغیربوده جریان سلف
x  و

4
x ند تا سیستم با معادلات تأخیری نوع ا تعریف شدهNDE  را به سیستم

با این تعریف تبدیل کنند.  RDEنوع با معادلات سینگولار دارای تأخیر 

 ای زیر جهت توصیف سیستم حاصل می گردد:ماتریس ه

 

 

(78) 

1 0 0 0 2 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 1
, ,

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
,

1.2 0 0.1 0 1 1 0

1 1.1 0 0.1 0 0 1

1.6 0 0 0 0.1 0 0 0
, ,

0 0.05 0 0 0 0.3 0 0

d

a d

E A

A B D

E E

   
   


    
   
   

   

     
     
         
     
     
      

   
    
   

( ) sin( )J t t 

  

 اساس بر مورد هر در و گردد می ارائه مختلف سناریوی دو ادامه در

 عملكرد و طراحی مناسب کننده کنترل مقاله، در پیشنهادی های تكنیک

 شود. می داده نشان آن مطلوب

 لحاظ (78) پارامترهای با تأخیر دارای سینگولار سیستم سناریوی اول:

 کنند: می پیروی زیر روابط از زمانی تأخیر. گردد می

(79) 1 ( ) 3, 0 ( ) 1d t d t       

 سازد: برآورده را زیر قید بایست می کنترلی سیگنال همچنین

(80) 0.1 ( ) 0.1u t     

هدف، طراحی قانون کنترل فیدبک حالت 

( ) [ (1 ) ] ( )u t f h x t    کردن  آورده که ضمن بر نحوی باشد به می

( و 35ای )ه LMI قید اشباع، سیستم حلقه بسته مجاز نیز باشد.  از حل 

 آید: دست می نتایج زیر به MATLAB( با استفاده از نرم افزار 36)

(81)  0, 0.0574   -0.0176   -0.0852   -0.0091

0.2662 -0.1774 0.0826 0.0336

-0.1774 0.4847 -0.0775 0.0067

0.0826 -0.0775 0.9589 -0.1803

0.0336 0.0067 -0.1803 1.0951

l

T

  

 
 
 
 
 
 

  

 بر) شده داده سیستم برای ساز پایدار حالت فیدبک کننده کنترل نتیجه در

 :بود خواهد زیر صورت به( 2 قضیه اساس

(82)  ( ) 0.2912    0.0522   -0.1166   -0.0368 ( )u t x t   

شده، سیستم حلقه بسته  کننده طراحی برای بررسی کارایی کنترل

( به ازای تابع 82کننده ) شده تحت کنترل های داده ر را با پارامترسینگولا

ی  اولیه   ( ) 1 0 1 1 0 0 , 3 , 0
T

t t     سازی کرده و  شبیه

 آورده شده است.  3-6سازی در شكل های  نتایج شبیه

 حالتزمانی متغیرهای پاسخ :3شكل 
1x کنترل کننده فیدبک حالت  تحت

 اشباع شده در سناریوی اول

 لتحازمانی متغیرهای پاسخ :4شكل 
2x کنترل کننده فیدبک حالت  تحت

 اشباع شده در سناریوی اول
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 حالتزمانی متغیرهای پاسخ : 5شكل  3 4( )
T

t x x  کنترل کننده  تحت

 فیدبک حالت اشباع شده در سناریوی اول

 سیگنال کنترلی اشباع شده در سناریوی اولپاسخ :6شكل 

 عاشبا به کنترلی سیگنال کنید می مشاهده( 6) شكل در که همانطور

 به منجر بخش این در شده طراحی کننده کنترل وجود این با اما رفته

 است آن از حاکی حاصل نتایج. است گردیده بسته حلقه سیستم پایداری

 های سیستم کنترل برای لازم کارایی از مقاله در شده پیشنهاد تكنیک که

 ربرخوردا  محرک اشباع حضور در و زمان با متغیر تأخیر دارای سینگولار

 است.

شده  با پارامترهای داده PEECدر این بخش، مدل  سناریوی دوم:

( را با تأخیر ثابت 78)
1 2 2d d  محدود  دامنه با کنترلی سیگنال و

0.1u  کننده مشابه آنچه در  درنظر گرفته و برای طراحی کنترل

( و با 2دادن قضیه ) کنیم. با مد نظر قرار سناریوی  قبل گفته شد عمل می

 می شود: نتایج زیر حاصل MATLABکمک نرم افزار 

(83)  ( ) -0.0231   -0.0728   -0.0654   -0.0454 ( )u t x t

  

(، سیستم حلقه بسته 85شده ) کننده طراحی به منظور تحلیل کارایی کنترل

( و با تأخیر ثابت، به 78شده در رابطه ) های داده سینگولار را با پارامتر

ی  ازای تابع اولیه   ( ) 5 4 0 0 , 2 , 0
T

t t     سازی  شبیه

 .دهد نشان میها را  سازی نتایج حاصل از شبیه  7-10های  کنیم. شكل می

 کنترلی، سیگنال دامنه کردن تر محدود علی رغم پیداست، که همانطور

 پایداری به منجر محرک اشباع قید حضور در پیشنهادی کننده کنترل

 کارایی از حكایت حاصل، نتایج بنابراین. است شده بسته حلقه سیستم

 نگولارسی های سیستم کنترل برای مقاله این در شده ارائه قضایای مطلوب

 دارد.   عملی ثابت تأخیر دارای

 

 

 

 حالتزمانی متغیرهای پاسخ :  9شكل  3 4( )
T

t x x  تحت 

 در سناریوی دوم شده حالت اشباع دبکیکننده ف کنترل

 

 در سناریوی دوم اشباع شده زمانی سیگنال کنترلیپاسخ : 10شكل 

حالت زمانی متغیر پاسخ  :: 7شكل 
1x حالت دبکیکننده ف تحت کنترل 

 در سناریوی دوم شده اشباع

حالت زمانی متغیر پاسخ  : 8شكل 
2x حالت دبکیکننده ف تحت کنترل 

 در سناریوی دوم شده اشباع
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 گیری  نتیجه -5

 تأخیر دارای سینگولار های سیستم پایدارسازی مسأله مقاله، این در

 تأخیر از مستقل حالت دو در محرک اشباع گرفتن نظر در با زمان با متغیر

 دارای نامعین سینگولار سیستم برای ابتدا،. شد بررسی تأخیر به وابسته و

 حالت، فیدبک کننده کنترل وجود شرایط زمان، با متغیر زمانی تأخیر

 نمودن مجاز هدف با محرک اشباع گرفتن نظر در با تأخیر، از مستقل

 پایداری قضایای سپس. شد ارائه ای قضیه قالب در بسته حلقه سیستم

 زمان با متغیر تأخیر نسخه دو در ها سیستم این برای تأخیر به وابسته مقاوم

 کننده کنترل تحت بسته حلقه سیستم مقاوم پایداری شرایط ثابت، تأخیر و

 از انتها، در. دادند نتیجه LMI نظر نقطه از را شده اشباع حالت فیدبک

 قضایای کارایی دادن نشان برای شده سازی شبیه  عملی و عددی مثالهای

 .شد استفاده شده، ائهار

 پیوست
سیستم سینگولار دارای تأخیر کراسوفسکی( -)لیاپانوف -قضیه

( ضربه آزاد و رگولار باشد و ثوابت 1( را در نظر بگیرید. اگر سیستم )1)

و   و   ،مثبت  2( ) : , 0tV x R C d R


     وجود داشته

 :باشند، به نحویكه

(84) 2 2

2

( ) ( )

( )

t t

t t

x t V x x

V x x

 



 

 

  

)و تابعک  )
t

V x   برای
t

x ( صدق 1هایی که در معادله )ند، کن می

 [37. ]باشد می( پایدار مجانبی 1مطلقا ً پیوسته باشد، آنگاه سیستم )

  :[37]معادلند زیر گزاره دو( شر متمم) -قضیه

(85) 11 12

12 22
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T
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T
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
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