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 يهمچنان مسائل يمورد توجه قرار گرفته است ول رياخ انيدر سال ایضربه چيسوئ هایستميس یدارسازيو پا یدارياگرچه پا: چکیده

 يرا بررس يرخطيغ ایضربه چيسوئ هایستمياز س يکلاس يينما یدارسازيمقاله، پا نينشده است. ا بررسي کامل بطور هامانند اشباع محرک

 گناليمحدود بودن س لينُرم محدود است. به دل یکنترل دارا گناليصفرنشونده را در بردارد و در آن س هایينيقينا زا يکه منابع مختلف کنديم

 هایستمسي از ترمدل جامع کي یدر ابتدا برا ،يمحل یداريپا طي. به منظور استخراج شراباشديمقاله م نيمورد توجه ا يمحل یداريکنترل، پا

دلخواه  چيتحت هر قاعده سوئ يکاف طيشرا ،يمتوال چيدو سوئ نيچندگانه و حداقل زمان ماب اپانوفيتوابع ل کيبر اساس تكن ،ایضربه چيسوئ

 شتريبه هدف را ب يابيموجود، شانس دست یسراسر هایکيبوده که نسبت به تكن يبه صورت محل زيشده خود ن انيب طي. شراگردديارائه م

کوچک را  يبه اندازه کاف ييکران غا کيبه  ييمقاله همگرا نيچندگانه، ا اپانوفيدر توابع ل جيرا هایکيبرخلاف تكن ني. همچندنماييم

 طيمورد نظر اعمال شده و شرا ستميحاصل از مدل جامع به س جي. در ادامه، نتاباشنديرد نظر صفرنشونده ممو هایينيقيدر نظر دارد چرا که نا

کنترل  گناليس یبه پارامترها دنيبه منظور رس ن،ي. پس از اگردديم انيب يو دوخط يخط يسيماتر هاییبه شكل نامساو یداريپا يکاف

چند  انيبا ب ت،يشده است. در نها يمعرف سازینهيمسأله به کي ،ييکران غا نيو کوچكتر ييهمگرا هيناح نيبه همراه بزرگتر کنندهداريپا

 روش ارائه شده نشان داده شده است. ييمثال، کارا

 .با نُرم محدود یصفرنشونده، ورود ينيقيحالت، نا دبکيف ،يرخطيغ ایضربه چيسوئ ستميس ،يينما یداريپاکلمات کلیدی: 

Local stabilization for a class of nonlinear impulsive switched 

system with non-vanishing uncertainties under a norm-bounded 

control input 

Ghalehnoie M., Akbarzadeh-T. M.R., Pariz N. 

 

Abstract: Stability and stabilization of impulsive switched system have been considered in recent 

decades, but there are some issues that are not yet fully addressed such as actuator saturation. This 

paper deals with expo-nential stabilization for a class of nonlinear impulsive switched systems with 

different types of non-vanishing uncertainties under the norm-bounded control input. Due to the 

constrained control signal, the local stabilization is here considered. To establish local stabilization 

criteria, at first, based on multiple Lyapunov functions technique and minimum dwell-time approach, 

sufficient conditions for a more gen-eral model of impulsive switched systems are proposed. These 

conditions are also local which increases the chances of achieving the goals compared to existing 
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global techniques. Also, unlike conventional mul-tiple Lyapunov function techniques, this paper 

considers converging to a sufficient small ultimate bound because of non-vanishing property of the 

uncertainties. Secondly, the proposed conditions for the general model are applied to the given system 

and the sufficient stability conditions are formed into linear and bi-linear matrix inequalities. After 

these, to achieve the parameters of stabilizing control signal along with the largest convergence area 

and smallest ultimate bound, an optimization problem is proposed. Finally, some illustrative 

numerical examples are presented to demonstrate the proposed approach. 

 

Keywords: Exponential stability, Nonlinear impulsive switched systems, Non-vanishing 

uncertainty, Norm-bounded input, State feedback. 

 مقدمه -1

کاربردهای فراواني در مدلسازی  ۱ایهای سوئيچ ضربهامروزه سيستم

سازی فرآيندهای مدرن دارند که از آن جمله مي توان به تزريق و و شبيه

های [، رباتيک و سيستم4، ۳شناسي جمعيت ][، بوم2، ۱پخش دارو در بدن ]

باک  های[ و پايدارسازی مبدل7-۹های آشوب ][، سيستم6، 5مكانيكي ]

-هايي، به دليل در هم تنيدگي ديناميک[ اشاره نمود. رفتار چنين سيستم۱0]

-تر ميهای سنتي پيچيدههای پيوسته زمان و گسسته زمان، نسبت به سيستم

 [.۱2، ۱۱باشد ]

های در دهه اخير، محققان به مسائل بنيادين علم کنترل در سيستم

اند. در اغلب اين داشتهای توجه بخصوصي های ضربهسوئيچ و/يا سيستم

مطالعات، روش لياپانوف به عنوان يک ابزار قدرتمند جهت تحليل پايداری 

بندی است: )الف( تحت استفاده شده است که به دو گروه اصلي قابل طبقه

های سوئيچ محدود شده و هر قاعده سوئيچ دلخواه، )ب( تحت سيگنال

يچ دلخواه تنها زماني مقيد. واضح است که پايداری تحت هر قاعده سوئ

ها پايدار بوده و بتوان يک تابع کانديدای ممكن است که همه زيرسيستم

ای که حتي با وجود ها يافت بگونهلياپانوف مشترک برای همه زيرسيستم

ضربه در متغيرهای حالت، اين کانديدای لياپانوف روند کاهشي را نشان 

ای های سوئيچ ضربهيستمدهد. با اين اوصاف، پايداری و پايدارسازی س

 [.۱۳تحت هر سيگنال سوئيچ دلخواه همواره ممكن نخواهد بود ]

های سوئيچ وابسته به زمان را مطالعه در گروه دوم که غالباً سيگنال

های مختلفي مورد توجه قرار گرفته است. بطور مثال کنند، محدوديتمي

( برای بيان DT) 2[ زمان مابين دو سوئيچ متوالي۱4-۱7در مطالعاتي همانند ]

[ نيز ۱۸-2۳شود. همچنين در مواردی مانند ]شرايط پايداری مطالعه مي

( استفاده شده است. در ADT) ۳متوسط زمان مابين دو سوئيچ متوالي

(، MDADT) 4ر متوسط زمان سوئيچ وابسته به مدُ کاریتتكنيک پيشرفته

 
1 Impulsive switched systems 

2 Dwell-time 

3 Average dwell-time 

از متوسط زمان فعال بودن هر زيرسيستم برای بيان شرايط پايداری بهره 

های مبتني بر [. لازم به ذکر است که در روش24-26شود ]گرفته مي

حداقل زمان توقف )به عبارت ديگر حداقل زمان بين دو سوئيچ متوالي( 

شوند که برای هر يک از رويدادهای ای بيان ميمعمولاً شرايط بگونه

سوئيچ، روند کاهش تابع کانديدای لياپانوف در طول مدت فعال بودن 

زيرسيستم، نسبت به افزايش آن در زمان جهش بيشتر باشد. اين در حالي 

های مبتني بر ميانگين زمان توقف، ممكن است در يک است که برای روش

زيرسيستمِ فعال، کوتاه باشد و در طول اين  سوئيچ، ميزان توقف بر روی

مدت، ميزان کاهش در تابع لياپانوف از ميزان افزايش آن در لحظه سوئيچ 

بعدی کمتر گردد و در نتيجه شاهد افزايش در مقدار تابع لياپانوف باشيم. 

البته در کل دوره عملكرد سيستم، با توجه به ميانگين زمان توقف، روند 

های تابع لياپانوف کاهشي خواهد بود. بدين ترتيب، روشکلي در تغييرات 

-مبتني بر ميانگين زمان توقف، دارای محافظه کاری کمتری نسبت به روش

های مبتني بر حداقل زمان توقف هستند ولي بايد توجه داشت که در اين 

ها ممكن است برای لحظاتي به دليل افزايش در مقدار تابع کانديدای روش

سير حالت از مبدأ دور گردد. اين حالت هنگامي که ناحيه لياپانوف، م

باشد، برای متغيرهای حالت )ناشي از فيزيک مسأله( محدود مي 5اعتبار

های مبتني بر حداقل زمان توقف در اين موارد مطلوب نبوده و کاربرد روش

 تر است.معقولانه

محدود شده، پيدا کردن  های سوئيچدر مورد سيگنالاز طرف ديگر، 

کاری شديدی بر روی زمان يک تابع لياپانوف مشترک سبب اعمال محافظه

 6ها خواهد شد. در اين موارد، تكنيک توابع لياپانوف چندگانهسوئيچ

(MLF نتايج بهتری را در پي دارد. ايده اصلي در تكنيک )MLF  بر اين

پانوف مربوط به هر حقيقت استوار است که لزوماً نبايد کانديدای ليا

 . در نوع[27-2۹، 24] زيرسيستم همواره دارای مشتق زماني غيرمثبت باشد

توابع لياپانوف سنتي به کمک سيگنال سوئيچ با  MLFهای از روش خاصي

، 2۱، ۱۹] شوند تا يک تابع لياپانوف جديد توليد گردديكديگر ترکيب مي

4 Mode-dependent average dwell-time 

5 Region of validity 

6 Multiple Lyapunov Functions 
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 ۱شوندها تابع لياپانوف سوئيچ. ما اين تابع لياپانوف جديد ر[۳0-۳2، 25، 22

(SLFمي )های مبتني بر ناميم. در روشSLF هنگام فعال بودن يک ،

شود و در زمان زيرسيستم، تابع لياپانوف متناظر از سمت بالا محدود مي

 گردد.سوئيچ نيز ارتباط تابع لياپانوف جاری و تابع لياپانوف آتي بيان مي

قاعده سوئيچ غير قابل دستكاری بويژه زماني که  ،از ديدگاه عملي

کنترل پايدارکننده بسيار حائز اهميت است. در  سيگنالاست، طراحي يک 

، باشند. اولاًالذکر دارای دو محدوديت عمده مياين حيطه، مطالعات فوق

ها را در نظر ندارند. ثانياً شرايط پايداری اشباع محرک اين مطالعات غالب

اند که همانگونه که در پاراگراف يان شدهاستخراج شده بصورت سراسری ب

 کارانه خواهد بود.گردد اين عمل محافظهبعد بيان مي

های سوئيچ و های کمي در زمينه سيستمبر اساس مطالعات ما، فعاليت

ها را در نظر ای انجام شده است که موضوع اشباع محرکهای ضربهسيستم

های . به هر حال، چندين جنبه مهم از سيستم[۳۳-۳5، 20، ۱6] اندگرفته

ها نيز لحاظ شوند، در اين فعاليتسوئيچ که در عمل بطور همزمان ديده مي

سوئيچ، غيرخطي بودن  لحظاتنشده است. اين مسائل عبارتند از جهش در 

-، صفرنشونده بودن نايقينيهای خطي و غيرخطيها، نايقينيمدل زيرسيستم

گزارش [ ۳6و ] [۱6] محدود بودن نُرم سيگنال کنترل. همانگونه که در ، وها

دستيابي به سيگنال پايدارساز سراسری با بايد توجه داشت که شده است، 

علاوه بر اين، در بسياری های عملي مشكل است. نُرم محدود برای سيستم

برای از کاربردهای عملي، به دلايل فيزيكي و عملياتي، ناحيه اعتبار 

متغيرهای حالت محدود بوده و تعيين شرايط پايداری به صورت سراسری 

کاری است، چرا که ممكن است يک تابع به معني افزايش محافظه

کانديدای لياپانوف در يک ناحيه محدود شرايط لازم را برای اثبات 

پايداری برآورده نموده، درحالي که بر روی کل فضا اين شرايط برای آن 

، کافيست که شرايط پايداری/پايدارسازی اپانوف صادق نباشد. لذاتابع لي

استخراج شده تنها بر روی يک زيرفضای شامل نقطه تعادل برقرار باشند. 

نيز، بجای پايدارسازی سراسری، بر روی پايدارسازی محلي در اين مقاله 

ای تمرکز شده است که از جمله مهمترين وجه های سوئيچ ضربهسيستم

 .باشدها مياين مقاله با ساير فعاليتتمايز 

رم محدود برای کلاس خاصي از در اين مقاله، سيگنال کنترلي با نُ

ای غيرخطي تحت هر سيگنال سوئيچ محدود شده های سوئيچ ضربهسيستم

توان در چند روش را مياين های مختلف دلخواه ارائه شده است. جنبه

-ته شده انواع مختلفي از نايقينيبخش خلاصه نمود. )الف( مدل درنظر گرف

دهد. از آنجا که ها و اغتشاشات پارامتری و غيرپارامتری را پوشش مي

بجای همگرايي به ها صفرشونده نيستند، فرض شده است که اين نايقيني

به اندازه کافي کوچک که شامل  2غايي کرانهمگرايي به يک نقطه تعادل، 

 
1 Switched Lyapunov Function 

2 Ultimate bound 
3 S-Lemma 

-اين در حالي است که در اغلب فعاليت باشد.، مد نظر مياستنقطه تعادل 

های مشابه، همگرايي به مبدأ مورد توجه قرار گرفته و شرايط پايداری 

کارانه است )به عنوان استخراج شده است که در کاربردهای عملي محافظه

)ب( همانطور که بيان شد، به دليل  [ رجوع شود(.۳7، ۳6، 24نمونه به ]

های ناشي از مسائل فيزيكي و محدوديت کنترل رم سيگنالمحدود بودن نُ

، پايدارسازی محلي مورد توجه قرار دارد. بنابراين در ابتدا برای و عملياتي

که تنها بايد  اندای بيان شدهتر شرايط کافي پايداری بگونهيک مدل جامع

در يک زيرفضا شامل مبدأ برقرار باشند. اين ديدگاه محلي شانس بيشتری 

های سراسری سيدن به سيگنال کنترل مناسب نسبت به ديدگاهرا برای ر

ای مورد نظر تحت يک خواهد داشت. سپس، برای سيستم سوئيچ ضربه

 ۳اِس-لمسيگنال فيدبک حالت سوئيچ شونده، شرايط محلي فوق به کمک 

های ماتريسي خطي و دوخطي به صورت نامساوی 4مكمل شورلم و 

قاله به دليل ارائه شرايط به صورت محلي اگرچه اين م شوند.مي ازنويسيب

کاری کمتری نسبت به کارهای پيشين است ولي بايستي دارای محافظه

های اذعان نمود که بيان شرايط پايداری سراسری به صورت نامساوی

ماتريسي، با متغيرهای تصميم کمتری همراه خواهد بود که حل عددی آنها 

، ۱۸، ۱0نه شرايط پايداری بيان شده در ]نمايد )به عنوان نموتر ميرا راحت

)ج( از آنجا که اين شرايط در يک  [ را با اين مقاله مقايسه نماييد(.2۳

زيرفضای محلي دارای اعتبار هستند، به منظور تضمين نتايج استخراج شده، 

مسير حالت بايستي همواره درون اين زير فضا باقي بماند. لذا، در اينجا 

. )د( شودگرفته ميبهره  DTاز تكنيک مال نبوده و قابل اع ADTتكنيک 

های حالت بوده که ای از فيدبکسيگنال کنترل طراحي شده مجموعه

اند. به منظور تضمين محدود توسط قاعده سوئيچ با يكديگر ترکيب شده

رم محدود های حالت با نُرم سيگنال کنترل، هر يک از اين فيدبکبودن نُ

منظور دستيابي به حداکثر ناحيه همگرايي و حداقل  ( بههشوند. )طراحي مي

های روشغايي، يک مسأله بهينه سازی ارائه شده است که توسط  کران

مختلفي بر اساس اين ابزارهای جعبهقابل حل است.  5لاگرانژين افزوده

 PENBMIها توسعه داده شده است که در اين مقاله از جعبه ابزار روش

 [.۳۸گردد ]استفاده مي

، بيان 2. در بخش شودميادامه اين مقاله به اين صورت سازماندهي 

، در ۳. در بخش آيدميمسأله مورد نظر به همراه چندين تعريف و لم مفيد 

ابع لياپانوف برای يک ای از توشرايط کافي پايداری بر حسب مجموعه ابتدا

. در نهايت اين شرايط گرددميتبيين  تر نسبت به سيستم مورد نظرمدل جامع

های ماتريسي خطي و دوخطي به صورت نامساوی هدفبرای سيستم 

سازی برای رسيدن به شوند. همچنين يک مسأله بهينهبازنويسي مي

غايي را به  انکرپارامترهای کنترلي که حداکثر ناحيه همگرايي و حداقل 

مثال  چند ایسازی برگردد. نتايج شبيهدنبال دارد، در اين بخش ارائه مي

4 Schur Complement 

5 Augmented Lagrangian methods 
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 5گيری در بخش در نهايت، نتيجه آمده و 4در بخش عددی و کاربردی 

 .گيردصورت مي

-نمادهای استفاده شده در سرتاسر اين مقاله استاندارد مي نمادها:

𝐴با نماد  𝐴بت باشند. ماتريس معين )و يا نيمه( معين مث > 𝐴)و يا  0 ≥ 0 )

 𝐼و  0گردد. ماتريس صفر و ماتريس يكه واحد به ترتيب با مشخص مي

,ℰ(𝑃گون شود. همچنين بيضينشان داده مي 𝑟)  که در ارتباط با ماتريس

𝑃 > 𝑟و اسكالر  0 > 𝑥}باشد به صورت مي 0 ∈ ℝ𝑛: 𝑥𝑇𝑃𝑥 ≤ 𝑟}  تعريف

های ماتريسي بيانگر در نامساوی ”∗“گردد. افزون بر اين موارد، علامت مي

باشد. در نهايت بايد تأکيد نمود که اگر های متقارن در ماتريس ميبخش

باشد ها به صراحت بيان نشده است، فرض بر اين ميابعاد بعضي از ماتريس

 که ابعاد مناسبي برای اَعمال جبری دارند.

 بیان مسأله -2

ای غيرخطي زير مطالعه اين مقاله پايدارسازی سيستم سوئيچ ضربهدر 

های خطي و غيرخطي بوده و ورودی کنترل نايقينيشود. در اين سيستم مي

𝑢(𝑡) ∈ ℝ𝑚 ُتوان به صورت زير رم محدود است. اين مدل را ميدارای ن

 بيان نمود،

(۱) {
�̇�(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 𝜙𝑖(𝑡), 𝑡 ≠ 𝑡𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ+

𝑥(𝑡+) = 𝐶𝑖𝑥(𝑡), 𝑡 = 𝑡𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ+, 

 ،که در آن

𝑓𝑖(𝑡, 𝑥, 𝑢) = (𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖)𝑥 + 𝑓𝑐𝑖(𝑥) + (𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖)𝑢(𝑡), 

𝑘=1{𝑡𝑘} و
∞ ≔ {𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘 , …  لحظاتای اکيداً افزايشي از مجموعه {

 ضربه( است که توسط سيگنال سوئيچ) سوئيچ

𝜎(𝑡): ℝ+ → {1,2,… ,𝑚}, 

دهد. در ها را نشان ميتعداد زيرسيستم 𝑚شود. همچنين شكل داده مي

های ضربه، هنگامي که زيرسيستم جاری يه يک زيرسيستم ديگر زمان

𝑥(𝑡)نمايد، بردار حالت سوئيچ مي ∈ ℝ𝑛 بطور ناگهاني دچار جهش مي-

𝐶𝑖گردد. اين جهش مطابق با ماتريس ثابت و معلوم  ∈ ℝ𝑛×𝑛 صورت مي-

در لحظه ضربه از سمت  𝑥(𝑡)گيرد. فرض بر اين است که بردار حالت 

 ای که،چپ پيوسته است بگونه

𝑥(𝑡𝑘) = 𝑥(𝑡𝑘
−) = 𝑙𝑖𝑚𝜁→0+ 𝑥(𝑡𝑘 − 𝜁). 

𝐴𝑖های (، ماتريس۱در سيستم ) ∈ ℝ𝑛×𝑛  و𝐵𝑖 ∈ ℝ𝑛×𝑚  نيز معلوم و

𝑓𝑐𝑖(𝑥): ℝ𝑛تابع برداری  همچنين .شوندفرض ميثابت  → ℝ𝑛  بيانگر

فرض بر اين در اينجا باشد. مي 𝑖زيرسيستم های معلوم و غيرخطي ديناميک

𝑓𝑐𝑖(0)است که  = -معرفي 𝜙𝑖(𝑡)و  𝛥𝐴𝑖 ،𝛥𝐵𝑖باشد. علاوه بر اين موارد،  0

 𝑖ها و اغتشاشات ناشناخته برای زيرسيستم کننده انواع مختلفي از نايقيني

کنيم که حداقل زمان مابين دو هستند. در اين مقاله همچنين فرض مي

 
1 Lebesgue measureable 

شناخته شده است. اين زمان را به صورت زير تعريف  𝜏𝑚𝑖𝑛لي سوئيچ متوا

 کنيم،مي

(2) 𝜏𝑚𝑖𝑛 ≔ 𝑖𝑛𝑓
𝑘∈ℕ+

(𝑡𝑘 − 𝑡𝑘−1), 

 باشند.علاوه بر اين، فرضيات اساسي زير نيز در اين مقاله مفروض مي

 ( شكل زير را برآورده نمايند،۱در سيستم ) جملات نايقيني :1فرض 

[𝐴𝑖(𝑡) 𝐵𝑖(𝑡) 𝜙𝑖(𝑡)] = 𝐷𝑖𝐹𝑖(𝑡)[𝐸𝑎𝑖 𝐸𝑏𝑖 𝐸𝜙𝑖], 

 𝐹𝑖(𝑡)های ثابت معلوم بوده و ماتريس 𝐸𝜙𝑖و  𝐷𝑖 ،𝐸𝑎𝑖 ،𝐸𝑏𝑖که در آن 

های اين ماتريس متغير با يک ماتريس نامعلوم متغير با زمان است. المان

𝑡وده بطوری که برای هر ب ۱گلبپذير زمان، اتدازه ∈ ℝ+  شرط

𝐹𝑖
𝑇(𝑡)𝐹𝑖(𝑡) ≤ 𝐼 .برقرار است 

در فضای  𝑦و  𝑥برای هر بردار دلخواه  𝑓𝑐𝑖(𝑥)تابع برداری  :2فرض 

 همگرايي، شرط ليپ شيتز زير را برآورده نمايد،

‖𝑓𝑐𝑖(𝑥) − 𝑓𝑐𝑖(𝑦)‖ ≤ ‖𝑀𝑖(𝑥 − 𝑦)‖, 

باشد. با استفاده از ثابت با ابعاد مناسب مي يک ماتريس 𝑀𝑖که در آن 

 شرط فوق داريم،

𝑓𝑐𝑖(𝑥)𝑇𝑓𝑐𝑖(𝑥) = ‖𝑓𝑐𝑖(𝑥)‖ ≤ ‖𝑀𝑖𝑥‖ = 𝑥𝑇𝑀𝑖
𝑇𝑀𝑖𝑥. 

پيش از توسعه نتايج اصلي، در اين قسمت چندين لم و تعريف بنيادين 

ها و تعاريف برای بيان نتايج اصلي و اثبات شود. در ادامه از اين لمارائه مي

 گردد.تفاده ميقضايا اس

را درنظر بگيريد. فرض کنيد  𝑆3و  𝑆1 ،𝑆2های حقيقي [: ماتريس۳۹] 1لم 

يک ماتريس معين مثبت  𝑆3ها مناسب باشند. اگر که ابعاد اين ماتريس

𝜁حقيقي متقارن باشد، آنگاه به ازای هر اسكالر حقيقي  > ، نامساوی زير 0

 برقرار است،

𝑆1
𝑇𝑆2 + 𝑆2

𝑇𝑆1 ≤ 𝜁𝑆1
𝑇𝑆3𝑆1 + 𝜁−1𝑆2

𝑇𝑆3
−1𝑆2. 

را با ابعاد مناسب در نظر بگيريد. اگر  𝐹و  𝐷 ،𝐸های [: ماتريس40] 2لم 

𝐹𝑇𝐹 ≤ 𝐼  باشد آنگاه برای هر اسكالر𝛾 >  نامساوی زير برقرار است، 0

𝐷𝐹𝐸 + 𝐸𝑇𝐹𝑇𝐷𝑇 ≤ 𝛾𝐷𝐷𝑇 + 𝛾−1𝐸𝑇𝐸. 

 𝐷و  𝐴 ،𝐵 ،𝐶های [(: فرض کنيد که ماتريس4۱)لم مكمل شور در ] 3لم 

𝑛به ترتيب دارای ابعاد  × 𝑛 ،𝑛 × 𝑝 ،𝑝 × 𝑛  و𝑝 × 𝑝  باشند. همچنين فرض

 پذير باشد. ماتريس زير را در نظر بگيريد،معكوس 𝐷کنيد که ماتريس 

𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]. 

𝐴، ماتريس 𝑀از ماتريس  𝐷مكمل شور متناسب با بلوک  − 𝐵𝐷−1𝐶  است

𝑛که دارای ابعاد  × 𝑛 باشد. فرض کنيد که ماتريس مي𝐷  .معين مثبت باشد

در  𝐷معين مثبت است اگر و تنها اگر مكمل شور بلوک  𝑀آنگاه ماتريس 

 ، معين مثبت باشد.𝑀ماتريس 
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𝑛با ابعاد  𝐴𝑖های حقيقي ماتريس (:[۳6اِس در ]-لم) 4لم  × 𝑛  را در نظر

𝑖بگيريد که در آن  ∈ {0,… ,𝑚}  است. تابع𝑓𝑖(𝑥) = 𝑥𝑇𝐴𝑖𝑥  را تعريف

𝑥کنيد که در آن  ∈ ℝ𝑛 باشد. همچنين فرض کنيد که اسكالرهای مي

𝜇، بردار حقيقي 𝛼𝑖حقيقي  ∈ ℝ𝑚  و بردار𝑥0 ∈ ℝ𝑛 ای وجود دارند بگونه

∑که  𝜇𝑖𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1 > 𝑓𝑖(𝑥و  0

0) < 𝛼𝑖 .آنگاه برای هر  برقرار باشند𝑥 ∈ 𝛺 ≔

{𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑓1(𝑥) ≤ 𝛼1, … , 𝑓𝑚(𝑥) < 𝛼𝑚} گزاره ،𝑓0(𝑥) ≤ 𝛼0  برقرار

𝜏1است اگر و تنها اگر اسكالرهای حقيقي  ≥ 0 ،𝜏2 ≥ 𝜏𝑚، ... و 0 ≥ 0 

 وجود داشته باشد بطوری که،

𝛼0 − 𝜏1𝛼1 − 𝜏2𝛼2 − ⋯− 𝜏𝑚𝛼𝑚 ≥ 0, 
𝜏1𝐴1 + 𝜏2𝐴2 + ⋯+ 𝜏𝑚𝐴𝑚 − 𝐴0 ≥ 0. 

𝑉(𝑥(𝑡)): ℝ𝑛کانديدای تابع لياپانوف تعریف:  → ℝ>0  را تابع لياپانوف

𝑟لر حقيقي مثبت ناميم اگر به ازای هر اسكابسته مي > ، مجموعه تعريف 0

 شده زير بسته باشد،

𝜐(𝑉, 𝑟) ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝑉(𝑥) ≤ 𝑟}. 

𝑉را با نماد  𝑉بسته بودن تابع لياپانوف  ∈ 𝜐𝑐 دهيم که در آن نمايش مي𝜐𝑐 

 باشد.مجموعه همه توابع لياپانوف بسته مي

 نتایج اصلی -3

يداری نمايي غايي برای يک در اين بخش، در ابتدا شرايط کافي پا

شود. مدل اين ارائه مي (۱تر نسبت به سيستم )جامعای سوئيچ ضربهسيستم 

 سيستم به صورت زير است،

(۳) {
�̇�(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑥(𝑡)), 𝑡 ≠ 𝑡𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ+

𝑥(𝑡+) = 𝑔𝑖(𝑥(𝑡)), 𝑡 = 𝑡𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ+
, 

ه های پيوسته زمان و گسستبه ترتيب بيانگر ديناميک 𝑔𝑖و  𝑓𝑖که در آن توابع 

. در اينجا نيز فرض بر اين است که سيگنال باشدميزمان در زيرسيستم فعال 

بر اين سيستم  𝜏𝑚𝑖𝑛با حداقل زمان مابين دو سوئيچ متوالي  𝜎(𝑡)سوئيچ 

و اثبات  (۳شرايط کافي پايداری برای سيستم ) بيانباشد. پس از حاکم مي

( که در آن سيگنال کنترل يک ۱، اين شرايط به سيستم مورد نظر )آن

. در نهايت، به منظور گرددباشد، اعمال ميرم محدود ميفيدبک حالت با نُ

غايي تحت چنين  کراندستيابي به حداکثر ناحيه پايداری و کمترين 

گردد. با حل اين مسأله سازی تعريف ميسيگنال کنترلي، يک مسأله بهينه

نيز  کننده، پارامترهای کنترلسازی علاوه بر رسيدن به اهداف مذکورنهبهي

 شود.تعيين مي

0 های حقيقياسكالر :1قضیه  < 𝛿 < 𝑟  را در نظر بگيريد. فرض کنيد که

𝑉𝑖ای از توابع لياپانوف بسته مجموعه ∈ 𝜐𝑐  به همراه اسكالرهای حقيقي

𝜌 ،𝜇مثبت  ≥ ′𝛿و  1 > 𝛿  های زير ای که نامساویبگونهوجود داشته باشد

𝑖به ازای هر  ≠ 𝑗 ∈ {1,2,… ,𝑚} ،برقرار باشند 

(4) 𝑉�̇� ≤ −𝜌𝑉𝑖 , ∀𝑥 ∈ 𝜐(𝑉𝑖 , 𝑟)\𝜐(𝑉𝑖 , 𝛿), 

(5) 𝑉𝑗(𝑡𝑘
+) ≤ 𝜇𝑉𝑖(𝑡𝑘),∀𝑥 ∈ 𝜐(𝑉𝑖 , 𝑟) \𝜐(𝑉𝑖 , 𝛿), 

(6) 𝑉𝑗(𝑡𝑘
+) ≤ 𝛿′, ∀𝑥 ∈ 𝜐(𝑉𝑖 , 𝛿), 

(7) 𝜌 − 𝑙𝑛 𝜇 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄ > 0, 

( تعريف شده است. بدين ترتيب، به ازای هر شرط اوليه 2در ) 𝜏𝑚𝑖𝑛که 

𝑥0 ∈ 𝛺𝑐 ≔ ⋂ 𝜐(𝑉𝑖, 𝑟)
𝑚
𝑖=1  ، غايي  کران( به ۳سيستم )مسير حالت در

𝛺𝑓 ≔ ⋃ 𝜐(𝑉𝑖 , 𝛿
′)𝑚

𝑖=1 همگرا خواهد شد. 

𝑥0دهيم که به ازای هر در ابتدا نشان مي برهان: ∈ Ω𝑐مسير حالت ، 

در بازه که فرض کنيد ين منظور برای اباقي خواهد ماند.  Ω𝑐درون فضای 

,𝑡0]زماني  𝑡1] زير سيستم ،𝑖  ( خواهيم داشت،4اشد. با توجه به شرط )بفعال 

𝑉𝑖(𝑡) ≤ 𝑉𝑖(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡 − 𝑡0)) , ∀𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]. 

 داريم، 𝑡1بنابراين در لحظه 

𝑉𝑖(𝑡1) ≤ 𝑉𝑖(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡1 − 𝑡0)) ≤ 𝑟 exp(−𝜌𝜏𝑚𝑖𝑛), 

خواهد بود. همچنين فرض کنيد که در  𝑟تر از که يقيناً مقداری کوچک

 ( داريم،5سوئيچ کند. مطابق ) 𝑗به زيرسيستم  𝑖زيرسيستم  ،𝑡1لحظه 

𝑉𝑗(𝑡1
+) ≤ 𝜇𝑉𝑖(𝑡1) ≤ 𝜇𝑟 exp(−𝜌𝜏𝑚𝑖𝑛). 

𝜇( مقدار 7از آنجايي که بر اساس ) exp(−𝜌𝜏𝑚𝑖𝑛) کمتر از يک مي-

 توان نتيجه گرفت که،باشد، مي

𝑉𝑗(𝑡1
+) ≤ 𝑟. 

𝑡𝑘)های زماني با ادامه اين روند برای ساير بازه , 𝑡𝑘+1] بيان توان مي

 باقي خواهد ماند. Ω𝑐که مسير حالت درون  نمود

، مسير 𝑖دهيم که اگر در زمان فعال بودن زيرسيستم حال نشان مي

𝜐(𝑉𝑖حالت به  , 𝛿)  همگرا شود، پس از آن هرگز ازΩ𝑓  .خارج نخواهد شد

𝑡𝑘)ض کنيد که اين رويداد در بازه زماني فربرای اين منظور  , 𝑡𝑘+1]  رخ

(، مسير حالت تا پايان 4و شرط ) 𝑉𝑖دهد. با توجه به بسته بودن تابع لياپانوف 

𝜐(𝑉𝑖زمان فعال بودن اين زيرسيستم، درون  , 𝛿) ( 5باقي خواهد ماند. شرط )

𝜐(𝑉𝑗کند که مسير حالت پس از جهش درون زيرفضای الزام مي , 𝛿
رار ق (′

(، مقدار تابع لياپانوف در طول بازه فعال بودن 4بگيرد. به دليل شرط )

کاهش خواهد يافت. حال اگر در اين مدت مسير حالت به بازه  𝑗زيرسيستم 

𝜐(𝑉𝑗 , 𝛿) ي که زير سيستم همگرا شود درون آن باقي خواهد ماند تا زمان

همين روال را به دنبال خواهد داشت. ولي اگر مسير  بعدی فعال شود که

)يعني در طول بازه زماني  𝑗حالت در طول فعال بودن زيرسيستم 

(𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘+2] به زيرفضای )𝜐(𝑉𝑗 , 𝛿) ( 4همگرا نگردد، مطابق شرط ) به

𝑡ازای هر  ∈ (𝑡𝑘+1, 𝑡𝑘+2] ،خواهيم داشت 

𝑉𝑗(𝑡) ≤ 𝑉𝑗(𝑡𝑘+1
+ ) exp(−𝜌(𝑡 − 𝑡𝑘+1)) ≤ 𝛿′ exp(−𝜌(𝑡 − 𝑡𝑘+1)). 

 داريم، 𝑡𝑘+2بنابراين در لحظه 

𝑉𝑗(𝑡𝑘+2) ≤ 𝛿′ exp(−𝜌(𝑡𝑘+2 − 𝑡𝑘+1)) ≤ 𝛿′ exp(−𝜌𝜏𝑚𝑖𝑛). 

کند که مقدار تابع لياپانوف برای زيرسيستم ( تضمين مي7( و )6شرط )

𝑡𝑘+2بعدی در لحظه 
توان نتيجه گرفت که باشد. لذا در کل مي ′𝛿کمتر از  +

𝜐(𝑉𝑖، مسير حالت به 𝑖اگر در طول فعال بودن زيرسيستم  , 𝛿)  ،همگرا شود

 ماند.باقي مي Ω𝑓های آتي درون مسير حالت برای زمان
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در نهايت قصد داريم نشان دهيم که مسير حالت به ازای هر مقدار 

𝑥0اوليه  ∈ Ω𝑐 تابع  به صورت نمايي کاهش خواهد داشت. برای اين منظور

 لياپانوف زير را در نظر بگيريد،

𝑉(𝑡) = 𝑉𝜎(𝑡)(𝑡). 

𝑡(، به ازای 4بر اساس ) ∈ [𝑡0, 𝑡1] ،داريم 

𝑉(𝑡) ≤ 𝑉(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡 − 𝑡0)). 

𝑡لذا برای  = 𝑡1 ،خواهيم داشت 

𝑉(𝑡1) ≤ 𝑉(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡1 − 𝑡0)), 

 توان نتيجه گرفت که،( مي5و بر اساس )

(۸) 𝑉(𝑡1
+) ≤ 𝜇𝑉(𝑡1) ≤ 𝜇𝑉(𝑡0) 𝑒𝑥𝑝(−𝜌(𝑡1 − 𝑡0)). 

,𝑡1)برای بازه زماني  𝑡2] ( داريم،4مطابق با ) 

𝑉(𝑡) ≤ 𝑉(𝑡1
+) exp(−𝜌(𝑡 − 𝑡1)). 

 ( در نامساوی فوق خواهيم داشت،۸با جايگذاری )

𝑉(𝑡) ≤ 𝜇𝑉(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡1 − 𝑡0)) exp(−𝜌(𝑡 − 𝑡1))

= 𝜇𝑉(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡 − 𝑡0)), 

 و در نتيجه داريم،

𝑉(𝑡2) ≤ 𝜇𝑉(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡2 − 𝑡0)). 

 رساند،نامساوی زير مي( ما را به 5عبارت فوق و شرط )

𝑉(𝑡2
+) ≤ 𝜇𝑉(𝑡2) ≤ 𝜇2𝑉(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡2 − 𝑡0)). 

توان نتيجه گرفت که به های زماني ميبا ادامه اين روند برای ساير بازه

𝑡ازای هر  ∈ (𝑡𝑘 , 𝑡𝑘+1] ،داريم 

𝑉(𝑡) ≤ 𝜇𝑘𝑉(𝑡0) exp(−𝜌(𝑡 − 𝑡0))

= 𝑉(𝑡0) exp(−(𝜌 −
𝑘

𝑡 − 𝑡0
ln 𝜇) (𝑡 − 𝑡0))

≤ 𝑉(𝑡0) exp(−(𝜌 −
𝑘

𝑡𝑘 − 𝑡0
ln 𝜇) (𝑡 − 𝑡0)). 

 ،توان بيان کرد کهمي( 2ديگر مطابق تعريف ) از طرف

𝑡𝑘 − 𝑡0
𝑘

≥ 𝜏𝑚𝑖𝑛. 

 توان گفت که،در نتيجه مي

(۹) 𝑉(𝑡) ≤ 𝑉(𝑡0) 𝑒𝑥𝑝 (−(𝜌 −
𝑙𝑛 𝜇

𝜏𝑚𝑖𝑛
) (𝑡 − 𝑡0)). 

توان نتيجه گرفت که تابع لياپانوف به صورت ( مي7با توجه به شرط )

𝜌نمايي و با نرخ  − ln𝜇 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄  کاهش خواهد داشت. بدين ترتيب اثبات

 شود.کامل مي

 

)برای نمونه به  وجود دارد ي مشابههاياثباتدر منابع مختلفي : 1 توضیح

های فاحشي نيز با مورد بيان ها تفاوت. البته اين اثبات[ رجوع شود(۳6، 24]

های مشابه، پايداری دارند که عبارتند از: )الف( در اثبات ۱شده در قضيه 

شود. ( در آنها ديده نمي6باشد، لذا شرطي همانند شرط )به مبدأ مد نظر مي

برای همگرايي غايي منظور شده است چرا  ۱( در قضيه 6در حقيقت شرط )

صفرنشونده درنظر گرفته شده است. )ب(  های( نايقيني۳که در سيستم )

شرايط بيان شده در منابع موجود غالباً سراسری بوده ولي در اينجا ما 

ايم که تنها کافي است به صورت محلي برقرار باشند. شرايطي را بيان نموده

دهيم که مسير حالت هيچگاه از اين لذا در ابتدای اثبات قضيه نشان مي

 اهد شد.زيرفضای محلي خارج نخو

گاه مسير حالت از به منظور اينكه اطمينان حاصل کنيم که هيچ :2 توضیح

شوند، از حداقل زمان مابين دو سوئيچ زيرفضاهای تعريف شده خارج نمي

قابل  MDADTو  ADTهای مبتني بر متوالي بهره گرفته شده است و روش

 باشند.استفاده نمي

)که همان  (۱ای سيستم )بر ۱، شرايط بيان شده در قضيه در ادامه

برای اين منظور، . شودبازنويسي مي سيستم مورد نظر اين مقاله است(

 سيگنال کنترل زير را درنظر بگيريد،

(۱0) 𝑢(𝑡) = 𝑢𝜎(𝑡), 

𝑢𝑖که در آن  = −𝐾𝑖𝑥 است که مناسبي فيدبک حالت های کنترل سيگنال

بر اساس  به عبارت ديگر، .نمايدعمل مي 𝑖در زمان فعال بودن زيرسيستم 

 𝑖زماني فعال است که زيرسيستم  𝑢𝑖، سيگنال کنترل 𝜎(𝑡)سيگنال سوئيچ 

𝑉𝑖 مربعي، تابع لياپانوف علاوه بر اين. را ببينيد( ۱)شكل  فعال باشد =

𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥  را درنظر بگيريد که در آن𝑃𝑖 > يک ماتريس معين مثبت مناسب  0

فعال است  𝑖ي که زيرسيستم باشد. مشتق زماني اين تابع لياپانوف هنگاممي

𝜎(𝑡))يعني زماني که  = 𝑖 عبارت است از،خواهد بود ) 

𝑉�̇� = �̇�𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖�̇�

= ((𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖)𝑥 + 𝑓𝑐𝑖 + (𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖)𝑢𝑖 + 𝜙𝑖)
𝑇
𝑃𝑖𝑥

+ 𝑥𝑇𝑃𝑖((𝐴𝑖 + 𝛥𝐴𝑖)𝑥 + 𝑓𝑐𝑖 + (𝐵𝑖 + 𝛥𝐵𝑖)𝑢𝑖 + 𝜙𝑖), 

است. ساختار  𝑖مربوط به زيرسيستم  هاینايقيني 𝜙𝑖و  Δ𝐴𝑖 ،Δ𝐵𝑖که در آن 

اين بايستي يادآور شد که در تعريف شده است.  ۱در فرض ها اين نايقيني

𝑢𝑖سيگنال کنترل  ،مدت = −𝐾𝑖𝑥 داريم . بدين ترتيبنمايدعمل مي، 

(۱۱) 𝑉�̇� = 𝑥𝑇(𝐴𝑖
𝑇𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖)𝑥 + Υ𝑖, 

 که در آن،

 .ای: طرح کنترلي پيشنهادی برای يک سيستم سوئيچ ضربه۱شكل 
 

Impulsive 

Subsys. 1 

Impulsive 

Subsys. 2 

Impulsive 

Subsys. m 

 کننده سوئیچ شوندهکنترل سیستم سوئیچ

𝝈(𝒕) 

𝒖𝟏 = 𝑲𝟏𝒙 

𝒖𝟐 = 𝑲𝟐𝒙 

𝒖𝒎 = 𝑲𝒎𝒙 

𝒙(𝒕) 
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Υ𝑖 = 𝑓𝑐𝑖
𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝑓𝑐𝑖 + 𝑥𝑇𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝐹𝑖
𝑇𝐷𝑖

𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑎𝑖𝑥
+ (−𝑥)𝑇𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖(−𝑥)

+ 𝐸𝜙𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝜙𝑖 . 

توان عبارت فوق را به فرم مي 2خش بهای بيان شده در با استفاده از لم

ای ( را به صورت پاره4توان شرط )بازنويسي نمود. بدين ترتيب مي مربعي

عنوان مثال، با استفاده  . بهکردهای ماتريسي دوخطي بازنويسي از نامساوی

 ،۱از لم 

𝑓𝑐𝑖
𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝑓𝑐𝑖 ≤ 𝜁𝑖𝑥

𝑇𝑃𝑖𝑃𝑖𝑥 + 𝜁𝑖
−1𝑓𝑐𝑖

𝑇𝑓𝑐𝑖, 

 يم،دار 2و سپس فرض 

(۱2) 𝑓𝑐𝑖
𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝑓𝑐𝑖 ≤ 𝑥𝑇(𝜁𝑖𝑃𝑖𝑃𝑖 + 𝜁𝑖

−1𝑀𝑖
𝑇𝑀𝑖)𝑥, 

شيتز ماتريس ثوابت ليپ 𝑀𝑖يک اسكالر حقيقي مثبت بوده و  𝜁𝑖که در آن 

توانيم ، مي2باشد. بعلاوه، با استفاده از لم مي 𝑓𝑐𝑖مربوط به تابع برداری 

 زير را بدست آوريم، هاینامساوی

(۱۳) 𝐸𝜙𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝜙𝑖 ≤ 𝛾𝜙𝑖𝑥

𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑖𝑥 +

𝛾𝜙𝑖
−1𝐸𝜙𝑖

𝑇 𝐸𝜙𝑖 , 
(۱4) 𝑥𝑇𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝐹𝑖
𝑇𝐷𝑖

𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑎𝑖𝑥 ≤ 𝛾𝑎𝑖𝑥
𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐷𝑖

𝑇𝑃𝑖𝑥 +

𝛾𝑎𝑖
−1𝑥𝑇𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝐸𝑎𝑖𝑥, 
(۱5) (−𝑥)𝑇𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐹𝑖

𝑇𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝑥𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐹𝑖𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖(−𝑥) ≤

𝛾𝑏𝑖𝑥
𝑇𝑃𝑖𝐷𝑖𝐷𝑖

𝑇𝑃𝑖𝑥 + 𝛾𝑏𝑖
−1𝑥𝑇𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖𝑥, 

باشند. با جايگذاری اسكالرهای حقيقي مثبت مي 𝛾𝜙𝑖و  𝛾𝑎𝑖 ،𝛾𝑏𝑖که در آن 

 ( داريم،۱۱( در )۱5( الي )۱2)

𝑉�̇� ≤ 𝑥𝑇(𝐴𝑖
𝑇𝑃 + 𝑃𝐴𝑖 − 𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇𝑃 − 𝑃𝐵𝑖𝐾𝑖 + 𝜁𝑖𝑃𝑃 + 𝜁𝑖

−1𝑀𝑖
𝑇𝑀𝑖

+ 𝛾𝜙𝑖𝑃𝐷𝑖𝐷𝑖
𝑇𝑃 + 𝛾𝑎𝑖𝑃𝐷𝑖𝐷𝑖

𝑇𝑃 + 𝛾𝑏𝑖𝑃𝐷𝑖𝐷𝑖
𝑇𝑃 + 𝛾𝑎𝑖

−1𝐸𝑎𝑖
𝑇 𝐸𝑎𝑖

+ 𝛾𝑏𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖)𝑥 + 𝛾𝜙𝑖

−1𝐸𝜙𝑖
𝑇 𝐸𝜙𝑖 . 

𝑥(، بايد به ازای هر 4مطابق ) ∈ 𝛺𝑖 ≔ ℰ(𝑃𝑖 , 𝑟)\ℰ(𝑃𝑖 , 𝛿) =

{𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥 ≤ 𝑟, 𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥 ≥ 𝛿} ،شرط زير برقرار باشد 

𝑉�̇� ≤ −𝜌𝑉𝑖 = −𝜌𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥. 

𝑥ی هر ااگر به از ∈ 𝛺𝑖  ،نيزنامساوی فوق يقيناً شرط زير برقرار باشد 

 معتبر خواهد بود،

𝑥𝑇(𝐴𝑖
𝑇𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 + 𝜁𝑖𝑃𝑖𝑃𝑖 + 𝜁𝑖

−1𝑀𝑖
𝑇𝑀𝑖

+ (𝛾𝜙𝑖 + 𝛾𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖)𝑃𝑖𝐷𝑖𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑖 + 𝛾𝑎𝑖

−1𝐸𝑎𝑖
𝑇 𝐸𝑎𝑖

+ 𝛾𝑏𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖 + 𝜌𝑃𝑖)𝑥 ≤ −𝛾𝜙𝑖

−1𝐸𝜙𝑖
𝑇 𝐸𝜙𝑖 . 

، شرط فوق برقرار است اگر اسكالرهای حقيقي مثبت اِس-لمبر اساس 

𝜏𝑖
𝜏𝑖و  1
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(۱6) −𝛾𝜙𝑖
−1𝐸𝜙𝑖

𝑇 𝐸𝜙𝑖 − 𝜏𝑖
1𝑟 + 𝜏𝑖

2𝛿 ≥ 0, 

(۱7) 𝜏𝑖
1𝑃𝑖 − 𝜏𝑖

2𝑃𝑖 − (𝐴𝑖
𝑇𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖 + 𝜁𝑖𝑃𝑖𝑃𝑖 +

𝜁𝑖
−1𝑀𝑖

𝑇𝑀𝑖 + (𝛾𝜙𝑖 + 𝛾𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖)𝑃𝑖𝐷𝑖𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑖 + 𝛾𝑎𝑖

−1𝐸𝑎𝑖
𝑇 𝐸𝑎𝑖 +

𝛾𝑏𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇 𝐸𝑏𝑖𝐾𝑖 + 𝜌𝑃𝑖) ≥ 0. 

-( معادل نامساوی ماتريسي زير مي۱6مكمل شور، رابطه )بر اساس 

 باشد،

(۱۸) [
−𝜏𝑖

1𝑟 + 𝜏𝑖
2𝛿 𝐸𝜙𝑖

𝑇

∗ 𝛾𝜙𝑖𝐼
] ≥ 0, 

 ( را به صورت زير بازنويسي نمود،۱7توان رابطه )همچنين مي

[

Ψ𝑖 𝑀𝑖
𝑇 𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝐾𝑖
𝑇𝐸𝑏𝑖

𝑇

∗ 𝜁𝑖𝐼 0 0
∗ ∗ 𝛾𝑎𝑖𝐼 0
∗ ∗ ∗ 𝛾𝑏𝑖𝐼

] ≥ 0, 

 که در آن،

Ψ𝑖 = 𝜏𝑖
1𝑃𝑖 − 𝜏𝑖

2𝑃𝑖 − 𝐴𝑖
𝑇𝑃𝑖 − 𝑃𝑖𝐴𝑖 − 𝜌𝑃𝑖 + 𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇𝑃𝑖 + 𝑃𝑖𝐵𝑖𝐾𝑖

− 𝜁𝑖𝑃𝑖𝑃𝑖 − (𝛾𝜙𝑖 + 𝛾𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖)𝑃𝑖𝐷𝑖𝐷𝑖
𝑇𝑃𝑖. 

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑃𝑖با ضرب ماتريس 
−1, 𝐼, 𝐼, 𝐼)  از سمت چپ و راست در

 نامساوی ماتريسي فوق، خواهيم داشت،

(۱۹) [

𝜓𝑖 𝑃𝑖
−1𝑀𝑖

𝑇 𝑃𝑖
−1𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝑃𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝐸𝑏𝑖
𝑇

∗ 𝜁𝑖𝐼 0 0
∗ ∗ 𝛾𝑎𝑖𝐼 0
∗ ∗ ∗ 𝛾𝑏𝑖𝐼

] ≥ 0, 

 که در آن،

𝜓𝑖 = 𝜏𝑖
1𝑃𝑖

−1 − 𝜏𝑖
2𝑃𝑖

−1 − 𝑃𝑖
−1𝐴𝑖

𝑇 − 𝐴𝑖𝑃𝑖
−1 − 𝜌𝑃𝑖

−1 + 𝑃𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇

+ 𝐵𝑖𝐾𝑖𝑃𝑖
−1 − 𝜁𝑖 − (𝛾𝜙𝑖 + 𝛾𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖)𝐷𝑖

𝑇𝐷𝑖 . 

( 4( برقرار باشند، شرط )۱۹( و )۱۸های )بطور خلاصه، اگر نامساوی

-( را نيز مي5) شرطای مشابه، برقرارخواهد بود. در کنار اين موارد، بگونه

های ماتريسي بيان نمود. برای اين منظور، از تابع توان به صورت نامساوی

𝑉𝑖لياپانوف  = 𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥 ( داريم،5و شرط ) 

𝑥𝑇(𝑡𝑘
+)𝑃𝑗𝑥(𝑡𝑘

+) ≤ 𝜇𝑥𝑇(𝑡𝑘)𝑃𝑖𝑥(𝑡𝑘), ∀𝑥 ∈ ℰ(𝑃𝑖 , 𝑟)\ℰ(𝑃𝑖 , 𝛿). 

توان به ، رابطه فوق را مي𝑖ع جهش مربوط به زيرسيستم به کمک تاب

 صورت زير بازنويسي نمود،

𝑥𝑇(𝑡𝑘)(𝐶𝑖
𝑇𝑃𝑗𝐶𝑖 − 𝜇𝑃𝑖)𝑥(𝑡𝑘) ≤ 0, ∀𝑥 ∈ ℰ(𝑃𝑖, 𝑟)\ℰ(𝑃𝑖, 𝛿). 

، رابطه فوق برقرار است اگر اسكالرهای اِس-لممجدداً بر اساس 

𝜏𝑖𝑗حقيقي مثبت 
𝜏𝑖𝑗و  3

 ای که،وجود داشته باشند بگونه 4

(20) −𝜏𝑖𝑗
3 𝑟 + 𝜏𝑖𝑗

4 𝛿 ≥ 0, 

(2۱) 𝜏𝑖𝑗
3 𝑃𝑖 − 𝜏𝑖𝑗

4 𝑃𝑖 − (𝐶𝑖
𝑇𝑃𝑗𝐶𝑖 − 𝜇𝑃𝑖) ≥ 0. 

( و سپس ضرب کردن 2۱شور برای رابطه ) مكملبا استفاده از 

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑃𝑖ماتريس 
−1, 𝐼)  مكملاز سمت چپ و راست در ماتريس حاصل از 

 شور، خواهيم داشت،

(22) [
𝜏𝑖𝑗

3 𝑃𝑖
−1 − 𝜏𝑖𝑗

4 𝑃𝑖
−1 + 𝜇𝑃𝑖

−1 𝑃𝑖
−1𝐶𝑖

𝑇

∗ 𝑃𝑗
−1 ] ≥ 0. 

( 6توان استدلال کرد که شرط )مي اِس-لمبطور مشابه، با استفاده از 

𝜏𝑖𝑗نيز برقرار است اگر اسكالر حقيقي مثبت 
 ایوجود داشته باشد بگونه 5

 که،

(2۳) 𝛿′ − 𝜏𝑖𝑗
5 𝛿 ≥ 0, 

(24) 𝜏𝑖𝑗
5 𝑃𝑖 − 𝐶𝑖

𝑇𝑃𝑗𝐶𝑖 ≥ 0. 

در ماتريس حاصل شور و ضرب کردن  مكملمجدداً با اعمال 

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑃𝑖
−1, 𝐼)، ( را مي24رابطه )،توان به صورت زير بازنويسي کرد 

 [
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(25) [
𝜏𝑖𝑗

5 𝑃𝑖
−1 𝑃𝑖

−1𝐶𝑖
𝑇

∗ 𝑃𝑗
−1 ] ≥ 0. 

توان به را مي ۱همه شرايط قضيه  ،(۱بدين ترتيب برای سيستم )

همانطور که های ماتريسي خطي و دوخطي بازگو کرد. صورت نامساوی

( مورد توجه ۱0برای اين منظور سيگنال کنترل )در بحث فوق ديده شد، 

قرار گرفت. بهرحال بايد توجه داشت که هدف اصلي اين مقاله طراحي 

ر انتها شرايطي را بنيان خواهيم باشد. لذا، درم محدود ميکنترل کننده با نُ

رم سيگنال کنترل تحت آن شرايط تضمين شود. گذاشت که محدود بودن نُ

 به عبارت ديگر تحت اين شرايط خواهيم داشت،

‖𝑢‖2 = 𝑢𝑇𝑢 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥
2 , 

-باشد. مجدداً يادآوری مييک اسكالر حقيقي مثبت مي 𝑢𝑚𝑎𝑥که در آن 

ها، فعال بودن هر يک از زيرسيستم در زمان ،۱شود که مطابق برهان قضيه 

-گون مربوطه باقي خواهد ماند. بطور مثال اگر زيرمسير حالت درون بيضي

ℰ(𝑃𝑖فعال باشد، مسير حالت درون  𝑖سيستم  , 𝑟)  باقي خواهد ماند. از آنجايي

𝑢که در طول اين مدت داريم  = 𝑢𝑖 = −𝐾𝑖𝑥 لذا بايستي عبارت زير برای ،

𝑖هر  ∈ {1,2,… ,𝑚} ،برقرار باشد 

‖𝑢𝑖‖
2 = 𝑢𝑖

𝑇𝑢𝑖 = 𝑥𝑇𝐾𝑖
𝑇𝐾𝑖𝑥 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥

2 , ∀𝑥 ∈ ℰ(𝑃𝑖 , 𝑟). 

 به نامساوی فوق خواهيم داشت، اِس-لمبا اعمال  

(26) 𝑢𝑚𝑎𝑥
2 − 𝜏𝑖

6𝑟 ≥ 0, 

(27) 𝜏𝑖
6𝑃𝑖 − 𝐾𝑖

𝑇𝐾𝑖 ≥ 0. 

𝜏𝑖که در آن 
شور،  مكملباشد. مجدداً، بر اساس اسكالر حقيقي مثبت مي 6

 ،نمودبه صورت زير بيان توان ( را مي27رابطه )

(2۸) [𝜏𝑖
6𝑃𝑖 𝐾𝑖

𝑇

∗ 𝐼
] ≥ 0. 

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑃𝑖حال با ضرب کردن 
−1, 𝐼)  در ماتريساز سمت چپ و راست 

 ( خواهيم داشت،2۸رابطه )

(2۹) [𝜏𝑖
6𝑃𝑖

−1 𝑃𝑖
−1𝐾𝑖

𝑇

∗ 𝐼
] ≥ 0. 

( تضمين شده است اگر ۱0نترل )بنابراين، محدود بودن نرم ورودی ک

به صورت خلاصه  ۱ نتيجه( برقرار باشند. بحث فوق در 2۹( و )26روابط )

 .شده استو يكپارچه بيان 

0اسكالرهای حقيقي مثبت  :1 نتیجه < 𝛿 < 𝑟  و𝑢𝑚𝑎𝑥  .را در نظر يگيريد

𝐿𝑖های حقيقي معين مثبت متقارن فرض کنيد که ماتريس > -، ماتريس0

𝜌 ،𝜇با ابعاد مناسب، اسكالرهای حقيقي مثبت  𝑊𝑖های حقيقي  ≥ 1 ،𝛿′ >

𝛿 ، 𝜁𝑖 ،𝛾𝑎𝑖 ،𝛾𝑏𝑖 ،𝛾𝜙𝑖 ،𝜏𝑖
1 ،𝜏𝑖

2 ،𝜏𝑖𝑗
3 ،𝜏𝑖𝑗

4 ،𝜏𝑖𝑗
5 ،𝜏𝑖

𝑖که در آن  6 ≠ 𝑗 ∈

{1,2,… ,𝑚} زير برقرار باشد،ای که شرايط است، وجود داشته باشند بگونه 

(۳0) 𝜌 − 𝑙𝑛 𝜇 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄ > 0, 

(۳۱) [
−𝜏𝑖

1𝑟 + 𝜏𝑖
2𝛿 𝐸𝜙𝑖

𝑇

∗ 𝛾𝜙𝑖𝐼
] ≥ 0, 

(۳2) [

𝜓𝑖 𝐿𝑖𝑀𝑖
𝑇 𝐿𝑖𝐸𝑎𝑖

𝑇 𝑊𝑖
𝑇𝐸𝑏𝑖

𝑇

∗ 𝜁𝑖𝐼 0 0
∗ ∗ 𝛾𝑎𝑖𝐼 0
∗ ∗ ∗ 𝛾𝑏𝑖𝐼

] ≥ 0, 

(۳۳) −𝜏𝑖𝑗
3 𝑟 + 𝜏𝑖𝑗

4 𝛿 ≥ 0, 

(۳4) [
𝜏𝑖𝑗

3 𝐿𝑖 − 𝜏𝑖𝑗
4 𝐿𝑖 + 𝜇𝐿𝑖 𝐿𝑖𝐶𝑖

𝑇

∗ 𝐿𝑗
] ≥ 0. 

(۳5) 𝛿′ − 𝜏𝑖𝑗
5 𝛿 ≥ 0, 

(۳6) [
𝜏𝑖𝑗

5 𝐿𝑖 𝐿𝑖𝐶𝑖
𝑇

∗ 𝐿𝑗
] ≥ 0, 

(۳7) 𝑢𝑚𝑎𝑥
2 − 𝜏𝑖

6𝑟 ≥ 0, 

(۳۸) [𝜏𝑖
6𝐿𝑖 𝑊𝑖

𝑇

∗ 𝐼
] ≥ 0, 

 ( تعريف شده است. همچنين، 2در ) 𝜏𝑚𝑖𝑛که در آن 

𝜓𝑖 = 𝜏𝑖
1𝐿𝑖 − 𝜏𝑖

2𝐿𝑖 − 𝐿𝑖𝐴𝑖
𝑇 − 𝐴𝑖𝐿𝑖 − 𝜌𝐿𝑖 + 𝑊𝑖

𝑇𝐵𝑖
𝑇 + 𝐵𝑖𝑊𝑖 − 𝜁𝑖

− (𝛾𝜙𝑖 + 𝛾𝑎𝑖 + 𝛾𝑏𝑖)𝐷𝑖
𝑇𝐷𝑖 , 

( تحت سيگنال سوئيچ شونده ۱ای )باشد. آنگاه، سيستم سوئيچ ضربهمي

𝑢𝑖( با ۱0کنترل فيدبک ) = −𝐾𝑖𝑥 = −𝑊𝑖𝐿𝑖
−1𝑥  به ازای هر شرط اوليه

𝑥0 ∈ 𝛺𝑐 ≔ ⋂ ℰ(𝐿𝑖
−1, 𝑟)𝑚

𝑖=1 𝛺𝑓به صورت نمايي به زيرفضای  , ≔

⋃ ℰ(𝐿𝑖
−1, 𝛿′)𝑚

𝑖=1 سيگنال کنترل محدود  رمشود. همچنين نُهمگرا مي

𝑢‖2‖خواهد بود بگونه ای که  = 𝑢𝑇𝑢 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥
 است. 2

 نتيجهبحث شد، اين  نتيجههمانطور که پيش از بيان اين  برهان:

𝐿𝑖شود. برای اين منظور کافي است مي استخراج ۱مستقيماً از قضيه  = 𝑃𝑖
−1 

𝑊𝑖و  = 𝐾𝑖𝑃𝑖
(، 22(، )۱۹را در نظر بگيريد و سپس آنها را در روابط ) 1−

 شود.( قرار دهيد. بدين ترتيب اثبات کامل مي2۹( و )25)

 

باشند. اين به صورت دوخطي مي ۱ نتيجهای از شرايط در پاره :3 توضیح

باشد که ناشي از محلي در نظر گرفتن مي اِس-لماتفاق به دليل استفاده از 

های دوخطي سازی با محدوديتشرايط بوده است. اگر چه حل مسائل بهينه

باشد ولي بايد توجه کرد که تر ميهای خطي پيچيدهنسبت به محدوديت

به مراتب  اپانوف در حالتي که شرايط محلي هستندشانس يافتن توابع لي

 د به صورت سراسری برقرار باشند.بيشتر از حالتي است که شرايط باي

باشند که انگيزه خطي يا دوخطي مي ،۱ نتيجهاغلب شرايط در  :4 توضیح

کننده برای دستيابي به پارامترهای کنترل PENBMIاستفاده از جعبه ابزار 

يک برنامه کامپيوتری است که برای حل  PENBMIباشد. جعبه ابزار مي

هايي به صورت و محدوديت بعيمرسازی با تابع هدف مسائل بهينه

( ۳0، شرط )بهرحال( کاربرد دارد. BMIهای ماتريسي دوخطي )نامساوی

ای بازگو باشد که بايستي به فرم خطي، دوخطي و يا چند جملهغيرخطي مي

𝜇شود. از آنجا که  ≥ ln(𝜇)باشد، رابطه مي 1 ≤ 𝜇 − برقرار خواهد بود.  1

 توان با شرط زير جايگزين نمود،( را مي۳0بنابراين، رابطه )

(۳۹) 𝜌 − (𝜇 − 1) 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄ > 0, 

 باشد.مي ترکارانه( محافظه۳0)شرط تا حدودی نسبت به  (۳۹)البته شرط 
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ترين و کوچک دستيابي به حداکثر ناحيه همگراييبه منظور  :5 توضیح

نيز به عنوان متغيرهای مسأله در نظر گرفته  𝑟و  𝛿، پارامترهای غايي کران

 شود،سازی زير معرفي ميشده و مسأله بهينه

(40) 
𝑚𝑖𝑛 𝛿′ − 𝜔𝑟
𝑠. 𝑡.   (30) − (39), 0 < 𝛿 ≤ 𝑟, 1 ≤ 𝜇

 

𝜔که در آن  > به عنوان ضريب يک اسكالر حقيقي مثبت است و  0

 شود.استفاده مي 𝑟و حداکثر کردن  ′𝛿مصالحه بين حداقل کردن 

بر اساس نامساوی رايلي و برای يک تابع کانديدای لياپانوف  :6 توضیح

𝑉𝑖مربعي  = 𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥 ،داريم 

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃𝑖)‖𝑥(𝑡)‖2 ≤ 𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥 ≤ 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝑖)‖𝑥(𝑡)‖2. 

ريف شده در اين مقاله )يعني از طرف ديگر برای تابع کانديدای لياپانوف تع

𝑉(𝑡) = 𝑉𝜎(𝑡)(𝑡) = 𝑥𝑇𝑃𝜎(𝑡)𝑥،واضح است که ) 

𝑉(𝑡) ≤ { max
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥} ≤ { max
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝑖)‖𝑥(𝑡)‖2}

= { max
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝑖)} ‖𝑥(𝑡)‖2, 

𝑉(𝑡) ≥ { min
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝑥𝑇𝑃𝑖𝑥} ≥ { min
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃𝑖)‖𝑥(𝑡)‖2}

= { min
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃𝑖)} ‖𝑥(𝑡)‖2. 

 ،توان نتيجه گرفت( مي۹از رابطه )لذا 

{ min
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃𝑖)} ‖𝑥(𝑡)‖2

≤ { max
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝑖)} ‖𝑥0‖
2 exp(−(𝜌 −

ln𝜇

𝜏𝑚𝑖𝑛

) (𝑡 − 𝑡0)). 

 بنابراين،

‖𝑥(𝑡)‖

≤ √
max

𝑖∈{1,2,…,𝑚}
𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑃𝑖)

min
𝑖∈{1,2,…,𝑚}

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑃𝑖)
‖𝑥0‖ exp(−(𝜌 −

ln𝜇

𝜏𝑚𝑖𝑛

)
(𝑡 − 𝑡0)

2
). 

𝜌)0.5توان گفت که مسير حالت با نرخ بدين ترتيب مي − ln 𝜇 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄ به  (

همگرا خواهد شد. لذا به منظور رسيدن به يک نرخ همگرايي  𝛺𝑓سمت 

( را با شرط زير 40سازی )( در مسأله بهينه۳۹توان شرط )مطلوب، مي

 جايگزين نمود،

𝜌 − (𝜇 − 1) 𝜏𝑚𝑖𝑛⁄ > 2𝜌𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑 . 

 سازی عددیشبیه -4

مثال  ، در اينجا چنددادن کارايي کنترل معرفي شده به منظور نشان

شود. در گام اول يک مثال عددی بيان شده و کارايي روش ارائه مي

 DCگردد. در گام دوم، ديناميک يک موتور پيشنهادی در آن ارزيابي مي

گيرد. البته شونده مورد بررسي قرار ميبا تحريک مستقل و اينرسي سوئيچ

های مشابه در مقايسه کارايي روش ارائه شده با روشاز آنجا که هدف 

ترين فعاليت انجام شده با روش مراجع ديگر است و با توجه به اينكه نزديک

های پيشنهادی از نظر ساختار و ديناميک مورد بررسي، برای سيستم

[(، لذا در اين مثال ۳6باشد )ارائه شده در ]غيرخطي سوئيچ فاقد ضربه مي

موتور بدون ضربه فرض شده و پس از قياس روش پيشنهادی  ابتدا سيستم

[، ديناميک ضربه نيز در اين مثال لحاظ شده و ۳6با روش ارائه شده در ]

 گردد.عملكرد مناسب روش پيشنهادی در حضور ضربه نيز بررسي مي

بگيريد  ( با دو زيرسيستم را درنظر۱برای اين منظور سيستم ) :1مثال 

 شوند،های زير تعريف ميکه پارامترهای آن به صورت ماتريس

𝐴1 = [
0.5 5
1.7 0.5

] , 𝐵1 = [
0
1
], 

𝑓𝑐1(𝑥) = 0.5 [
tanh 𝑥1

tanh𝑥2
] , 𝐶1 = [

1.2 0
0 1.2

], 

𝐴2 = [
1 2.2
5 0.5

] , 𝐵2 = [
1
0
], 

𝑓𝑐2(𝑥) = 0.5 [
|𝑥1|

|𝑥2|
] , 𝐶2 = [

1.5 0
0 1.2

], 

 ،انددر نظر گرفته شدههای اين دو زيرسيستم به صورت زير همچنين نايقيني

𝐷1 = 𝐷2 = [
1 0
0 1

] , 𝐹1(𝑡) = 𝐹2(𝑡) = [
𝑠𝑖𝑛(𝑡) 0

0 𝑐𝑜𝑠(𝑡)
], 

𝐸𝜙1 = 𝐸𝜙2 = 𝐸𝑏1 = 𝐸𝑏2 = [
0.1
0.1

] , 𝐸𝑎1 = 𝐸𝑎2 = [
0.1 0.1
0.1 0.1

]. 

شيتز معرفي شده در شرط ليپ ،𝑓𝑐𝑖(𝑥)واضح است که توابع برداری 

𝑀𝑖را با  2فرض  = 0.5 × 𝐼2×2 عددی  سازیسازند. برای شبيهبرآورده مي

,0]در حوزه زمان، سيستم داده شده بر روی بازه زماني  تحت سيگنال  [2

𝜎(0)و  {1.75 1.40 1.05 0.70 0.35}با دنباله زماني  𝜎(𝑡)سوئيچ  = 1 

شود. فرض بر اين است که در هر زمان سوئيچ، يک سازی ميشبيه

نمايد. چنين سيگنال سوئيچي زيرسيستم به زيرسيستم ديگر سوئيچ مي

 
 )الف(

 
 )ب(

تلاش کنترلي پايدارساز که دارای محدوديت در مقدار نرُم : )الف( 2شكل 

همگرايي متغيرهای حالت به سوی کران غايي به ازای شرايط  باشد و )ب(مي

𝑥(0)اوليه  = [+5 −5]. 
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𝜏𝑚𝑖𝑛ن مابين دو سوئيچ متوالي زما لحداق = 0.35 𝑠𝑒𝑐 کند. را برآورده مي

𝑢𝑚𝑎𝑥همچنين در اينجا، مقادير  = 𝑟و  10 = . به منظور شودفرض مي 10

سازی (، مسأله بهينه۱0ي شده در )فکننده معردستيابي به پارامترهای کنترل

 . نتايج حاصل به قرار زير است،گردد( حل مي40)

𝑊1 = [0.2475 2.0679], 𝑊2 = [1.7402 0.2430], 
𝛿 = 0.0164, 𝛿′ = 0.0339, 

𝐿1 = [
+0.7022 −0.6100
−0.6100 +0.6605

] , 𝐿2 = [
+0.4897 −0.4254
−0.4254 +0.4606

]. 

اند. همانطور که نمايش داده شده ۳و  2های سازی در شكلنتايج شبيه

ممكن است افزايش  شود در زمان سوئيچ مقدار تابع لياپانوفمشاهده مي

داشته باشد ولي اين افزايش در طول دوره زماني تا لحظه سوئيچ بعدی 

شود که در مجموع مقدار تابع لياپانوف به صورت نمايي ای جبران ميبگونه

 کاهش خواهد داشت.

در اينجا به منظور بررسي عملكرد روش پيشنهادی بر روی  :2مثال 

های موجود در مراجع، ير روشيک سيستم واقعي و مقايسه آن با سا

شود. مدل زير تحريک مستقل در نظر گرفته مي DCديناميک يک موتور 

  [:۳6کند ]شونده را توصيف ميديناميک يک موتور با اينرسي سوئيچ

𝐽𝜎(𝑡)

𝑑𝜔(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑐𝑚𝜙𝑠(𝑡)𝑖𝑟(𝑡) − 𝐵𝑚𝜔(𝑡) − 𝜂1(𝑡), 

𝐿𝑟

𝑑𝑖𝑟(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑈𝑟(𝑡) − 𝑅𝑟𝑖𝑟(𝑡) − 𝑐𝑚𝜙𝑠(𝑡)𝜔(𝑡) + 𝜂2(𝑡), 

𝑑𝜙𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑈𝑠(𝑡) − 𝑅𝑠𝜙𝑠(𝑡) + 𝜂3(𝑡), 

 𝑅𝑟، جريان آرميچر 𝑖𝑟(𝑡)، ای شفت موتورسرعت زاويه 𝜔(𝑡) که در آن

  𝐿𝑟، های اهمي مدار آرميچر و مدار تحريکمقاومتبه ترتيب  𝑅𝑠و 

𝐽𝜎(𝑡)، تحريک شار 𝜙𝑠(𝑡)، آرميچر مدار اندوکتانس ∈ {𝐽1, 𝐽2}  و𝐵𝑚  به

 𝜂3و  𝜂1 ،𝜂2،ترتيب ممان اينرسي روتور و ضريب اصطكاک چسبندگي

 𝑈𝑠(𝑡)و  𝑈𝑟(𝑡)پارامتر ثابت و  𝑐𝑚مدل نشده و اغتشاشات، های نايقيني

با انتخاب متغيرهای کمكي به صورت  باشد.مي روتور و استاتورولتاژ تغذيه 

 زير:

𝑥1 = 𝜔 − 𝜔𝑟𝑒𝑓 , 𝑥2 = 𝑖𝑎 − 𝐼𝑟𝑒𝑓 , 𝑥3 = 𝜙 − 𝜙𝑟𝑒𝑓 ,

𝑢𝑟 = 𝑈𝑟 − 𝑈𝑟,𝑟𝑒𝑓 , 𝑢𝑠 = 𝑈𝑠 − 𝑈𝑠,𝑟𝑒𝑓 , 

باشد، سيستم معادل به دهنده نقطه مرجع مينشان 𝑟𝑒𝑓 انديس که در آن

آيد. در اين سيستم معادل پارامترهای شناخته شده ( بدست مي۱صورت )

 به صورت زير است:

𝐴𝜎(𝑡) =

[
 
 
 
 
 −

𝐵𝑚

𝐽𝜎(𝑡)
−

𝑐𝑚

𝐽𝜎(𝑡)
𝜙𝑟𝑒𝑓

𝑐𝑚

𝐽𝜎(𝑡)
𝐼𝑟𝑒𝑓

−
𝑐𝑚

𝐿𝑟

𝜙𝑟𝑒𝑓 −
𝑅𝑟

𝐿𝑟

−
𝑐𝑚

𝐿𝑟

𝜔𝑟𝑒𝑓

0 0 −𝑅𝑠 ]
 
 
 
 
 

, 

𝐵1 = 𝐵2 = [

0 0
1

𝐿
0

0 1

] , 𝑓𝜎(𝑡) = 𝑐𝑚𝑥3

[
 
 
 
 

1

𝐽𝜎(𝑡)
𝑥2

1

𝐿𝑟

𝑥1

0 ]
 
 
 
 

 

های غيرخطي بر روی کل فضا شرط در اين سيستم معادل، ديناميک

 :کنند، چرا کهشيتز را برآورده نميليپ

𝑓𝜎(𝑡)
𝑇 𝑓𝜎(𝑡) = 𝑐𝑚𝑥3

2 (
𝑥1

𝐿𝑟

)
2

+ 𝑐𝑚𝑥3
2 (

𝑥2

𝐽𝜎(𝑡)
)

2

. 

𝑓  کران بالای نُرم تابع برداری
𝜎(𝑡)  بر روی فضايي که|𝑥3| ≤ 𝜙𝑟𝑒𝑓 

 باشد، عبارت است از:

𝑓𝜎(𝑡)
𝑇 𝑓𝜎(𝑡) ≤ 𝑐𝑚

2 𝜙𝑟𝑒𝑓
2 (𝑥1 𝑥2 𝑥3)𝑑𝑖𝑎𝑔((

1

𝐿𝑟

)
2

, (
1

𝐽𝜎(𝑡)
)

2

, 0) (

𝑥1

𝑥2

𝑥3

). 

 بنابراين داريم:

𝑀𝜎(𝑡) = 𝑀𝜎(𝑡)
𝑇 = 𝑐𝑚𝜙𝑟𝑒𝑓𝑑𝑖𝑎𝑔 (

1

𝐿𝑟

,
1

𝐽𝜎(𝑡)
, 0). 

. با انتخاب آورده شده است ۱اين سيستم در جدول پارامترهای 

𝑢𝑚𝑎𝑥 = 1000 ،𝜏𝑚𝑖𝑛 = 0.12 𝑠 ها به صورت زير،و نايقيني 

𝐷1 = 𝐷2 = 0.1 × 𝐼, 𝐸𝑎 = [
1 1 1
1 1 1
0 0 1

], 

𝐸𝜙 = [
0.1
0.1
0.1

] , 𝐸𝑏 = [
0 0
1 0
0 0

], 

 خواهيم داشت، ۳و اعمال روش پيشنهادی در بخش 

𝐿1 = 𝐿2 = [
+0.0959 −0.0046 −0.0003
−0.0046 +0.0023 −0.0000
−0.0003 −0.0000 +0.0002

], 

𝐾1 = [
−0.0000 +0.0001 −0.0026
+0.0004 −0.0044 +0.0067

], 

𝐾2 = [
−0.0006 +0.0004 −0.0035
+0.0273 −0.0230 +0.0526

]. 

های ارائه شده در اين مقاله و مقادير بيان کنندهبا مقايسه بهره کنترل

ر اين مقاله بسيار [ کاملًا مشهود است که بهره بدست آمده د۳6شده در ]

 
های ضربه مقدار : مقدار تابع لياپانوف مربوط به مثال عددی. در زمان۳شكل 

ای کاهش ولي اين افزايش در طول زمان بگونهيابد تابع لياپانوف افزايش مي

دهد. اين امر تا رسيدن به کران غايي يابد که در کل روند نزولي را نشان ميمي

 ادامه خواهد داشت.

 .2: مقادير پارامترها در مثال ۱جدول 

 مقدار پارامتر مقدار پارامتر

𝒄𝒎 0.03 𝑊𝑏 𝑟𝑎𝑑⁄  𝑳𝒔 50 mH 

𝑱𝟏 0.001 𝐾𝑔.𝑚2 𝑩𝒎 0.009 𝑁.𝑚. 𝑠 

𝑱𝟐 0.004 𝐾𝑔.𝑚2 𝝎𝒓𝒆𝒇 120 𝑟𝑎𝑑 𝑠⁄  

𝑹𝒓 0.5 Ω 𝑰𝒓𝒆𝒇 0.1 𝐴 

𝑹𝒔 85 Ω 𝝓𝒓𝒆𝒇 15 𝑊𝑏 

𝑳𝒓 8.9 𝑚𝐻   
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تر است که به معنای اين است که فضای جذب که درون آن کوچک

سيگنال کنترل دارای نُرم محدود تعيين شده است به مراتب از فضای جذب 

تر خواهد بود. فضای همگرايي و کران غايي بدست آمده در اين در  وسيع

حالت به  نشان داده شده است. همچنين همگرايي مسير 4مقاله در شكل 

𝑥(0)کران غايي به ازای شرط اوليه  = (−120 −0.1 −15)𝑇  در

شود. بايد توجه داشت که مسير حالت به سوی کران غايي ديده مي 5شكل 

  ماند.های آتي باقي ميهمگرا شده و درون آن برای ساير زمان

های ل برای نشان دادن کارايي روش پيشنهادی در مورد سيستمحا

تحريک مستقل، پارامتر ضربه  DCای، به مثال مربوط به موتور سوئيچ ضربه

𝐶1به صورت  = 𝐶2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(−1, 1, را نيز اضافه نموده و  اقدام به حل  (1

های طراحي شده کنندهشود. پارامترهای کنترلسازی ميمسأله بهينه

 عبارتند از،

𝐿1 = [
+0.0274 +0.0004 +0.0001
+0.0004 +0.0025 −0.0000
+0.0001 −0.0000 +0.0002

], 

𝐿2 = [
+0.0274 −0.0004 −0.0001
−0.0004 +0.0025 −0.0000
−0.0001 −0.0000 +0.0002

], 

𝐾1 = [
−0.0018 −0.0002 −0.0032
+0.0596 −0.0077 −0.0302

], 

𝐾2 = [
−0.0013 +0.0003 −0.0031
+0.0593 −0.0151 +0.0391

]. 

ها مجدداً همگرايي به کران غايي را با وجود ضربه در سازیشبيه

دهد. همگرايي به کران غايي به ازای يک شرط متغيرهای حالت را نشان مي

 آورده شده است. 6حيه جذب تضمين شده در شكل اوليه و همچنين نا

 گیرینتیجه -5

سيگنال  ها و به تبع آن محدود بودن نًرمجلوگيری از اشباع محرک

-های سوئيچ ضربهکنترل يک از مسائلي است که به خوبي در حيطه سيستم

ای بررسي نشده است. بايستي دقت داشت که دستيابي به يک سيگنال 

کنترل فيدبک حالت که به صورت سراسری دارای نُرم محدود باشد تقريباً 

-سيستم باشد. بنابراين اين مقاله، پايدارسازی محلي کلاسي ازغيرممكن مي

دهد که نه تنها نُرم غيرخطي را مورد بررسي قرار مي ایهای سوئيچ ضربه

باشد بلكه هر زيرسيستم با منابع مختلفي ورودی کنترل در آن محدود مي

باشد. برای اين منظور، در ابتدا پاره ای های صفرنشونده روبرو مياز نايقيني

-ياپانوف بسته ارائه ميای از توابع لاز شرايط محلي را بر حسب مجموعه

تر را ای جامعدهيم که تحت اين شرايط پايداری يک سيستم سوئيچ ضربه

های ای از نامساویکند. سپس، اين شرايط به صورت مجموعهتضمين مي

  گردد.ماتريسي خطي و دوخطي برای سيستم هدف بيان مي

 
 )الف(

 
 )ب(

)ب( کران غايي تضمين شده برای : )الف( ناحيه جذب تضمين شده و 4شكل 

 حالتي که هيچ يک از متغيرهای حالت دچار جهش نشوند.

 
 تحريک مستقل بدون وجود ضربه. DC: همگرايي متغيرهای حالت به کران غايي به ازای يک شرط اوليه برای موتور 5شكل 
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های مختلف روش بيان شده در اين مقاله به قرار زير است. )الف( جنبه

شرايط بيان شده کافي است به صورت محلي برقرار باشند که نسبت به 

گيرند، شانس يافتن توابع قضايايي که شرايط را سراسری در نظر مي

دهد. لياپانوف مناسب و در نتيجه سيگنال کنترل پايدارساز را افزايش مي

های خطي و غيرخطي صفر نشونده در اين ع مختلفي از نايقيني)ب( انوا

روش درنظر گرفته شده است. )ج( روش ارائه شده از تكنيک توابع 

گيرد که مراتب نسبت به تكنيک تابع لياپانوف لياپانوف چندگانه بهره مي

های رايج توابع مشترک کارايي بالاتری دارد. )د( برخلاف تكنيک

در روش ارائه شده همگرايي به يک کران غايي منظور  لياپانوف چندگانه،

شده است. )ه( به منظور دستيابي به پارامترهای سيگنال کنترل، يک مسأله 

های مسأله به صورت شود که در آن محدوديتسازی معرفي ميبهينه

باشند. با حل اين مسأله، ضمن های ماتريسي خطي و دوخطي مينامساوی

توان به حداکثر ناحيه همگرايي رم سيگنال کنترل ميتضمين محدود بودن نُ

 و حداقل کران غايي دست يافت.

-به عنوان گام بعدی در اين پژوهش، اميد است که بتوان مسأله بهينه

های سازی را برای رسيدن به سيگنال پايدارساز برای ساير انواع ديناميک

بر اين، اميدواريم  ها و توابع جهش بازنويسي نمود. علاوهغيرخطي، نايقيني

های رايانش نرم برای تعيين پارامترهای بهينه مسأله که بتوانيم از روش

 معرفي شده بهره بگيريم.
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