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شود که شامل توصیف درجه آزادی دارای نامعینی ارائه می-𝑛در این مقاله، ابتدا مدل دینامیکی جامعی برای ربات بازویی  :چکیده 

لخواه به صورت محدود مقاوم مسیرهای د-ی ردیابی زمانسازهای ورودی از نوع شعاعی و ناحیه مرده است. سپس، مسئلهعملکرد غیرخطی

های لغزشی غیرخطی رتکین و تعریف خمینهشود. در ادامه با تعمیم روش کنترل مد لغزشی ترمینال غیبندی و بیان میروابط ریاضی فرمول 

 ها و غیرخطی سازهای ورودی )شعاعی و ناحیه مرده(، متغیرهاینیشوند تا با وجود نامعیجدید، چندین نوع گشتاورهای ورودی طراحی می 

سانند. برای هر دسته از پیکربندی مفاصل ربات را در مدت زمان محدودی و بدون هیچ نوع خطاهای حالت ماندگاری به مسیرهای دلخواه بر
های کاربردی و درجه آزادی با استفاده از تعدادی لم-𝑛ی ربات بستهمحدود سرتاسری سیستم حلقه-گشتاورهای پیشنهادی، پایداری زمان

ط، ارتباط شوند. این روابهای محدود همگرایی استخراج میچنین روابطی برای تخمین زمانرسد و هممتداول به اثبات میهای نامساوی

دهند. در انتها، با استفاده از ی نشان میهای محدود همگرایی را با شرایط اولیه ربات و پارامترهای اختیاری موجود درگشتاورهای ورودزمان

با وجود  SCARAدرجه آزادی -، گشتاورهای طراحی شده به مدل ربات صنعتی چهارMATLABافزار سازی نرممحیط شبیه

 .دهندکنترلی پیشنهادی را نشان می های ها، عملکرد مناسب و قابل قبول ورودیسازیج شبیهشوند که نتایودی اعمال میسازهای ورغیرخطی

محدود مقاوم، کنترل مد لغزشی -سازهای شعاعی و ناحیه مرده، ردیابی زماندرجه آزادی، غیرخطی-𝑛ربات بازویی    کلمات کلیدی:

 .SCARAترمینال غیرتکین، ربات صنعتی 

Designing Robust Finite-Time Nonlinear Torques for a 𝒏-DOF 

Robot Manipulator with Uncertainties, Sector and Dead-Zone 

Nonlinearities 
Ali Abooee, Hamidreza Ahmadzadeh, Mohammad Haeri, Mohammad Mehdi Arefi 

Abstract: In this paper, a complete dynamical model is presented for an uncertain 𝑛-DOF robot manipulator 

containing description of sector and dead-zone nonlinearities. Next, robust finite-time tracking problem of desired 

trajectories is declared and formulated for the aforementioned robot manipulator. By defining innovative nonlinear 

sliding manifolds and developing the nonsingular terminal sliding mode control, several types of input torques are 

designed to exactly reach configuration variables of robot's joints to desired paths within the finite times in the 

presence of uncertainties, sector and dead-zone nonlinearities. By utilizing some applicable lemmas and well-

known inequalities, for each class of the proposed input torques, the global finite-time stability of the closed-loop 

robot system is proven analytically. Also, several new formulas are extracted for determining the convergence 

finite times of the closed-loop system. These formulas demonstrate that mentioned times are dependent on robot's 

initial conditions and optional parameters of the suggested torques. Finally, by using MATLAB software, all 

classes of the designed torques are numerically simulated onto the SCARA industrial robot manipulator and 

obtained results show the acceptable performance of the suggested control scheme. 

Keywords: 𝑛-DOF Robot manipulator, Sector and dead-zone nonlinearities; Robust finite-time tracking; 

Nonsingular terminal sliding mode control (NTSMC), SCARA industrial robot. 
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 مقدمه -1
ی گاه ثابت یا پایههای ایستا )دارای تکیهی اخیر، رباتدر چند دهه

یا  2با مفاصل چرخشی 1ل به زمین( که از چندین لینکغیرمتحرک متص

اند، در بسیاری از کاربردهای صنعتی جایگزین نیروی تشکیل شده  3انتقالی
اند و نتیجتاً امروزه نقش مهم و غیرقابل انکاری در مکانیزه انسانی شده 

. اغلب به آخرین مفصل این [1-5]کردن و اتوماسیون صنایع مختلف دارند  

شوند، یک وسیله یا شناخته می 4های بازوییرباتها که با عنوان نوع ربات

شود. با توجه به نوع نصب می 5چنگک مخصوص به نام مجری نهایی

ها در کاربردهای گوناگونی هم چون توان از این رباتمجری نهایی می

آمیزی اشیا، جابجایی قطعات و اجسام سنگین، جوشکاری، برش رنگ

اده کرد. بنابراین با استناد به هدف درنظر استف  ...اری و  قطعات فلزی، تراشک
ها، مجری نهایی باید یک مسیر خاصی را گرفته شده برای این نوع ربات

 6بعدی اطراف خود طی کند. با در اختیار داشتن سینماتیکدر فضای سه

توان مسیر مورد نظر ربات و استفاده از روابط سینماتیکی معکوس، می

 7لازمه برای متغیرهای پیکربندی مفاصل را به مسیرهایمجری نهایی 

های خطی برای برای مفاصل چرخشی و جابجایی 8ایهای زاویه)جابجایی

که مجری نهایی در چنین مفاصل انتقالی( تبدیل کرد. بنابراین برای آن
هایی بتواند وظیفه خاص خود را انجام دهد، موتورهای الکتریکی ربات

ها باید گشتاورهای مناسبی موجود در مفصل پنوماتیکی( )هیدرولیکی و یا

  .[6-10]را برای هدایت هر مفصل به مسیر مورد نظر فراهم سازند 

با توجه به انگیزش مطرح شده، مسئله طراحی گشتاورهای ربات با 

ها به مسیرهای از پیش طراحی هدف رساندن متغیرهای پیکربندی مفصل

ی مهندسین ذاب در میان جامعهبرانگیز و جشده، تبدیل به موضوعی چالش  

ها و مطالعات کنترل شده است. بنابراین در راستای حل این مسئله، پژوهش
کارهای کنترلی اند که هر کدام راه به چاپ رسیده  [1-47]ای گسترده 

های کنترلی عبارتند از: ترین این روشاند. شاخصخاصی را به کار برده 

، PID  [24-27]و    PDهای خطی  ده کنن، کنترل   [1]روش دینامیک معکوس

 ،36، 38، 46] )وفقی( تطبیقی کنترل  ،[2، 3، 7، 8، 15] 9کنترل مد لغزشی

، کنترل [41] 10سازی فیدبک، روش کنترلی خطی[14، 20، 22، 24

، کنترل فازی [31] 12  ، روش گام به عقب )پسگام([13، 21، 28] 11بینپیش

های عصبی ده بر اساس شبکهطراحی شهای کننده و کنترل [33،42]
. شایان ذکر است برخی مراجع از تلفیق چندین روش [30،34]مصنوعی 

کنترلی به منظور حل مسئله ردیابی برای بازوهای رباتی ایستا استفاده 

های ترکیبی کنترلی عبارتند از: کنترل مد اند. برخی از این روشکرده 

، 17]غیرخطی تطبیقی-شیمد لغز ، کنترل [32،35]غیرخطی فازی-لغزشی

های فازی بهینه، تلفیق کنترل تطبیقی با روش-کنترل مد لغزشی،  [4،  12،  16

-، روش کنترلی پسگام[11، 29، 31، 40]های عصبی مصنوعی و شبکه

 .[18، 37، 39]طبیقی ت

 
1 Link  
2 Revolute joints  
3 Prismatic joints  
4 Robot manipulators  
5 End effector (Gripper) 
6 Kinematic  
7 Configuration variables  
8 Angular displacements 
9 Sliding mode control  

دهد که اغلب این نشان می [1-47] الذکرتمرکز بر روی مراجع فوق

ن کاستی و نقص مشترک هستند که در ادامه چهار ها، دارای چندیپژوهش

شوند و هر مورد وار آورده میها به صورت فهرستترین آن رد از مهممو 
در یک پارگراف جداگانه به صورت مبسوط مورد بحث و بررسی قرار 

 گیرد.می

جای مدل غیرخطی:  سازی شده بهدرنظرگرفتن مدل خطی)الف( 

زی شده ربات حول نقطه کار ساخطی از مدل  [27-24] برخی از مراجع 

های خطی را برای رسیدن به هدف ردیابی کننده استفاده کرده و کنترل 

کننده بر اساس مدل اند. با توجه به طراحی کنترل مسیر پیشنهاد داده 

ی بستهلقهبرای سیستم ح 13سازی شده، فقط پایداری مجانبی محلیخطی
ها، این مداوم نقطه کار ربات شود. با توجه به تغییرربات تضمین می

 رایی چندانی نخواهند داشت.های کنترلی کاروش

های مدل ربات: مدل اغلب ربات 14هایعدم توجه با نامعینی)ب( 

چون توانند ناشی از مواردی همهایی است که میصنعتی دارای نامعینی

های ی پارامترهای فیزیکی، وجود برخی ترمقطعیت در محاسبهعدم

میکی لحاظ نشده، درنظر نگرفتن گشتاورهای اصطکاکی مفاصل و دینا

 [14، 22، 24، 28، 36، 38، 46]مراجعهای خارجی باشند. برخی اغتشاش
اند های مدل توجه نکرده ها، به نامعینیکننده در حین فرآیند طراحی کنترل 

سازی عملی شده و در نتیجه عملکرد که باعث بروز مشکلاتی در حین پیاده 

شود یا حتی در مواردی ناپایداری سیستم بازده مورد نظر حاصل نمی و

های مدل را در هنگام اید نامعینیدهد. بنابراین بی ربات رخ میبستهحلقه

های کنترلی مقاوم فرآیند طراحی مورد توجه جدی قرار داد و از روش

  استفاده کرد.

 یکیفیز 15های غیرخطی عملگرهایعدم توجه به محدودیت( پ)
مفاصل ربات: هر ربات ایستا از تعدادی عملگر تشکیل شده است که 

شوند. بنابراین اصل اعمال میها به مفهای کنترلی از طریق آنورودی

های غیرخطی عملگرها ممکن است باعث شوند که به جای محدودیت

گشتاورهای ورودی طراحی شده، توابعی غیرخطی از این گشتاورهای 

ربات اعمال شوند. به عبارت دیگر این امکان وجود دارد    کنترلی به مفاصل

های کنترلی ل ورودیساز را در مسیر اعماکه عملگرها نقش توابع غیرخطی
گری . رفتار غیرخطی[7، 8، 20، 25، 26، 49-41] به ربات بازی کنند

تواند از نوع استاتیکی یا دینامیکی باشد و بر همین اساس، عملگرها می

سازهای استاتیکی و دینامیکی ی کلی غیرخطیدو دسته عملگرها به

لگرهایی هستند ن عمسازهای استاتیکی هماشوند. غیرخطیبندی میتقسیم

های کنترلی را به سیستم اعمال که توابعی غیرخطی چندحالته از ورودی

سازهایی همچون ی دینامیکی ندارند. غیرخطیکنند و هیچ مرتبهمی

و [7، 39، 43، 54، 48 ]17، ناحیه مرده  [8، 20، 25، 26 ،42،14] 16اشباع
. گیرنددر این دسته جای می [45، 48، 49]  18 شعاعی )قطاعی(

10 Feedback linearization  
11 Model predictive control  
12 Backstepping control  
13 Local asymptotic stability  
14 Uncertainties  
15 Actuators  
16 Saturation  
17 Dead-zone  
18 Sector nonlinearities  

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
14

.1
.7

3 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
99

.1
4.

1.
5.

3 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

26
-0

1-
30

 ]
 

                             2 / 19

http://dx.doi.org/10.29252/joc.14.1.73
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1399.14.1.5.3
http://joc-isice.ir/article-1-520-en.html


   سازهای ورودی شعاعی و ناحیه مردهها و غیرخطیدرجه آزادی درحضور نامعینی- 𝒏محدود مقاوم برای ربات  - طراحی گشتاورهای غیرخطی زمان

 و محمدمهدی عارفی محمد حائری  ، حمیدرضا احمدزاده، علی ابوئی

75 

 

Journal of Control, Vol. 14, No. 1, Spring 2020  1399، بهار 1، شماره 14مجله کنترل، جلد 

 

 

سازهای دینامیکی عملگرهایی هستند که ارتباط میان ورودی و غیرخطی

ها از طریق معادلات دیفرانسیلی غیرخطی چندوضعیتی خروجی آن 

ی تحت بستهینامیکی سیستم حلقهشود و این عملگرها مرتبه دتوصیف می
 [44، 46، 47] 1لقیسازهایی همچون دهند. غیرخطیکنترل را افزایش می

رزیس از این نوع هستند. برخی از مراجع در حین طراحی تسیه و

کنند سازها توجه نمیها به وجود غیرخطیگشتاورهای کنترلی برای ربات

کاهش سرعت پاسخ  ای از جملهکه این موضوع باعث مشکلات عدیده 

بسته، کاهش شدید دقت حرکت مجری نهایی ربات، گذرای سیستم حلقه

بسته، رفتار دینامیکی غیرقابل عملکرد و کارایی نامطلوب سیستم حلقه

بسته انتظار از ربات تحت کنترل و حتی در مواردی ناپایداری سیستم حلقه
های کننده کنترل . بنابراین باید در حین طراحی [48، 49]رخ خواهد داد

با  بستههای سیستم حلقهع لحاظ شده و اثبات پایداریربات این موضو 

 گری عملگرها انجام شود.وجود رفتار غیرخطی

سیستم  2محدود سرتاسری-عدم توجه به پایدارسازی زمان( ت)

های کنترلی غیرخطی ارائه شده در بحث ی ربات: اغلب روشبستهحلقه

، فقط پایداری [47-20 ،18, 16 ،14-9 ،7-4 ،1] هاردیابی مسیر ربات

کنند و بنابراین بعد از گذشت زمان می را تضمین بستهمجانبی سیستم حلقه
شوند. در بسیاری از نامحدود، خطاهای ردیابی به صفر همگرا می

ها لازم است که متغیرهای پیکربندی در مدت کاربردهای عملی برای ربات

ه مسیرهای دلخواه برسند و بنابراین روش کنترلی ب زمان محدودی دقیقاً

بسته را تضمین کند محدود سیستم حلقه-نمورد استفاده باید پایداری زما

کار کلی برای پایدارسازی تاکنون سه روش و راه [ .  19،  17،  15،    8،  3،  2]

 ،15  ،8  ،3  ،2]غیرخطی ارائه شده است  دینامیکی  های  محدود سیستم-زمان

، [52 ،50] 3لیاپانوف مستقیم-که عبارتند از: روش شبه [61-50 ،19 ،17
 ،2] 5و روش کنترل مد لغزشی ترمینال غیرتکین[61 ،56] 4روش هموژنی

کار اول که براساس . در راه [57-59 ،53-55 ،51 ،19 ،17 ،15 ،8 ،3

گذاری شده است، یافتن کاندیدای ای مشابه با قضیه لیاپانوف پایهقضیه

ب که بتواند نامساوی موجود در قضیه را برآورده سازد، لیاپانوف مناس

چنین الگوریتم سیستماتیکی در این روش وده و همبر بکاری سخت و زمان

محدود -. روش پایدارسازی زمان[52 ،50]برای طراحی وجود ندارد 
های غیرخطی با درجه هموژنی منفی هموژنی فقط قابلیت اعمال به سیستم

یری از این روش، فقط وجود زمان محدود برای همگرا گرا دارد. با بهره 

تحت مطالعه به نقطه تعادل تضمین شده و هیچ شدن دقیق متغیرهای سیستم  

، 56]شود رابطه خاصی برای محاسبه و تخمین این زمان محدود ارائه نمی

. رهیافت کنترل مد لغزشی ترمینال غیرتکین بر اساس همان اصول [61

ای است که گذاری شده و روشی دو مرحلهولی بنیانکنترل مد لغزشی معم

اله توضیح داده خواهند شد. روش سوم برای این مراحل در بخش چهارم مق
های لغزشی های غیرخطی، خمینهمحدود سیستم-پایدارسازی زمان

را جایگزین سطوح لغزشی خطی کرده است. این روش دارای  6غیرخطی

( مقاوم 1ه برخی از آنها عبارتند از:  های شاخصی است کها و برتریویژگی

( پاسخ گذرای سریع و 2غتشاش خارجی،  ها و ابودن در برابر انواع نامعینی

 
1 Backlash  
2 Global finite-time stability  
3 Direct Lyapunov-like  
4 Homogenous control method  

ی رابطه مشخص برای محاسبه و تخمین زمان محدود ( ارائه3مناسب، 

های کنترلی دیگر ( قابلیت تلفیق ساده با روش4بسته،  همگرایی سیستم حلقه

( تحقق فیزیکی ساده 5،  های کنترلی بیشترخواستهبه منظور برآورده ساختن  
 .[59-57 ،55-53 ،51 ،19 ،17 ،15 ،8 ،3 ،2]سازی عملی ارزان و پیاده 

با توجه به مباحث انگیزشی مطرح شده، در این مقاله مسئله ردیابی 

آزادی مورد مطالعه و بحث قرار   درجه-𝑛برای ربات    7محدود مقاوم-زمان

ها و ( نامعینی1ورد مطالعه تحت تاثیر سه عامل گیرد. مدل ربات ممی

از نوع   8سازهای ورودی( غیرخطی3(گشتاورهای اصطکاکی و  2اش،  اغتش

باشد. در این مقاله با تعمیم روش کنترل مد لغزشی شعاعی و ناحیه مرده می

ای لغزشی غیرخطی جدید، چهار هترمینال غیرتکین و تعریف خمینه
آزادی   درجه-𝑛ی ورودی کنترلی برای ربات ی مجزا از گشتاورهادسته

توانند در مدت شوند. هر دسته از این گشتاورهای پیشنهادی میطراحی می

زمان محدود قابل تنظیم، متغیرهای پیکربندی ربات را به مسیرهای دلخواه 

ه در مقایسه با مقالات مرتبط دیگر، از پیش طراحی شده برسانند. این مقال

باشد که در زیر به صورت ری شاخص و برجسته میدارای چندین نوآو

 .شودار به آنها اشاره میوفهرست

ی ربات در بستهمحدود مقاوم سیستم حلقه-( تضمین پایداری زمان1
سازهای ورودی ، گشتاورهای اصطکاکی و غیرخطیهاحضور نامعینی

 مرده. شعاعی و ناحیه

هادی به کلاس وسیع ( قابلیت تعمیم هر چهار دسته گشتاورهای پیشن2

 های بازویی ایستا.اتبای از رو گسترده 

های محدود ( استخراج روابط جدیدی برای تعیین و تخمین زمان3

 ی ربات بستههمگرایی سیستم حلقه

های محدود همگرایی و بهبود کیفیت ( قابلیت کاهش زمان4
ب ی تنظیم مناسگذرای متغیرهای پیکربندی ربات به وسیلههای پاسخ

دی. در این مقاله پارامترهای آزاد موجود در گشتاورهای کنترلی پیشنها

های ی وابستگی میان زمانشوند که نحوه روابط صریحی استخراج می

های کنترلی بیان محدود همگرایی را با پارامترهای آزاد موجود در ورودی

 کنند.می

د. در بخش انهای بعدی مقاله به شرح زیر ساماندهی و نوشته شده بخش
شوند. بخش محدود مرور می-دوم، مفاهیم ریاضی مرتبط با پایداری زمان

های سازآزادی و توصیف غیرخطی درجه-𝑛سوم به معرفی مدل ربات 

محدود مقاوم -ی ردیابی زمانیابد. مسئلهشعاعی و ناحیه مرده اختصاص می

شود. در بخش چهارم، طراحی چهار بندی مین بخش فرمول در همی

پذیرد. نتایج یی مجزا از گشتاورهای غیرخطی ورودی ربات انجام مدسته

آورده   در بخش پنجم  SCARAهای مقاله بر روی ربات صنعتی سازیشبیه

گیری کلی و بیان کارهای آینده بندی، نتیجهشوند. بخش ششم به جمعمی
 شود.یاختصاص داده م

𝒙بردار    علائم ریاضی. ∈ 𝕽𝑛  ی  و ماتریس مربع𝑨 ∈ 𝕽𝑛×𝑛   را درنظر

5 Nonsingular terminal sliding mode control  
6 Nonlinear sliding manifolds 
7 Robust finite-time tracking problem  
8 Input nonlinearities  
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 1های اقلیدسیی نرمکننده به ترتیب توصیف ‖𝑨‖و  ‖𝒙‖بگیرید. نمادهای 

‖𝒙‖های هستند و با رابطه 𝑨و ماتریس  𝒙بردار  = √𝒙𝑇𝒙  و‖𝑨‖ =

√𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑨
𝑇𝑨) شوند که محاسبه می𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑨

𝑇𝑨)  بیانگر بزرگترین مقدار
𝑥است. برای عدد حقیقی    𝑨𝑇𝑨تریس  ویژه ما ∈ 𝕽  دو نماد ،|𝑥|    وsign(𝑥) 

باشند. شایان ذکر است که در به مفهوم تابع قدرمطلق و تابع علامت می

محدود و -سرتاسر این مقاله منظور دقیق از اصطلاحات پایداری زمان

ود سرتاسری و ردیابی محد-محدود همان پایداری زمان-ردیابی زمان

 محدود سرتاسری است.-زمان

-های کاربردی پایداری زمانتعریف و لم -2

 های غیرخطیحدود سیستمم

محدود، چندین لم -در این بخش، پس از تعریف پایداری زمان
شوند. این های غیرخطی ارائه میکاربردی مرتبط با پایدارسازی سیستم

 د گرفت.مقاله مورد استفاده قرار خواهنهای اصلی ها در اثبات قضیهلم

( را درنظر بگیرید که 1رابطه ) 𝑛سیستم غیرخطی مرتبه . 1تعریف 

𝒙دارای نقطه تعادل  = ، دارای 𝒙𝟎بوده و برای بردار شرط اولیه دلخواه  𝟎

,𝒙(𝑡بردار پاسخ یکتای  𝒙𝟎) .است 

 𝒙̇ = 𝒇(𝒙) with  𝒇(𝟎) = 𝟎, 𝒙 ∈ 𝚪 ⊆ 𝕽𝑛 and  𝒙(𝟎) = 𝒙𝟎 (1)  

:𝒇بطه، ر این راد 𝚪 → 𝕽𝑛  تابع برداری پیوسته و𝚪 ⊆ 𝕽𝒏  همسایگی باز از

𝒙نقطه تعادل   = 𝒙نقطه تعادل  آنگاه  باشند.  می  𝟎 = محدود -پایدار زمان  𝟎

 د.ناست اگر دو شرط )الف( و )ب( برقرار باش 2محلی

𝒙نقطه تعادل  )الف( = ، پایدار مجانبی محلی باشد که 𝚪̂باید در ناحیه  𝟎

𝚪̂ ⊆ 𝚪 .یک همسایگی باز حول نقطه تعادل است 

:𝑇(𝒙𝟎)، زمان محدود همگرایی 𝒙𝟎برای هر بردار شرط اولیه )ب(  𝚪̂ ∖

{𝟎} →  ( برآورده شود.2وجود داشته باشد به طوری که رابطه ) (∞,0]

lim
𝑡→𝑇(𝒙𝟎)

𝒙(𝑡, 𝒙𝟎) = 𝟎  and  𝒙(𝑡, 𝒙𝟎) = 𝟎 for 𝑡 ≥ 𝑇(𝒙𝟎)  (2)  

𝚪در صورتی که  = 𝕽𝑛  باشد، آنگاه نقطه تعادل𝒙 = - ، پایدار زمان𝟎

 .◼ [50]است  3محدود سرتاسری

𝚪( را با 1سیستم غیرخطی ). 1لم  = 𝕽𝑛  درنظر بگیرید. اگر تابع

𝑉(𝒙):𝚪پذیر  پیوسته مشتق  4شعاعی بیکران → 𝕽+ ∪ و دو عدد حقیقی   {0}

𝜌1 > 0و  0 < 𝜌2 < 𝑉̇(𝒙) باشند که نامساوی ود داشتهچنان وج 1 +

𝜌1𝑉
𝜌2(𝒙) ≤ 𝒙برآورده شود، آنگاه نقطه تعادل  0 = -، پایدار زمان𝟎

( تخمینی از کران 3محدود سرتاسری خواهد بود. علاوه بر این، نامساوی )

𝑡های دهد که برای زمانارائه می 𝑇(𝒙𝟎)بالای زمان محدود همگرایی  ≥

𝑇(𝒙𝟎) الت سیستم غیرخطی با شروع از هر شرایط ی متغیرهای حهمه
𝒙ای دقیقاً به نقطه تعادل اولیه =  .[50]رسند می 𝟎

𝑇(𝒙𝟎) ≤ (𝜌1(1 − 𝜌2))
−1

𝑉1−𝜌2(𝒙𝟎) (3)  

𝚪( را با 1سیستم غیرخطی ). 2لم  = 𝕽𝑛  درنظر بگیرید. نقطه تعادل

𝒙 = شعاعی بیکران  سرتاسری است اگر تابعمحدود -، پایدار زمان𝟎

𝑉(𝒙):𝚪پذیر پیوسته مشتق → 𝕽+ ∪ 𝜌1و سه عدد حقیقی  {0} > 0 ،0 <

𝜌2 < 𝜌3و  1 > 𝑉̇(𝒙) چنان وجود داشته باشند که نامساوی 0 +

𝜌1𝑉
𝜌2(𝒙) + 𝜌3𝑉(𝒙) ≤ چنین، زمان محدود برآورده شود. هم 0

 
1 Euclidean norm 
2 Locally finite time stable 

𝑡دارد که برای   وجود  چنان  𝑇(𝒙𝟎)همگرایی  ≥ 𝑇(𝒙𝟎) همگی متغیرهای ،

حالت سیستم غیرخطی با شروع از هر شرایط اولیه دلخواه دقیقاً به نقطه 

𝒙تعادل  = تواند تخمینی از کران ( می4شوند و نامساوی )همگرا می 𝟎
 .[62]ارائه دهد  𝑇(𝒙𝟎)بالای 

𝑇(𝒙𝟎) ≤ (𝜌3(1 − 𝜌2))
−1

(ln(𝜌3𝑉
1−𝜌2(𝒙𝟎) + 𝜌1) − ln 𝜌1)  (4)  

𝚪( را با 1سیستم غیرخطی ). 3لم  = 𝕽𝑛  درنظر بگیرید. نقطه تعادل

𝒙 = محدود سرتاسری است اگر تابع شعاعی بیکران -، پایدار زمان𝟎
𝑉(𝒙):𝚪پذیر پیوسته مشتق → 𝕽+ ∪ 𝜌1اعداد حقیقی  و {0} > 0 ،𝜌2 >

0 ،𝜌3 > 1 ،𝜌4 = 1 − 0.5(𝜌3)
−1 ،𝜌5 = 1 + 0.5(𝜌3)

چنان وجود  1−

𝑉̇(𝒙)داشته باشند که نامساوی  + 𝜌1𝑉
𝜌4(𝒙) + 𝜌2𝑉

𝜌5(𝒙) ≤ برآورده  0

های شود. علاوه بر این، تمامی متغیرهای حالت سیستم غیرخطی برای زمان

𝑡 ≥ 𝑇 دقیقاً به نقطه تعادل ،𝒙 = . شایان ذکر است که نامساوی رسندمی 𝟎

𝑇 ≤ 𝜋𝜌3(√𝜌1𝜌2)
را ارائه  𝑇، کران بالای زمان محدود همگرایی 1−

( به شرایط اولیه 4( و )3های )دهد و این کران بالا، برخلاف رابطهمی

 .◼ [63]بستگی ندارد  𝒙𝟎سیستم غیرخطی یعنی بردار 

رلی ( را با ورودی کنت5ابطه )سیستم غیرخطی مرتبه دوم ر. 4لم 

ℊ(𝑥1, 𝑥2) = −𝜌1sign(𝑥1) − 𝜌2sign(𝑥2)  درنظر بگیرید که دو عدد

𝜌1شرط  𝜌2و  𝜌1حقیقی   > 𝜌2 > سازند. آنگاه هر دو را برآورده می 0

𝑡های ای( برای زمان)با شروع از هرشرط اولیه 𝑥2و  𝑥1متغیر حالت  ≥

𝑇(𝑥1(0), 𝑥2(0)) شوند.دقیقاً به صفر همگرا می 

 𝑥̇1 = 𝑥2 and  𝑥̇2 = ℊ(𝑥1, 𝑥2) (5)  

,𝑇(𝑥1(0)(، علاوه بر تخمینی از کران بالای 6در رابطه ) 𝑥2(0)) تابع ،

-توان پایداری زمانلیاپانوفی نیز معرفی شده است که با استفاده از آن می

( را اثبات کرد. شایان ذکر است 5ی )بستهرتاسری سیستم حلقهمحدود س

,𝑇(𝑥1(0)که کران بالای زمان  𝑥2(0)) ر به تابع لیاپانوف معرفی شده د

𝑡لحظه  =  وابسته است. 0

 

𝑇(𝑥1(0), 𝑥2(0)) ≤ 2(min(𝜌4))
−1√𝑉(𝑥1(0), 𝑥2(0))

𝑉(𝑥1, 𝑥2) = {

0.25(𝜌4)
2(ℎ)2 if 𝑥1𝑥2 ≠ 0

0.25(𝜌̅)2𝑥2
2 if 𝑥1 = 0

0.25|𝑥1| if 𝑥2 = 0

                  

ℎ = (𝜌3)
−1𝑥2sign(𝑥1) + 𝜌5√|𝑥1| + 0.5(𝜌3)

−1𝑥2
2      

 (6)  

شود که نامساوی چنان انتخاب می 𝜌̅مقدار عدد حقیقی 

(√2(𝜌1 + 𝜌2))
−1

< 𝜌̅ < (√2(𝜌1 − 𝜌2))
برقرار باشد و اعداد  1−

 [64] شوند( محاسبه می7های بیان شده در )از تساوی 𝜌5و  𝜌3 ،𝜌4حقیقی 

◼. 
𝜌3 = 𝜌1 + 𝜌2sign(𝑥1𝑥2)                                   

𝜌4 = √0.5𝜌3|√2𝜌3 𝜌̅ − 1|                              

𝜌5 = √2(𝜌3)
−1(√2𝜌3 𝜌̅ − 1)

−1
sign(𝑥1𝑥2)

 (7)  

( 8( را با ورودی کنترلی رابطه )5سیستم غیرخطی مرتبه دوم ). 5لم 

0عددی حقیقی با شرط  𝜌1درنظر بگیرید که  < 𝜌1 < است. آنگاه هر  1

𝑡های ای( برای زمان)با شروع از هرشرط اولیه 𝑥2و  𝑥1ر حالت دو متغی ≥

𝑇(𝑥1(0), 𝑥2(0)) رسند.دقیقاً به صفر واقعی می 

3 Globally finite time stable 
4 Radially unbounded 
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ℊ(𝑥1, 𝑥2) = −|𝑥2|

𝜌1sign(𝑥2) − |ℓ(𝑥1, 𝑥2)|
𝜌1(2−𝜌1)

−1
sign(ℓ(𝑥1, 𝑥2))

ℓ(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1 + (2 − 𝜌1)
−1|𝑥2|

2−𝜌1sign(𝑥2)                                         
 (8)  

𝑡کران بالای  ≥ 𝑇(𝑥1(0), 𝑥2(0)) ( تخمین زده 9از نامساوی رابطه )

0دو عدد حقیقی اختیاری با شرایط  𝜌3و  𝜌2شود که می < 𝜌2 < و  1

𝜌3 >  .◼ [50]باشند می 1

 𝑇𝑐𝑜𝑛𝑣  ≤ (𝜛(1 − 𝜌1))
−1

(3 − 𝜌1)(𝑉(𝑥1(0), 𝑥2(0)))
1−𝜌1
3−𝜌1 (9)  

,𝑉(𝑥1که تابع  𝑥2) ( معرفی می10توسط رابطه ).شود 

 
𝑉(𝑥1, 𝑥2) =

2−𝜌1

3−𝜌1
|ℓ(𝑥1, 𝑥2)|

3−𝜌1
2−𝜌1 + 𝜌2 𝑥2ℓ(𝑥1, 𝑥2) +

𝜌3

3−𝜌1
|𝑥2|

3−𝜌1

𝜛 = − max
(𝑥1,𝑥2)∈Ξ

𝑉̇(𝑥1, 𝑥2)   with  Ξ = {(𝑥1, 𝑥2): 𝑉(𝑥1, 𝑥2) = 1}
 (10)  

درجه آزادی -𝒏توصیف مدل ربات بازویی  -3

 سازهای ورودی و بیان مسئله ردیابیبا غیرخطی

درجه آزادی به فرم رابطه -𝑛بازویی  ربات جامع دینامیکی یکمدل 

𝒒( قابل توصیف است که 11) = [𝑞1 𝑞2 … 𝑞𝑛]𝑇 ∈  𝕽𝑛  بیانگر

𝒒̇متغیرهای پیکربندی ربات بوده و بردارهای    ∈  𝕽𝑛    و𝒒̈ ∈  𝕽𝑛   به ترتیب
𝒒های اول و دوم مشتق مرتبه ∈  𝕽𝑛 .هستند 𝐌(𝒒) ∈  𝕽𝑛×𝑛 ماتریس ،

 است. 2باشد که همواره متقارن و مثبت معینربات می 1اینرسی

 𝐌(𝒒)𝒒̈ + 𝐂(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ + 𝐅(𝒒̇) + 𝐆(𝒒) = 𝝓(𝒖) + 𝝉𝐝𝐢𝐬 (11)  

و بردار  3(، ماتریس نیروهای کوریولیس و گریز از مرکز11در رابطه ) 

,𝐂(𝒒های ماتریسی با نماد 4نیروهای گرانشی و جاذبه 𝒒̇) ∈  𝕽𝑛×𝑛  و

𝐆(𝒒) ∈  𝕽𝑛   اند. بردار  معرفی شده𝐅(𝒒̇) ∈ 𝕽𝑛   بیانگر نیروهای اصطکاک

باشند. ( قابل توصیف می12موجود در مفاصل ربات است که توسط رابطه )

𝑓𝑐𝑖(، 12در رابطه )
, 𝑓𝑠𝑖

, 𝜀𝑖 , 𝜎𝑖  , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛  پارامترهای ثابت و معلوم
 .[9]هستند 

 

𝐅(𝒒̇) = [𝑓1(𝑞̇1) 𝑓2(𝑞̇2) ⋯ 𝑓𝑛(𝑞̇𝑛)]
𝑇                   

𝑓𝑖(𝑞̇𝑖) = (𝑓𝑐𝑖
+ (𝑓𝑠𝑖

− 𝑓𝑐𝑖
)𝑒

−(
𝑞̇𝑖
𝜀𝑖

)
2

) sign(𝑞̇𝑖) + 𝜎𝑖𝑞̇𝑖

with  𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛.                                                        

 (12)  

𝝉𝐝𝐢𝐬نماد برداری  ∈  𝕽𝑛 ( ( بیانگر نامعینی11)بیان شده در) های موجود در
های پارامتری، قطعیتتوانند ناشی از عدمباشد که میمدل ربات می

های مدل نشده و گشتاورهای اغتشاش خارجی وارده بر مفاصل دینامیک

 𝝉𝐝𝐢𝐬همواره برای بردار نامعینی  1ند. در سرتاسر مقاله، فرض ربات باش

 باشد.برقرار می

𝝉𝐝𝐢𝐬نرم اقلیدسی بردار نامعینی  .1فرض  ∈  𝕽𝑛  همواره در رابطه

𝜆ℎکند که ضرایب حقیقی مثبت ( صدق می13) , 𝜛ℎ, ℎ = 0,1,2,⋯ , 𝑛 
  همواره معلوم و در اختیارند.

 ‖𝝉𝐝𝐢𝐬‖ ≤ ∑ (𝜆ℎ‖𝒒‖ℎ + 𝜛ℎ‖𝒒̇‖ℎ)𝑛
ℎ=0 = 𝜒(‖𝒒‖, ‖𝒒̇‖) (13)  

𝒖 = [𝑢1 𝑢2 … 𝑢𝑛]𝑇 ∈ 𝕽𝑛  بردار گشتاورهای ورودی مفاصل

ی ربات را دارند. بستههای کنترلی سیستم حلقهاست که نقش ورودی

𝝓(𝒖) = [𝜙1(𝑢1) 𝜙2(𝑢2) … 𝜙𝑛(𝑢𝑛)]𝑇 ∈  𝕽𝑛 بردار توابع ،

( به ترتیب نحوه 15( و )14های )سازهای ورودی هستند که رابطهغیرخطی

 کنند.صیف میعملکرد غیرخطی سازهای شعاعی و ناحیه مرده را تو
 𝛼𝑖𝑢𝑖

2 ≤ 𝜙𝑖(𝑢𝑖)𝑢𝑖 ≤ 𝛽𝑖𝑢𝑖
2   and  𝜙𝑖(0) = 0 with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛.

 
1 Inertia matrix  
2 Symmetric and positive definite matrix  

 (14)  

کند، را توصیف می 𝜙𝑖(𝑢𝑖)ساز شعاعی ( که تابع غیرخطی14در رابطه )

𝛼𝑖ضرایب   , 𝛽𝑖  ( 14باشند. در واقع نامساوی )اعدادحقیقی مثبت و معلوم می

𝛼𝑖]درون قطاع  𝜙𝑖(𝑢𝑖)ساز بیانگر این موضوع است که تابع غیرخطی , 𝛽𝑖]  
ساز ه عملکرد تابع غیرخطیتصویری مفهومی از نحو  1گیرد. شکل  قرار می

𝑖را برای  𝜙𝑖(𝑢𝑖)شعاعی  =  . [49 ,48]دهد ارائه می 1

 
  محصور شده درون 𝜙1(𝑢1) سازی مفهومی از عملکرد تابع غیرخطی . تصویر1شکل  

,𝛼1]قطاع  𝛽1] [48, 49] . 

را شرح   𝜙𝑖(𝑢𝑖)حیه مرده  ساز نا( نحوه عملکرد تابع غیرخطی15رابطه )

توابعی غیرخطی مثبت نامعلوم از گشتاور  𝜙−𝑖(𝑢𝑖)و  𝜙+𝑖(𝑢𝑖)دهد که می

𝑢+𝑖هستند.  𝑢𝑖ورودی  > 0 ،𝑢−𝑖 < 0 ،𝛽+𝑖 > 𝛽−𝑖و  0 > چهار عدد  0

همواره دو  𝛽−𝑖و  𝛽+𝑖حقیقی ثابت و معلوم هستند که دو عدد حقیقی 

0نامساوی  < 𝛽+𝑖 ≤ 𝜙+𝑖(𝑢𝑖)  0و < 𝛽−𝑖 ≤ 𝜙−𝑖(𝑢𝑖) کنند.را ارضا می 

 

𝜙𝑖(𝑢𝑖) = {

(𝑢𝑖 − 𝑢+𝑖)𝜙+𝑖(𝑢𝑖) if 𝑢𝑖 > 𝑢+𝑖

0                                  if   𝑢−𝑖 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑢+𝑖

(𝑢𝑖 − 𝑢−𝑖)𝜙−𝑖(𝑢𝑖) if 𝑢𝑖 < 𝑢−𝑖

             

and                                                                                                          

{

(𝑢𝑖 − 𝑢+𝑖)𝜙𝑖(𝑢𝑖)  ≥ 𝛽+𝑖(𝑢𝑖 − 𝑢+𝑖)
2 if 𝑢𝑖 > 𝑢+𝑖

𝜙𝑖(𝑢𝑖) = 0                                                if   𝑢−𝑖 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 𝑢+𝑖

(𝑢𝑖 − 𝑢−𝑖)𝜙𝑖(𝑢𝑖) ≥ 𝛽−𝑖(𝑢𝑖 − 𝑢−𝑖)
2 if 𝑢𝑖 < 𝑢−𝑖

 (15)  

ساز ناحیه تصویری مفهومی از نحوه عملکرد تابع غیرخطی 2شکل 

𝑖را برای    𝜙𝑖(𝑢𝑖)مرده   = درجه آزادی رابطه -𝑛دهد. برای ربات  ارائه می  1

 در سرتاسر مقاله برقرار است. 2(، همواره فرض 11)

𝒒درجه آزادی، دو بردار  -𝑛برای ربات    .2فرض   ∈  𝕽𝑛    و𝒒̇ ∈  𝕽𝑛 

همواره و در هر لحظه از زمان به طور فیزیکی با حسگرهای )سنسورهای( 

باشند. بنابراین در تولید گشتاورهای گیری شده و در اختیار میق اندازه دقی
 توان از این دو بردار استفاده کرد.ورودی مفاصل، می

درجه -𝑛حدود مقاوم برای ربات م-در ادامه، مسئله ردیابی زمان

شود. بردار مسیرهای مورد نظر بندی می، به فرم روابط ریاضی فرمول آزادی

ربات به فرم  )چرخشی یا انتقالی( ی پیکربندی مفاصلبرای متغیرها

𝒒𝒅(𝑡) = [𝑞𝑑1
𝑞𝑑2

⋯ 𝑞𝑑𝑛]𝑇 شود که انتخاب مناسب انتخاب می

𝜼𝑑 تواند باعث شود که مجری نهایی ربات عمل خاصی را در فضای می

 سه بعدی اطراف خودش انجام دهد. در مسئله ردیابی ذکرشده، 
𝒖گشتاورهای ورودی  ∈ 𝕽𝑛  باید چنان طراحی شوند که بتوانند بردار

3 Coriolis and centripetal forces 
4 Gravitational forces 
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به طور کاملاً دقیق   𝑇𝑡متغیرهای پیکربندی مفاصل را در مدت زمان محدود  

همواره برای بردار  3برسانند. فرض  𝒒𝒅(𝑡)های مورد نظر به بردار مسیر

 برقرار است. 𝒒𝒅(𝑡)مسیرهای دلخواه 

𝒒𝒅(𝑡)دار مسیرهای دلخواه رب.  3فرض   ∈ 𝕽𝑛  همواره مشخص بوده

پذیر های آن توابعی هستند که حداقل تا دو بار پیوسته و مشتقو تمام درایه

𝒒̇𝒅(𝑡)بر این است که  فرضباشند. به عبارت دیگر، همواره می =

[𝑞̇𝑑1
𝑞̇𝑑2

⋯ 𝑞̇𝑑𝑛]𝑇  و𝒒̈𝒅(𝑡) = [𝑞̈𝑑1
𝑞̈𝑑2

⋯ 𝑞̈𝑑𝑛]𝑇  وجود دارند

 ربات مورد استفاده قرار گیرند.  توانند در طراحی گشتاورهای ورودیو می

 
 .𝜙1(𝑢1) [48, 49]ساز ناحیه مرده  . تصویری از عملکرد تابع غیرخطی2شکل  

𝒆𝑜𝑑𝑑خطای بندی مسئله ردیابی، دو بردار برای فرمول   ∈ 𝕽𝑛  و

𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛  ∈ 𝕽𝑛 ( تعریف می16به صورت رابطه ).شوند 
𝒆𝑜𝑑𝑑 = [𝑒1 𝑒3 ⋯ 𝑒2𝑛−1]𝑇                    

= [𝑞1 − 𝑞𝑑1
𝑞2 − 𝑞𝑑2

⋯ 𝑞𝑛 − 𝑞𝑑𝑛]𝑇

𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛 = [𝑒2 𝑒4 ⋯ 𝑒2𝑛]𝑇                      

= [𝑞̇1 − 𝑞̇𝑑1
𝑞̇2 − 𝑞̇𝑑2

⋯ 𝑞̇𝑛 − 𝑞̇𝑑𝑛]
𝑇

 (16)  

با درنظر گرفتن دو بردار خطای تعریف شده و استفاده از مدل  

(، سیستم دینامیکی مرتبط با خطاهای 11) درجه آزادی-𝑛دینامیکی ربات 

دیهی است که شود. ب( حاصل می17مفاصل ربات به فرم رابطه ) ردیابی

زیرسیستم غیرخطی مرتبه دوم است که همگی  𝑛( متشکل از 17سیستم )

 دارای اندرکنش متقابل هستند.
𝒆̇𝑜𝑑𝑑 = 𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛                                                    

𝒆̇𝑒𝑣𝑒𝑛 = −𝐌−𝟏(𝐂(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ + 𝐆(𝒒) + 𝐅(𝒒̇))

+𝐌−𝟏𝝓(𝒖) + 𝐌−𝟏𝝉𝐝𝐢𝐬 − 𝒒̈𝒅

 (17)  

ی ردیابی (، مسئله17با توجه به سیستم دینامیکی خطاهای ردیابی )

( 18گردد. رابطه )( بازنویسی می18محدود مقاوم ربات به فرم )-زمان

محدود -زمان  بیانگر این موضوع است که برای فراهم ساختن هدف ردیابی

باید  درجه آزادی-𝑛مفاصل ربات  مقاوم ذکر شده، گشتاورهای ورودی

، دو بردار خطای 𝑇𝑡ای طراحی گردند که بعد از زمان محدود به گونه

𝑡های به صفر همگرا شوند و برای زمان  𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛و   𝒆𝑜𝑑𝑑ردیابی  ≥ 𝑇𝑡  این
بی ند. بنابراین، برآورده شدن هدف ردیادو بردار همواره صفر واقعی باش

ا برآورده شدن شرایط معادل ب درجه آزادی-𝑛محدود مقاوم ربات -زمان

 باشد.( می18رابطه )

lim
𝑡→𝑇𝑡

𝒆𝑜𝑑𝑑 = 𝟎 ,   and   𝒆𝑜𝑑𝑑 = 𝟎   for ∀ 𝑡 ≥ 𝑇𝑡     

lim
𝑡→𝑇𝑡

𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛 = 𝟎 , and   𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛 = 𝟎  for ∀ 𝑡 ≥ 𝑇𝑡    
 (18)  

طراحی چهار دسته گشتاورهای غیرخطی  -4

 درجه آزادی-𝒏 بازوئیمفاصل ربات 
های منحصر به فرد روش کنترل مد لغزشی ترمینال با توجه به ویژگی

های لغزشی غیرخطی جدید غیرتکین، از تعمیم این روش و تعریف خمینه

شود. طراحی مقاوم ربات استفاده می  محدود-برای حل مسئله ردیابی زمان

اورهای ورودی مفاصل ربات با این روش غیرخطی از دو مرحله گشت

های لغزشی غیرخطی )الف( تعریف خمینه  تشکیل شده است که عبارتند از:

 محدود دینامیک مد لغزشی. -مناسب با هدف پایدارسازی زمان

ن متغیرهای )ب( طراحی گشتاورهای غیرخطی ورودی به منظور رساند
دینامیک مد لغزشی در مدت زمان محدود   به  درجه آزادی-𝑛حالت ربات  

[51, 53-55, 57-59].   
های لغزشی در مرحله )الف( با استفاده از بردارهای خطاهای ردیابی، خمینه

شوند که دینامیک مد لغزشی مرتبط با سیستم غیرخطی چنان تعریف می
محدود با زمان محدود همگرایی -زمانی ربات، دارای پایداری بستهحلقه

𝑇𝑠  باشد. در مرحله )ب( گشتاورهای ورودی غیرخطی چنان طراحی

بر روی   𝑇𝑟خطاهای ردیابی ربات را در زمان محدود    شوند تا بتوانند همهمی

های لغزشی غیرخطی قرار دهند یا به عبارت دیگر گشتاورهای خمینه

، وجود دینامیک مد لغزشی را 𝑇𝑟زمان محدود باید قادر باشند در  ورودی

ان محدود ی ربات تضمین کنند. بنابراین بعد از زمبستهبرای سیستم حلقه

𝑇𝑡 (𝑇𝑡کلی  = 𝑇𝑠 + 𝑇𝑟محدود مقاوم ربات -(، هدف ردیابی زمان𝑛-
بندی شده است، برآورده ( فرمول 18که به صورت رابطه ) درجه آزادی

 شود.می

طراحی گشتاورهای ورودی با فرض  4-1
 ساز شعاعی غیرخطی

های اول و به ترتیب به طراحی دسته 2-1-4و  1-1-4های زیربخش

سازهای شعاعی از گشتاورهای ورودی ربات با فرض وجود غیرخطیدوم 
 . انداختصاص یافته

 طراحی دسته اول از گشتاورهای ورودی ربات 4-1-1
ای لغزشی ه، بردار خمینهای ورودیبرای دسته اول از گشتاوره

𝒔(𝑡)غیرخطی  = [𝑠1 𝑠2 ⋯ 𝑠𝑛]𝑇 ∈ 𝕽𝑛 ( 19به صورت رابطه )

𝑙𝑗𝑖شود که تعریف می
 , 𝑗 = 1, 2  , 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛  اعداد حقیقی اختیاری

𝑙1𝑖با شرایط 
>  𝑙2𝑖

>  .هستند 0
𝒔(𝑡) = 𝐌𝛉, 𝛉 = 𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛 + ∫ 𝒍𝟏𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑜𝑑𝑑(𝜍))𝑑𝜍 + ∫ 𝒍𝟐𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛(𝜍))𝑑𝜍

𝑡

0

𝑡

0
      

𝒍𝟏𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑜𝑑𝑑) = [𝑙11
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒1) 𝑙12

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒3) … 𝑙1𝑛
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒2𝑛−1)]𝑇                  

𝒍𝟐𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛) = [𝑙21
𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒2) 𝑙22

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒4) … 𝑙2𝑛𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑒2𝑛)]𝑇                    

 (19)  

( برای تضمین دینامیک مد لغزشی به صورت 20گشتاورهای ورودی )
,‖𝜒(‖𝒒شوند که در این رابطه،  محدود پیشنهاد می-زمان ‖𝒒̇‖)  کران ان  هم

معرفی شده است(. علاوه بر  1هاست )قبلًا در فرض بالای بردار نامعینی

𝛼𝑖این،  , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ساز همان اعداد حقیقی مثبت موجود در غیرخطی

اعداد حقیقی   𝜂2و    𝜉𝑖  ،𝜁  ،𝜂0  ،𝜂1 (،  20در رابطه )  ( هستند.14رابطه)شعاعی  

𝜉𝑖 اختیاری با شرایط  > (𝛼𝑖)
−1 ،𝜁 > 1 ،𝜂0 ≥ 0 ،𝜂1 ≥ 𝜂2و  0 ≥ 0 

شوند. این اعداد حقیقی اختیاری وسط طراح و کاربر تعیین میتهستند که 

ضمین هم بر روی انرژی کنترلی و هم بر روی زمان محدود مورد نیاز برای ت
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-𝑛وجود دینامیک مد لغزشی تاثیر بسزایی دارند. بدیهی است برای ربات 

عداد کل پارامترهای اختیاری مرتبط با گشتاورهای دسته زادی، تدرجه آ

3𝑛اول  +  دهد که گشتاورهای غیرخطی ورودینشان می  1است. قضیه    4
-انتوانند هدف ردیابی زم(، می20( و )19های )پیشنهاد شده با رابطه

 درجه آزادی برآورده سازند.-𝑛ربات محدود مقاوم را برای 

 

𝑢𝑖 = −𝜉𝑖Ωsign(𝑠i),with 𝑖 = 1,2,… , 𝑛.                                    

Ω = Π1 + Π2 and  𝜉𝑖 > (𝛼𝑖)
−1                                                  

Π1 = 𝜂0‖𝒔‖ + 𝜂1‖𝒔‖
ℎ1  + 𝜂2‖𝒔‖

ℎ2                                          

ℎ1 = 1 − 𝜁−1 and ℎ2 = 1 + 𝜁−1                                               

Π2 = 𝜒 + ‖𝐌̇‖‖𝜽‖ + ‖𝐂‖‖𝒒̇‖ + ‖𝐆‖ + ‖𝐅‖ +                   

+‖𝐌‖(‖𝒒̈𝒅‖ + ‖𝒍𝟏𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑜𝑑𝑑)‖ + ‖𝒍𝟐𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛)‖)

 (20)  

( را همراه با 11رابطه )درجه آزادی -𝑛 بازویی ربات .1قضیه 

درنظر بگیرید.   3و    2،  1های  ( و فرض14سازهای ورودی شعاعی )غیرخطی

( به 20( و )19های )پیشنهادشده با رابطه چنانچه گشتاورهای ورودی

محدود مقاوم -( اعمال شوند، آنگاه هدف ردیابی زمان11مفاصل ربات )

متغیرهای پیکربندی شده و بردار ( برآورده 18توصیف شده با رابطه )

𝑇𝑡در مدت زمان محدود  𝒒(𝑡)مفاصل  = 𝑇𝑟 + 𝑇𝑠  به طور کاملاً دقیق به
𝑡های رسد. به عبارت دیگر، برای زمانمی  𝒒𝒅(𝑡)بردار  ≥ 𝑇𝑡  تساوی

𝒒(𝑡) = 𝒒𝒅(𝑡) چنین، دو زمان محدود گردد. همبرقرار می𝑇𝑟  و𝑇𝑠 

 شوند.( تعیین 22( و )21های )توانند به ترتیب توسط نامساوییم

(𝑖): if  𝜂
0
= 𝜂

2
= 0  then 𝑇𝑟 ≤ (𝜂

1
(1 − ℎ1))

−1

(‖𝒔(𝟎)‖)
1−ℎ1       

(𝑖𝑖): if  𝜂
2
= 0  then 𝑇𝑟 ≤ (𝜂

0
(1 − ℎ1))

−1

(ln (
𝜂0(‖𝒔(𝟎)‖)

1−ℎ1+𝜂1

𝜂1

))

(𝑖𝑖𝑖): if  𝜂
0
= 0  then 𝑇𝑟 ≤ 𝜋𝜁(√21+0.5(ℎ1+ℎ2)𝜂

1
𝜂

2
)

−1

                  

 (21)  

 و

𝑇𝑠 = max
𝑖

( 𝑇𝑠𝑖 ) ,with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛.                                     

𝑇𝑠 ≤ 2(min(𝑙4𝑖
))

−1
√Ψ𝑖(𝑒2𝑖−1(𝑡 = 𝑇𝑟), 𝑒2𝑖(𝑡 = 𝑇𝑟))     𝑖

Ψ𝑖 = {

0.25(𝑙4𝑖
)
2
(ℎ𝑖)

2 if 𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖 ≠ 0

0.25(𝑙𝑖̅)
2
𝑒2𝑖

2 if 𝑒2𝑖−1 = 0

0.25|𝑒2𝑖−1| if 𝑒2𝑖 = 0

                               

ℎ𝑖 = (𝑙3𝑖
)
−1

𝑒2𝑖sign(𝑒2𝑖−1) + 𝑙5𝑖
√|𝑒2𝑖−1| + 0.5(𝑙3𝑖

)
−1

𝑒2𝑖
2

 (22)  

𝑙1𝑖)2√)از  𝑙𝑖̅(، 22)رابطه در 
+ 𝑙2𝑖

))

−1

< 𝑙𝑖̅ < (√2(𝑙1𝑖
− 𝑙2𝑖

))

−1

 

𝑙3𝑖چنین شوند. همانتخاب می
، 𝑙4𝑖

𝑙5𝑖و  
شوند ( تعیین می23توسط رابطه ) 

◼. 

𝑙3𝑖
= 𝑙1𝑖

+ 𝑙2𝑖
sign(𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖)                                       

𝑙4𝑖
= √0.5𝑙3𝑖

|√2𝑙3𝑖
 𝑙𝑖̅ − 1|                                         

𝑙5𝑖
= √2(𝑙3𝑖

)
−1

(√2𝑙3𝑖
 𝑙𝑖̅ − 1)

−1
sign(𝑒2𝑖−1𝑒2𝑖)    

 (23)  

شود ای بوده و در مرحله اول اثبات میاین اثبات دو مرحلهاثبات. 

وانند وجود دینامیک مد لغزشی تکه گشتاورهای ورودی پیشنهادی می

𝒔(𝑡) = ه نشان داده در این مرحل تضمین دهند. 𝑇𝑟را در زمان محدود  𝟎

توانند سیستم دینامیکی خطاهای شود که گشتاورهای ورودی میمی

𝑡های ( را برای زمان17ردیابی ) ≥ 𝑇𝑟  به دینامیک مد لغزشی𝒔(𝑡) = 𝟎 

 
1 Cauchy-Schwartz inequality  

شود که دینامیک مد لغزشی تبدیل کنند. در مرحله دوم، نشان داده می

یابی اهای ردست و خطمحدود سرتاسری ا-دارای پایداری زمان

𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖  , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 اند، که بر روی دینامیک مد لغزشی قرار گرفته
بندی این دو مرحله، اثبات رسند. با جمعبه صفر واقعی می 𝑇𝑠بعد از زمان 

( را در 18(، شرایط رابطه )20( و )19) گردد که گشتاورهای ورودیمی

𝑇𝑡مدت  = 𝑇𝑟 + 𝑇𝑠  اهند ساخت. برای اثبات ادعای مرحله برآورده خو

𝑉(𝑡)اول، کاندیدای لیاپانوف به صورت  = 0.5‖𝒔‖2 = 0.5𝒔𝑇𝒔  انتخاب

𝑉̇(𝑡)شود که مشتق آن  می = 𝒔𝑇(𝑡)𝒔̇(𝑡)  ( قابل بیان است.24به فرم رابطه ) 

 𝑉̇ = 𝒔𝑇  (𝐌̇𝛉 + 𝐌 (𝒆̇𝑒𝑣𝑒𝑛 + 𝒍𝟏𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑜𝑑𝑑) + 𝒍𝟐𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛)))

 (24)  

( 25(، به نامساوی رابطه )24(( در رابطه )17)از رابطه ) 𝒆̇𝑒𝑣𝑒𝑛جایگذاری 
 خواهیم رسید.

 
𝑉̇ = 𝒔𝑇 ( 𝐌̇𝛉 − 𝐂(𝒒, 𝒒̇)𝒒̇ − 𝐅(𝒒̇) − 𝐆(𝒒) + 𝝓(𝒖))               

  + 𝒔𝑇( 𝝉𝒅𝒊𝒔 − 𝐌𝒒̈𝒅 + 𝐌 𝒍𝟏𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑜𝑑𝑑) + 𝐌𝒍𝟐𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛))
 (25)  

)یعنی  1و درنظر گرفتن فرض  1شوآرتز-کوشیبا استفاده از نامساوی 
‖𝝉𝐝𝐢𝐬‖ ≤ 𝜒(‖𝒒‖, ‖𝒒̇‖)( تساوی رابطه ،)26( به نامساوی رابطه )25 )

 شود.تبدیل می

 
𝑉̇ ≤ {𝒔𝑇𝝓(𝒖) + ‖𝒔‖(‖𝐌̇‖‖𝜽‖ + ‖𝐂‖‖𝒒̇‖ + ‖𝐅‖ + ‖𝐆‖ + 𝜒 )

         +‖𝒔‖‖𝐌‖(‖𝒒̈𝒅‖ + ‖𝒍𝟏𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑜𝑑𝑑)‖ + ‖𝒍𝟐𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛)‖)}
 (26)  

( به فرم ساده 26((، نامساوی )20)بیان شده در رابطه )  Π2با توجه به تعریف  

𝑉̇ی شده  ≤ 𝒔𝑇𝝓(𝒖) + ‖𝒔‖Π2 ظرگرفتن شود. با درنتبدیل میΩ =

Π1 + Π2  و نامساوی(𝒔𝑇𝝓(𝒖) ≤ −Ω∑  𝛼𝑖𝜉𝑖|𝑠𝑖|
𝑛
𝑖=1 )که اثبات آن در  (

( به صورت نامساوی 26ی نامساوی )آمده است(، فرم ساده شده  1پیوست 

 گردد.( نتیجه می27)

 𝑉̇ ≤ ‖𝒔‖Ω − ‖𝒔‖ Π1 − Ω∑  𝛼𝑖𝜉𝑖|𝑠𝑖|
𝑛
𝑖=1  (27)  

𝜇  با تعریف = min𝑖 ( 𝛼𝑖𝜉𝑖) , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  و در نظرگرفتن نامساوی
(−∑ |𝑠𝑖|

𝑛
𝑖=1 ≤ −‖𝒔‖)( 28( به نامساوی )27، رابطه )شود.تبدیل می 

 𝑉̇ ≤ ‖𝒔‖Ω(1 − 𝜇) − ‖𝒔‖ Π1 (28)  

𝜉𝑖از آنجایی که اعداد حقیقی دلخواه   , 𝑖 = 1,2,… , 𝑛  با شرط𝜉𝑖 > 1/𝛼𝑖 

𝜇 شوند، بدیهی است که اب میانتخ = min𝑖 ( 𝛼𝑖𝜉𝑖)   همواره𝜇 > بوده   1

𝒔‖Ω(1‖و درنتیجه ترم  − 𝜇)  همواره نامثبت خواهد بود. با درنظر گرفتن

𝑉̇( به نامساوی 28این موضوع، نامساوی ) ≤ −‖𝒔‖ Π1 شود. در تبدیل می
Π1ادامه با جایگذاری   = 𝜂0‖𝒔‖ + 𝜂1‖𝒔‖

ℎ1  + 𝜂2‖𝒔‖
ℎ2   مطابق با رابطه(

𝑉(𝑡)(( و درنظر گرفتن تعریف کاندیدای لیاپانوف 20) = 0.5‖𝒔‖2 ،

𝑉̇نامساوی  ≤ −‖𝒔‖ Π1 ( تبدی29به رابطه )شود.ل می 

 𝑉̇ + 2𝜂0𝑉 + √2ℎ1+1𝜂1𝑉
0.5(ℎ1+1) + √2ℎ2+1𝜂2𝑉

0.5(ℎ2+1) ≤ 0 (29)  

𝜂0با فرض   = 𝜂2 = 𝜌1، و انتخاب  0 = √2ℎ1+1𝜂1  ،𝜌2 = 0.5(ℎ1 + و   (1

در مدت زمان محدود   𝒔(𝑡)و    𝑉(𝑡)توان نتیجه گرفت که  ، می1استناد به لم  

𝑇𝑟   که توسط((𝑖)  ( به صفر همگرا می21از رابطه )ارائه شده است ) شوند و

𝑡های برای زمان ≥ 𝑇𝑟  وجود دینامیک مد لغزشی𝒔(𝑡) = تضمین  𝟎

 گردد. می
𝜂2با فرض  = 𝜌1و انتخاب  0 = √2ℎ1+1𝜂1 ،𝜌2 = 0.5(ℎ1 + 1) ،𝜌3 =

 79
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2𝜂0   توان نتیجه گرفت که ، می2و استناد به لم𝑉(𝑡)    و𝒔(𝑡)   در مدت زمان

 شده است( به صفر همگرا( ارائه 21از رابطه ) (𝑖𝑖))که توسط  𝑇𝑟محدود 

𝑡های شوند و برای زمانمی ≥ 𝑇𝑟  وجود دینامیک مد لغزشی𝒔(𝑡) = 𝟎 
  گردد.تضمین می

𝜂0با فرض  = 𝜌1و انتخاب  0 = √2ℎ1+1𝜂1 ،𝜌2 = √2ℎ2+1𝜂2 ،𝜌3 = 𝜁 ،

𝜌4 = 0.5(ℎ1 + 1) ،𝜌5 = 0.5(ℎ2 + توان نتیجه ، می3، و استناد به لم (1

از رابطه   (𝑖𝑖𝑖))که توسط    𝑇𝑟در مدت زمان محدود    𝒔(𝑡)و    𝑉(𝑡)گرفت که  

𝑡های شوند و برای زمان( ارائه شده است( به صفر همگرا می21) ≥ 𝑇𝑟 

𝒔(𝑡)وجود دینامیک مد لغزشی  = گردد. در اینجا اثبات تضمین می 𝟎

  .رسدمرحله اول به پایان می
𝑡های دوم برای زمان رحلهدر م ≥ 𝑇𝑟 سیستم دینامیکی خطاهای ردیابی ،

𝒔(𝑡)( به دینامیک مد لغزشی 17) = شود ( تبدیل می30مطابق با رابطه ) 𝟎

 زیرسیستم غیرخطی مرتبه دوم منفک از هم است. 𝑛که متشکل از 
𝑒̇2𝑖−1 = 𝑒2𝑖                                                  
𝑒̇2𝑖 = −𝑙1𝑖

sign(𝑒2𝑖−1)  − 𝑙2𝑖
sign(𝑒2𝑖) 

with  𝑖 = 1 ,2,⋯ , 𝑛.                                

 (30)  

( با سیستم غیرخطی 30زیرسیستم غیرخطی رابطه ) 𝑛ی هر کدام از مقایسه 

ینامیک مد محدود د-((، پایداری زمان5)رابطه )  4مرتبه دوم موجود در لم  

دهد. فلذا خطاهای ردیابی ربات قرار گرفته بر ( را نتیجه می30لغزشی )

به صفر  𝑇𝑠از گذشت مدت زمان محدود  روی دینامیک مد لغزشی، بعد

( تخمین زده شود. 22تواند توسط رابطه )می 𝑇𝑠دکه شونواقعی همگرا می

ان نتیجه گرفت که بردار تو ی ذکر شده میدر انتها با استناد به دو مرحله
𝑇𝑡در مدت زمان محدود  𝒒(𝑡)متغیرهای پیکربندی ربات  = 𝑇𝑠 + 𝑇𝑟  به

محدود -رسد و هدف ردیابی زمانمی 𝒒𝒅(𝑡)بردار مسیرهای موردنظر 

 . ◼پذیرد  جا پایان میدر همین  1گردد. اثبات قضیه ورده می( برآ18مقاوم )

 تاورهای ورودی رباتگش از دومطراحی دسته  4-1-2

های لغزشی ، بردار خمینهبرای دسته دوم از گشتاورهای ورودی

𝒔(𝑡)غیرخطی  = [𝑠1 𝑠2 ⋯ 𝑠𝑛]𝑇 ∈ 𝕽𝑛 ( 31به صورت رابطه )

𝜊𝑖شود که در این رابطه، تعریف می   , 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛  اعداد حقیقی

0اختیاری با شرایط  < 𝜊𝑖 <  هستند. 1

𝒔 = 𝐌𝛉,with  𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛                                                          

𝛉 = 𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛 + ∫ 𝐬𝐢𝐠𝝄(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛(𝜍))𝑑𝜍 + ∫ 𝐬𝐢𝐠𝝄(𝟐−𝝄)−𝟏
(𝚼(𝜍))𝑑𝜍

𝑡

0

𝑡

0

Υ𝑖(𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖) = 𝑒2𝑖−1 + (2 − 𝜊𝑖)
−1|𝑒2𝑖|

(2−𝜊𝑖)sign(𝑒2𝑖)         

𝐬𝐢𝐠𝝄(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛) = [

|𝑒2|
𝜊1sign(𝑒2)

|𝑒4|
𝜊2sign(𝑒4)

⋮
|𝑒2𝑛|

𝜊𝑛sign(𝑒2𝑛)

]                                                 

𝐬𝐢𝐠𝝄(𝟐−𝝄)−𝟏
(𝚼) =

[
 
 
 
 |Υ1|

𝜊1(2−𝜊1)−1
sign(Υ1)

|Υ2|
𝜊2(2−𝜊2)−1

sign(Υ2)
⋮

|Υ𝑛|
𝜊𝑛(2−𝜊𝑛)−1

sign(Υ𝑛)]
 
 
 
 

                                 

 (31)  

محدود دینامیک مد -گشتاورهای ورودی مقاوم برای تضمین زمان

 Π2شوند با این تفاوت که می( پیشنهاد 20لغزشی به صورت همان رابطه )

 گردد.( اصلاح می32به صورت رابطه )

Π2 = 𝜒 + ‖𝐌̇‖‖𝜽‖ + ‖𝐂‖‖𝒒̇‖ + ‖𝐆‖ + ‖𝐅‖ +                 

  +‖𝐌‖(‖𝒒̈𝒅‖ + ‖𝐬𝐢𝐠𝝄(𝒆𝑜𝑑𝑑)‖ + ‖𝐬𝐢𝐠𝝄(𝟐−𝝄)−𝟏
(𝚼)‖)

 (32)  

کلی  درجه آزادی، تعداد-𝑛شایان ذکر است که برای ربات 

2𝑛اد مرتبط با گشتاورهای دسته دوم  پارامترهای آز + نشان   2است. قضیه  4

( و 20(، )31های )توصیف شده با رابطه دهد که گشتاورهای ورودیمی

درجه -𝑛محدود مقاوم را برای ربات -توانند هدف ردیابی زمان(، می32)

 م سازند.آزادی فراه

با ( را همراه 11ه )درجه آزادی رابط-𝑛بازویی  ربات .2قضیه 

درنظر بگیرید.   3و    2،  1های  ( و فرض14سازهای ورودی شعاعی )غیرخطی

( 32( و )20(، )31های )طراحی شده با رابطه چنانچه گشتاورهای ورودی

محدود مقاوم -( اعمال شوند، آنگاه هدف ردیابی زمان11به مفاصل ربات )

مفاصل   تغیرهای پیکربندیهم شده و بردار م( فرا18توصیف شده با رابطه )

𝑇𝑡در مدت زمان محدود  𝒒(𝑡)ربات  = 𝑇𝑟 + 𝑇𝑠  به بردار𝒒𝒅(𝑡) رسد. می
𝑡های به عبارت دیگر، برای زمان ≥ 𝑇𝑡  تساوی𝒒(𝑡) = 𝒒𝒅(𝑡)  برقرار

توانند به ترتیب توسط می 𝑇𝑠و  𝑇𝑟چنین، دو زمان محدود گردد. هممی

 ند.شو( تعیین 33( و )21های )اوینامس

𝑇𝑠 = max
𝑖

( 𝑇𝑠𝑖 ) ,with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛                                                          

𝑇𝑠𝑖 ≤ (𝜛𝑖(1 − 𝜊𝑖))
−1

(3 − 𝜊𝑖)(Ψ𝑖(𝑒2𝑖−1(𝑡 = 𝑇𝑟), 𝑒2𝑖(𝑡 = 𝑇𝑟)))
1−𝜊𝑖
3−𝜊𝑖    

Ψ𝑖(𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖) =
2−𝜊𝑖

3−𝜊𝑖
|Υ𝑖(𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖)|

3−𝜊𝑖
2−𝜊𝑖 +                                                 

  +𝜗1𝑖
 𝑒2𝑖Υ𝑖(𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖) +

𝜗2𝑖

3−𝜊𝑖
|𝑒2𝑖|

3−𝜊𝑖 

𝜛𝑖 = − max
(𝑒2𝑖−1,𝑒2𝑖)∈Ξ𝑖

Ψ̇𝑖(𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖)                                                         

with  Ξ𝑖 = {(𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖): Ψ𝑖(𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖) = 1}                                                 

 (33)  

𝜗1𝑖(، 33در رابطه )
, 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛   و𝜗2𝑖

اعداد حقیقی اختیاری با شرایط  

0 < 𝜗1𝑖
< 𝜗2𝑖و  1

>  .◼ هستند 1

ای است و مرحله ، دو مرحله1این اثبات مشابه با اثبات قضیه اثبات. 

اثبات مرحله دوم  اول آن کاملاً با اثبات قبلی یکسان است. بنابراین فقط

𝑡های ی دوم اثبات، برای زمانشود. در مرحلهارائه می ≥ 𝑇𝑟 دینامیک مد ،

𝒔(𝑡)لغزشی  = تم زیرسیس 𝑛شود که از ( نتیجه می34به صورت رابطه ) 𝟎

 غیرخطی مرتبه دوم بدون اندرکنش تشکیل شده است.

𝑒̇2𝑖−1 = 𝑒2𝑖                                                                               

𝑒̇2𝑖 = −|𝑒2𝑖|
𝜊𝑖sign(𝑒2𝑖) − |Υ𝑖|

𝜊𝑖(2−𝜊𝑖)
−1

sign(Υ𝑖)            

Υ𝑖(𝑒2𝑖−1, 𝑒2𝑖) = 𝑒2𝑖−1 + (2 − 𝜊𝑖)
−1|𝑒2𝑖|

(2−𝜊𝑖)sign(𝑒2𝑖)

with  𝑖 = 1, 2, … , 𝑛                                                                

 (34)  

( با سیستم 34زیرسیستم غیرخطی رابطه ) 𝑛با قیاس میان هر کدام از 

- ((، پایداری زمان8( و )5های ))رابطه  5غیرخطی مرتبه دوم موجود در لم  

طاهای ردیابی گردد و خ( مشخص می34حدود دینامیک مد لغزشی )م

اند بعد از گذشت مدت ربات که بر روی دینامیک مد لغزشی قرار گرفته

شود( به صفر واقعی ( توصیف می33)که توسط رابطه ) 𝑇𝑠زمان محدود 
شود ی ذکر شده نتیجه میشوند. در آخر، با توجه به دو مرحلههمگرا می

𝑇𝑡 مان محدوددر مدت ز 𝒒(𝑡)که بردار متغیرهای پیکربندی مفاصل  =

𝑇𝑠 + 𝑇𝑟  به بردار𝒒𝒅(𝑡) شوند. اثبات ( برآورده می18رسد و شروط )می

 .◼رد پذیجا پایان میدر همین 2قضیه 

طراحی گشتاورهای ورودی با فرض  4-2
 ساز ناحیه مردهغیرخطی

های سوم و به ترتیب به طراحی دسته 2-2-4و  1-2-4های زیربخش

سازهای ناحیه شتاورهای ورودی ربات با فرض وجود غیرخطیچهارم از گ

 اند.همرده اختصاص یافت

طراحی گشتاورهای غیرخطی زمان-    80
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 طراحی دسته سوم از گشتاورهای ورودی ربات 4-2-1

های لغزشی ، بردار خمینهبرای دسته سوم از گشتاورهای ورودی

𝒔(𝑡)غیرخطی  ∈ 𝕽𝑛 ( تعریف 19به صورت کاملاً یکسان با رابطه )

( برای تضمین دینامیک مد 35ورودی ) ی غیرخطیگشتاورهاشود. می

شوند که در این رابطه، محدود پیشنهاد می-لغزشی به صورت زمان

𝛽+𝑖 , 𝛽−𝑖 , 𝑢−𝑖 , 𝑢+𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛  همان اعداد حقیقی مثبت موجود در

  .( هستند15ساز ناحیه مرده رابطه )غیرخطی

𝑢𝑖 = {

−𝜉𝑖Ωsign(𝑠i) + 𝑢−𝑖 if 𝑠𝑖 > 0
0                              if 𝑠𝑖 = 0

−𝜉𝑖Ωsign(𝑠i) + 𝑢+𝑖 if 𝑠𝑖 < 0
  , 𝑖 = 1,2,… , 𝑛.  

Ω = Π1 + Π2 , with 𝜉𝑖 > (min (𝛽+𝑖, 𝛽−𝑖)
−1 = (𝛽𝑖

∗)−1    

ℎ1 = 1 − 𝜁−1 and ℎ2 = 1 + 𝜁−1                                          

Π1 = 𝜂0‖𝒔‖ + 𝜂1‖𝒔‖
ℎ1  + 𝜂2‖𝒔‖

ℎ2                                     

Π2 = 𝜒 + ‖𝐌̇‖‖𝜽‖ + ‖𝐂‖‖𝒒̇‖ + ‖𝐆‖ + ‖𝐅‖ +               

      +‖𝐌‖(‖𝒒̈𝒅‖ + ‖𝒍𝟏𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑜𝑑𝑑)‖ + ‖𝒍𝟐𝐬𝐢𝐠𝐧(𝒆𝑒𝑣𝑒𝑛)‖)

 (35)  

𝜉𝑖 اعداد حقیقی اختیاری با شرایط  𝜂2و  𝜉𝑖 ،𝜁 ،𝜂0 ،𝜂1 (، 35در رابطه ) >

(𝑚𝑖𝑛 (𝛽+𝑖, 𝛽−𝑖)
−1 ،𝜁 > 1 ،𝜂0 ≥ 0 ،𝜂1 ≥ 𝜂2و  0 ≥ هستند. واضح  0

تبط درجه آزادی، تعداد کل پارامترهای اختیاری مر-𝑛است که برای ربات  
3𝑛با گشتاورهای دسته سوم  + دهد که نشان می 3است. قضیه  4

توانند هدف (، می35( و )19های )با رابطه0پیشنهادی گشتاورهای ورودی

 درجه آزادی برآورده سازند.-𝑛محدود مقاوم را برای ربات -ردیابی زمان

( را همراه با 11درجه آزادی رابطه )-𝑛ربات بازویی  .3قضیه 

درنظر  3و  2، 1های ( و فرض15ازهای ورودی ناحیه مرده )سغیرخطی

( 35( و )19های )پیشنهادشده با رابطه بگیرید. چنانچه گشتاورهای ورودی

محدود مقاوم -( اعمال شوند، آنگاه هدف ردیابی زمان11به مفاصل ربات )

ورده شده و بردار متغیرهای پیکربندی ( برآ18توصیف شده با رابطه )

𝑇𝑡در مدت زمان محدود    𝒒(𝑡)مفاصل   = 𝑇𝑟 + 𝑇𝑠    به بردار𝒒𝒅(𝑡)  رسد. می

𝑡های به عبارت دیگر، برای زمان ≥ 𝑇𝑡  تساوی𝒒(𝑡) = 𝒒𝒅(𝑡)  برقرار
توانند به ترتیب توسط می 𝑇𝑠و  𝑇𝑟چنین، دو زمان محدود گردد. هممی

 د.شون( تعیین 22و )( 21های )نامساوی

ای است. ، دو مرحله2و  1های این اثبات مشابه با اثبات قضیهاثبات. 

دارد. با  2و 1های مرحله اول اثبات روندی مشابه با اثبات مرحله اول قضیه
طی کردن فرآیندی کاملاً یکسان با مرحله اول دو اثبات قبلی، نامساوی 

𝑉̇ ≤ 𝒔𝑇𝝓(𝒖) + ‖𝒔‖Π2 ه ناد بشود. با استحاصل میΩ = Π1 + Π2  و

𝒔𝑇𝝓(𝒖))نامساوی  ≤ −Ω∑  𝛽𝑖
∗𝜉𝑖|𝑠𝑖|

𝑛
𝑖=1  2)که اثبات آن در پیوست  (

𝑉̇آمده است(، نامساوی  ≤ (‖𝒔‖Ω − ‖𝒔‖ Π1 − Ω∑   𝛽𝑖
∗𝜉𝑖|𝑠𝑖|

𝑛
𝑖=1 ) 

Δ گردد. با تعریف نتیجه می = 𝑚𝑖𝑛𝑖  (𝛽𝑖
∗𝜉𝑖) , 𝑖 = 1,2,… , 𝑛  و

∑−)درنظرگرفتن  |𝑠𝑖|
𝑛
𝑖=1 ≤ −‖𝒔‖) نامساوی اخیر برای ،𝑉̇  به فرم ساده

𝑉̇ی شده  ≤ (‖𝒔‖Ω(1 − Δ) − ‖𝒔‖ Π1) شود. از آنجایی که تبدیل می
𝜉𝑖اعداد حقیقی دلخواه  𝜉𝑖با شرط    > 1/𝛽𝑖

شوند، انتخاب می ∗

 Δ = 𝑚𝑖𝑛𝑖  (𝛽𝑖
∗𝜉𝑖)  هموارهΔ > 𝒔‖Ω(1‖بوده و درنتیجه ترم  1 − Δ) 

𝑉̇وی همواره نامثبت خواهد بود. با اعمال این موضوع، نامسا ≤ −‖𝒔‖ Π1 

شود. ادامه اثبات مرحله اول این قضیه با اثبات مرحله حاصل می 𝑉̇برای 

کاملًا یکسان است. اثبات مرحله دوم نیز دقیقاً با اثبات مرحله  1اول قضیه 

 
1 Denavit-Hartenberg 

 پذیرد جا پایان میدر همین  3سان است. بنابراین اثبات قضیه  یک  1دوم قضیه  
◼. 

 های ورودی رباتطراحی دسته چهارم از گشتاور 4-2-2

های لغزشی غیرخطی ، بردار خمینهبرای دسته چهارم از گشتاورهای ورودی
𝒔(𝑡) ∈ 𝕽𝑛 ( تعریف می31به صورت همان رابطه ) شود. گشتاورهای

محدود -ین دینامیک مد لغزشی به صورت زمانورودی مقاوم برای تضم

( اصلاح 32نیز به صورت رابطه )  Π2شوند که  ( پیشنهاد می35توسط رابطه )

درجه آزادی، تعداد کلی -𝑛شده باشد. شایان ذکر است که برای ربات 

2𝑛بط با گشتاورهای دسته چهارم پارامترهای آزاد مرت +  4است. قضیه  4

(، 31های )پیشنهادی شده با رابطه های ورودیدهد که گشتاورنشان می

- 𝑛محدود مقاوم را برای ربات  -توانند هدف ردیابی زمان(، می32( و )35)
 رجه آزادی فراهم سازند.د

 ( را همراه با11درجه آزادی رابطه )-𝑛ربات بازویی  .4قضیه 

درنظر  3و  2، 1های ( و فرض15سازهای ورودی ناحیه مرده )غیرخطی
( 35(، )31های )پیشنهادشده با رابطه ید. چنانچه گشتاورهای ورودیبگیر

-( اعمال شوند، آنگاه هدف ردیابی زمان11( به مفاصل ربات )32و )

( برآورده شده و بردار متغیرهای 18حدود مقاوم توصیف شده با رابطه )م

𝑇𝑡در مدت زمان محدود  𝒒(𝑡)کربندی مفاصل پی = 𝑇𝑟 + 𝑇𝑠 ردار به ب

𝒒𝒅(𝑡) های رسد. به عبارت دیگر، برای زمان می𝑡 ≥ 𝑇𝑡  تساوی𝒒(𝑡) =

𝒒𝒅(𝑡) چنین، دو زمان محدود گردد. همبرقرار می𝑇𝑟  و𝑇𝑠 توانند به می

 شوند.( تعیین 33( و )21های )ترتیب توسط نامساوی

ای است. یز دو مرحلههای قبلی، این اثبات نمشابه با اثبات قضیهاثبات.  

یکسان  3مرحله اول این اثبات اخیر، کاملًا با اثبات مرحله اول قضیه 

دوم قضیه ی دوم این اثبات نیز کاملاً با اثبات مرحله چنین، مرحلهاست.هم

 .◼ پذیردجا پایان میدر همین 4همانند است. بنابراین اثبات قضیه  2

روی  های کامپیوتری بر سازینتایج شبیه -5

 SCARAمدل ربات چهار درجه آزادی 
ها، از یک مدل بازوی ربات ضنعتی به نام سازیبرای انجام شبیه

SCARA  [9]   استفاده خواهد شد که دارای چهار درجه آزادی است. شکل
های مختصات مفاصل تصویری از این ربات صنعتی را همراه با دستگاه  3

اند و برای تعیین شده  DH1ارداد ها با توجه به قردهد که دستگاه نشان می

گیرند. شکل نوشتن معادلات سینماتیکی و دینامیکی مورد استفاده قرار می

از چهار مفصل تشکیل شده که دو مفصل  SCARAدهد ربات ان مینش 3

آورند. اول از نوع چرخشی بوده و حرکت در صفحه افقی را به وجود می

الی بوده و حرکت خطی را در مفصل سوم این بازوی رباتی از نوع انتق

کند. مفصل چهارم که لینک راستای محور عمود بر صفحه افقی ایجاد می
کند، از نوع چرخشی بوده و باعث ی نهایی متصل میسوم را به مجر

برای   .[9]گردد  چرخش مجری نهایی حول محور عمود بر صفحه افقی می

𝒒(𝑡)این ربات، بردار متغیرهای پیکربندی مفاصل به فرم  =

[𝑞1(𝑡) 𝑞2(𝑡) 𝑞3(𝑡) 𝑞4(𝑡)]
𝑇  است که𝑞1  و𝑞2 های جابجایی

,𝑧1رهای عمودی های اول و دوم حول محو ای مفصلزاویه 𝑧2 ،𝑞3 

 81
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ای جابجایی زاویه 𝑞4و  𝑧3جابجایی خطی مفصل سوم در راستای محور 

باشند. مدل دینامیکی این ربات دقیقاً از می 𝑧4مجری نهایی حول محور 

,𝐌(𝒒)  ،𝐂(𝒒های  کند که ماتریس( تبعیت می11رابطه ) 𝒒̇)    و𝐆(𝒒)   با رابطه
 اند.( بیان شده 36)

𝐌(𝒒) = [

𝑝1 + 𝑝2cos (𝑞2)  𝑝3 + 0.5𝑝2cos (𝑞2)  

𝑝3 + 0.5𝑝2cos (𝑞2) 𝑝3
 
0 −𝑝5

0 −𝑝5

0                   0      
−𝑝5                    −𝑝5      

𝑝4 0
0 𝑝5

]

𝐂(𝒒, 𝒒̇) = [

−0.5𝑝2𝑞̇2sin (𝑞2) −0.5𝑝2(𝑞̇1 + 𝑞̇2)sin (𝑞2)

0.5𝑝2𝑞̇1sin (𝑞2) 0
0 0
0 0

0                           0       
0                           0       

0 0
0 0

]

𝐆(𝒒) = [

0
0

−9.8𝑝4

0

]                                                                                         

 (36)  

,𝑝1شایان ذکر است که  𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5 اند.( معرفی شده 37ر رابطه )د 

𝑝1 = 𝑚1𝑎𝑐1
2 + 𝑚2(𝑎1

2 + 𝑎𝑐2
2 ) + (𝑚3 + 𝑚4)(𝑎1

2 + 𝑎2
2) + ∑ 𝐼𝑖

4
𝑖=1  

𝑝2 = 2𝑎1𝑎𝑐2
𝑚2 + 2𝑎1𝑎2(𝑚3 + 𝑚4)                                                 

𝑝3 = 𝑚2𝑎𝑐2
2 + 𝑎2

2(𝑚3 + 𝑚4) + ∑ 𝐼𝑖
4
𝑖=2                                               

𝑝4 = (𝑚3 + 𝑚4), 𝑝5 = 𝐼4                                                                      

 (37)  

𝐼𝑖زیکی مقادیر عددی مرتبط با پارامترهای فی , 𝑖 = 1,2,3,4 ،𝑚𝑖 , 𝑖 =

1,2,3,4 ،𝑎1, 𝑎2  و𝑎𝑐1
, 𝑎𝑐2

 اند.ده آورده ش 1در جدول  

، بردار گشتاور اصطکاکی مفاصل به فرم SCARAبرای ربات صنعتی 

𝐅(𝒒̇) = [𝑓1(𝑞̇1) 𝑓2(𝑞̇2) 𝑓3(𝑞̇3) 𝑓4(𝑞̇4)]
𝑇 ست که ا𝑓𝑖(𝑞̇𝑖), 𝑖 =

، شانزده ضرایب ثابت 2شوند. جدول ( تعیین می12از رابطه ) 1,2,3,4

در تمام   دهد.را نشان می   SCARAمرتبط با چهار گشتاور اصطکاکی ربات  

های مرتبط با این بخش از مقاله، شرایط اولیه برای ربات سازیشبیه

SCARA( 38ی دلخواه به فرم رابطه )ها و بردار مسیرها، بردار نامعینی
,‖𝜒(‖𝒒، 1و استناد به فرض  𝝉𝒅𝒊𝒔 این اند. با توجه رفته شده نظر گدر ‖𝒒̇‖) 

,‖𝜒(‖𝒒 فرمبه  ‖𝒒̇‖) = 0.6 + 0.2‖𝒒‖ + 0.15‖𝒒̇‖ گردد.نتیجه می 

𝒒(0) = [
𝜋

5

𝜋

4
0.05

𝜋

2
]
𝑇
                                                                    

𝒒̇(0) = [0 0 0 0]𝑇                                                                          
𝝉𝐝𝐢𝐬 = 0.2𝒒 + 0.15𝒒̇ +                                                                            

 +[0.1 sin(6𝑡) 0.15 sin(4𝜋𝑡) 0.2 sin(5𝑡) 0.15 sin(5𝜋𝑡)]𝑇

𝒒𝒅(𝑡) = [
𝜋

6
sin (𝑡)

𝜋

8
cos (2𝑡) 0.15

𝜋

6
]
𝑇
                                     

 (38)  

 

 
 . [9]مفاصل ربات شده برای های مختصات تعیینهمراه با دستگاه  SCARA. تصویری از بازوی ربات صنعتی چهار درجه آزادی 3شکل  

 

 .SCARA [9]. مقادیر عددی پارامترهای فیزیکی ربات ضنعتی 1جدول 

 فیزیکیپارامتر  معرفی فیزیکی    مقدار عددی پارامتر فیزیکی معرفی فیزیکی  مقدار عددی 

𝟎. 𝟎𝟐𝟖𝟕𝒎𝟏( 𝒌𝒈.𝒎𝟐) ممان اینرسی لینک اول 𝐼1 15( 𝑘𝑔)  جرم لینک اول 𝑚1 

𝟎. 𝟎𝟖𝒎𝟐( 𝒌𝒈.𝒎𝟐)  ممان اینرسی لینک دوم 𝐼2 12( 𝑘𝑔)  جرم لینک دوم 𝑚2 

𝟎. 𝟎𝟓( 𝒌𝒈.𝒎𝟐)  ممان اینرسی لینک سوم 𝐼3 3 (𝑘𝑔)  جرم لینک سوم 𝑚3 

𝟎. 𝟎𝟐𝒎𝟒( 𝒌𝒈.𝒎𝟐) ممان اینرسی لینک چهارم 𝐼4 3 (𝑘𝑔) جرم لینک چهارم 𝑚4 

𝟎. 𝟒 (𝒎)  طول لینک دوم 𝑎2 0.5 (𝑚)  طول لینک اول 𝑎1 

𝟎. 𝟐 (𝒎)  فاصله مرکز جرم لینک دوم از مفصل دوم 𝑎𝑐2
 0.25 (𝑚) فاصله مرکز جرم لینک اول از مفصل اول 𝑎𝑐1

 

 

طراحی گشتاورهای غیرخطی زمان-    82
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 . SCARA [9]. مقادیر عددی مرتبط با ضرایب ثابت گشتاورهای اصطکاکی مفاصل ربات صنعتی 2جدول 

 ضرایب ثابت گشتاورهای اصطکاکی  مقدار عددی        ضرایب ثابت گشتاورهای اصطکاکی  مقدار عددی        

𝟎. 𝟏(𝑵) 𝑓𝑐3
 0.49(𝑁.𝑚) 𝑓𝑐1

 

𝟏. 𝟔𝟓(𝑵) 𝑓𝑠3
 3.5(𝑁.𝑚) 𝑓𝑠1

 

𝟎. 𝟎𝟖(𝒌𝒈/𝒔) 𝜎3 0.15(𝑘𝑔.𝑚/𝑠) 𝜎1 

𝟎. 𝟏𝟐(𝒎/𝒔) 𝜀3 0.19(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 𝜀1 

𝟎. 𝟏(𝑵.𝒎) 𝑓𝑐4
 0.31(𝑁.𝑚) 𝑓𝑐2

 

𝟎. 𝟕(𝑵.𝒎) 𝑓𝑠4
 2.8(𝑁.𝑚) 𝑓𝑠2

 

𝟎. 𝟎𝟑(𝒌𝒈.𝒎/𝒔) 𝜎4 0.12(𝑘𝑔.𝑚/𝑠) 𝜎2 

𝟎. 𝟎𝟑(𝒓𝒂𝒅/𝒔) 𝜀4 0.15(𝑟𝑎𝑑/𝑠) 𝜀2 

 

2ها از تابع هموار زیسادر تمامی شبیه

𝜋
arctan(100𝑠)  به جای تابع

علامت استفاده شده است تا پدیده چترینگ )وزوز( کاهش یابد. در ادامه، 

چهار دسته گشتاورهای ورودی پیشنهادی به طور جداگانه بر روی ربات 

-5، 1-5های گیرند و زیربخشسازی قرار میمورد شبیه SCARAصنعتی 

ه اول تا چهارم های مرتبط با دستسازیبه ترتیب نتایج شبیه 4-5و  5-3، 2

 دهند.از گشتاوروهای غیرخطی ورودی را ارائه می

دسته اول از گشتاورهای  سازی نتایج شبیه  5-1
 ورودی

های سازی این زیربخش، گشتاورهای ورودی پیشنهادی رابطهدر شبیه

ساز شعاعی غیرخطی اند. چهاراعمال شده  SCARA( به ربات 20( و )19)
اند. ( درنظر گرفته شده 39در مسیر گشتاورهای ورودی به فرم رابطه )

𝛼𝑖(، ضرایب 14بنابراین با مقایسه با رابطه ) , 𝑖 = 𝛼1به صورت  1,2,3,4 =

2.8, 𝛼2 = 1.9, 𝛼3 = 1.35, 𝛼4 =  شوند.نتیجه می  1
𝜙1(𝑢1) = (3 + 0.2 sin (𝑢1))𝑢1         

𝜙2(𝑢2) = (2 + 0.1 sin (𝑢2))𝑢2        

𝜙3(𝑢3) = (1.5 + 0.15 sin (𝑢3))𝑢3  

𝜙4(𝑢4) = (1.1 + 0.1cos (𝑢4))𝑢4     

 (39)  

مقادیر انتخابی برای پارامترهای حقیقی و آزاد گشتاورهای ورودی دسته 
 ( آورده شده است.40)اول در رابطه 

𝑙11
= 𝑙12

= 𝑙13
 = 𝑙14

= 10      

𝑙21
= 𝑙22

= 𝑙23
= 8, 𝑙24

= 9.9 

 𝜉1 =  𝜉2 =  𝜉3 = 1,  𝜉4 = 1.1  
𝜁 = 10, 𝜂0 = 0, 𝜂1 = 𝜂2 = 5   

 (40)  

 SCARAهای زمانی متغیرهای پیکربندی ربات صنعتی ، پاسخ4شکل 

( و در نظرگرفتن 20( و )19ض اعمال گشتاورهای پیشنهادی )را با فر

دهد. با کمی دقت در این ( نشان می39سازهای ورودی شعاعی )غیرخطی

، چهار متغیر (sec)2.35توان دید که بعد از زمان محدود شکل، می

های زمانی ، پاسخ5اند. شکل پیکربندی ربات به مسیرهای مورد نظر رسیده 

 طی ورودی دسته اول را به تصویر کشیده است.گشتاورهای غیرخ

دسته دوم از گشتاورهای   سازی نتایج شبیه  5-2
 ورودی

سازی این زیربخش، برای به حرکت درآوردن مفاصل ربات در شبیه
( و 20(، )31های )گشتاورهای ورودی پیشنهادی رابطه SCARAصنعتی 

گشتاورهای  شعاعی در مسیر سازاند. چهار غیرخطی( اعمال شده 32)

اند. مقادیر انتخابی برای ( درنظر گرفته شده 39ورودی به فرم همان رابطه )

( آورده شده 41پارامترهای آزاد گشتاورهای ورودی دسته دوم در رابطه )

 است.

𝜊1 = 𝜊2 = 𝑜3  = 𝑜4 = 0.1       
𝑙21

= 𝑙22
= 𝑙23

= 8, 𝑙24
= 9.9 

 𝜉1 =  𝜉2 =  𝜉3 = 1,  𝜉4 = 1.1,
𝜁 = 10, 𝜂0 = 0, 𝜂1 = 𝜂2 = 5   

  (41)  

 SCARAهای زمانی متغیرهای پیکربندی مفاصل ربات  ، پاسخ6شکل 

( و در نظرگرفتن 32( و )20(، )31را با فرض اعمال گشتاورهای پیشنهادی )

ح دهد. این شکل به وضو ( نشان می39سازهای ورودی شعاعی )غیرخطی

، متغیرهای پیکربندی مفاصل (sec)3.75دهد بعد از زمان محدود نشان می

های زمانی گشتاورهای ، پاسخ7شکل   اند.ربات به مسیرهای دلخواه رسیده 

 دهد.غیرخطی ورودی دسته دوم را ارائه می

از گشتاورهای   سومدسته  سازی نتایج شبیه  5-3
 ورودی

های ورودی پیشنهادی رابطهسازی این زیربخش، گشتاورهای در شبیه

ساز ناحیه اند. چهار غیرخطیاعمال شده  SCARA( به ربات 35)( و 19)

اند. ( درنظر گرفته شده 42مرده در مسیر گشتاورهای ورودی به فرم رابطه )

𝛽+𝑖(، ضرایب 15بنابراین با مقایسه با رابطه ) , 𝛽−𝑖 , 𝑢−𝑖 , 𝑢+𝑖 , 𝑖 = 1,2,3,4 

 شوند.( نتیجه می43طه )به صورت راب

𝜙1(𝑢1) = {

(𝑢1 − 3)(1 − 0.2 sin(𝑢1))    if 3 < 𝑢1

0                                              if −2 ≤ 𝑢1 ≤ 3
(𝑢1 + 2)(0.8 − 0.2 cos(𝑢1)) if 𝑢1 < −2

   

𝜙2(𝑢2) = {

(𝑢2 − 2)(0.7 − 0.2 cos(𝑢2))   if 2 < 𝑢2

0                                                  if −1 ≤ 𝑢2 ≤ 2
(𝑢2 + 1)(0.4 + 0.2 sin(𝑢2)) if 𝑢2 < −1

𝜙1(𝑢1) = 𝜙3(𝑢3), 𝜙2(𝑢2) = 𝜙4(𝑢4)                                                

 (42)  

 و
𝛽+1 = 𝛽+3 = 0.8, 𝛽−1 = 𝛽−3 = 0.6         
𝛽+2 = 𝛽+4 = 0.5, 𝛽−2 = 𝛽−4 = 0.2          
𝑢+1 = 𝑢+3 = 3, 𝑢−1 = 𝑢−3 = −2             
𝑢+2 = 𝑢+4 = 2, 𝑢−2 = 𝑢−4 = −1               

 (43)  

های ورودی دسته مقادیر اختیار شده برای برای پارامترهای آزاد گشتاور

 ( آورده شده است.44سوم در رابطه )
𝑙11

= 𝑙12
= 𝑙13

 = 𝑙14
= 10     

𝑙21
= 𝑙22

= 𝑙23
= 8, 𝑙24

= 9.9

 𝜉1 =  𝜉3 = 2,  𝜉2 =  𝜉4 = 6     
𝜁 = 10, 𝜂0 = 0, 𝜂1 = 𝜂2 = 5 

 (44)  

 SCARAمتغیرهای پیکربندی ربات صنعتی  های زمانی، پاسخ8شکل 

( و در نظرگرفتن 35( و )19را با فرض اعمال گشتاورهای پیشنهادی )
دهد. با کمی دقت در ( نشان می40سازهای ورودی ناحیه مرده )غیرخطی

، چهار متغیر (sec)1.4توان دید که بعد از زمان محدود این شکل، می

، 9اند. شکل دلخواه همگرا شده به مسیرهای  ت دقیقاًپیکربندی ربا

 های زمانی گشتاورهای ورودی دسته سوم را به تصویر کشیده است.پاسخ
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دسته چهارم از گشتاورهای   سازینتایج شبیه  5-4
 ورودی

سازی این زیربخش، برای به حرکت درآوردن مفاصل ربات در شبیه

( و 35(، )31های )ی رابطهگشتاورهای ورودی پیشنهاد SCARAصنعتی 

ساز ناحیه مرده در مسیر گشتاورهای اند. چهار غیرخطی( اعمال شده 32)
اند و پارامترهای مرتبط ( درنظر گرفته شده 42ورودی به فرم همان رابطه )

مقادیر   شوند.نتیجه می (43سازها توسط همان رابطه )با این غیرخطی

در رابطه انتخابی برای پارامترهای آزاد گشتاورهای ورودی دسته چهارم 

 اند.( آورده شده 45)

𝜊1 = 𝜊2 = 𝑜3  = 𝑜4 = 0.1              

 𝜉1 =  𝜉3 = 𝜉2  و2 =  𝜉4 = 6          

𝜁 = 10, 𝜂0 = 0, 𝜂1 = 𝜂2 = 5       
     

 (45)  

های زمانی متغیرهای پیکربندی مفاصل ربات ، پاسخ10شکل 

SCARA  ( و در 32( و )35(، )31ورهای پیشنهادی )را با فرض اعمال گشتا

دهد. این ( نشان می39سازهای ورودی ناحیه مرده )نظرگرفتن غیرخطی
، متغیرهای (sec)3.4دهد بعد از زمان محدود شکل به وضوح نشان می

های ، پاسخ11شکل    اند.ات به مسیرهای دلخواه رسیده پیکربندی مفاصل رب

دهد. با تمرکز دسته چهارم را ارائه میزمانی گشتاورهای غیرخطی ورودی  

های همگرایی زوایای مفاصل توان زمانمی  10و    8،  6،  4های  بر روی شکل

به مسیرهای مورد نظر را برای هر چهار دسته گشتاورهای  SCARAربات 

های همگرایی را نشان این زمان  4خراج کرد. جدول شماره  طراحی شده است
 می دهد.

 گیری تیجهبندی و نجمع  -6
محدود سرتاسری مقاوم برای -ی ردیابی زماندر این مقاله، مسئله

سازهای غیرخطیها و  که تحت تاثیر نامعینیدرجه آزادی  -𝑛 بازویی  ربات

ورودی شعاعی و ناحیه مرده بود، مورد بررسی قرار گرفت. با تعمیم روش 

ابتکاری،  های لغزشیغیرخطی کنترل مد لغزشی ترمینال و تعریف خمینه

ی مجزا از گشتاورهای غیرخطی ورودی پیشنهاد شدند تا چهار دسته

به مسیرهای   های محدود قابل تنظیمیمتغیرهای پیکربندی ربات را در زمان
 دلخواه از قبل طراحی شده برسانند. برای هر دسته از گشتاورهای ورودی

ی ربات بستهمحدود سرتاسری سیستم حلقه-طراحی شده، پایداری زمان

𝑛-ای به فرم نامساوی به صورت تحلیلی به اثبات رسید و رابطه  درجه آزادی

سازی عددی شبیهبرای تخمین زمان محدود همگرایی استخراج شد. نتایج 

نشان داد که هر چهار دسته گشتاورهای  SCARAبر روی ربات صنعتی 

هم توانند هدف ردیابی ذکر شده را به خوبی فراورودی پیشنهادی می

 سازند.
به عنوان اولین گام در راستای کارهای آینده، پارامترهای عددی مدل 

ی ورودی سازهاهای عددی موجود در غیرخطینیروهای اصطکاک، ثابت

ها را )شعاعی و ناحیه مرده( و ضرایب عددی کران بالای بردار نامعینی

نترل مد نامعلوم )اما نامتغیربازمان( درنظر گرفته و با بکارگیری روش ک

تطبیقی، گشتاورهای ورودی پیشنهادی چنان اصلاح -لغزشی ترمینال 

ن محدود مقاوم برآورده شده و قوانی-شوند که هدف ردیابی زمانمی

محدود برای تخمین پارامترهای عددی نامعلوم ذکر شده -تطبیق زمان
حاصل گردند. به عنوان گام دوم در راستای کارهای آینده، فرض خواهد 

𝒒قط بردار متغیرهای پیکربندی مفاصل ربات )شد که ف  ∈  𝕽𝑛 به صورت )

𝒒̇فیزیکی در اختیار بوده و مشتق این بردار یعنی ) ∈  𝕽𝑛به صورت عملی ) 

محدود کاهش -گیری نبوده و بنابراین به طراحی رویتگر زمانقابل اندازه 

𝒒̇مرتبه یافته پرداخته خواهد شد تا بردار  ∈  𝕽𝑛 مین بزند. در ادامه را تخ

ی بستهمحدود طراحی شده به سیستم حلقه-همین گام دوم، رویتگر زمان

 محدود-افزوده خواهد شد و پایداری زمان درجه آزادی-𝑛ربات 
بسته )شامل گشتاورهای ورودی کنترلی و سرتاسری سیستم حلقه

 رویتگر(مورد بازبینی و اثبات مجدد قرار خواهد گرفت.
 

 
و   𝑞1(𝑡)های زمانی (: پاسخ aسازهای شعاعی. )با اعمال گشتاورهای پیشنهادی دسته اول و فرض درنظرگرفتن غیرخطی  SCARAهای زمانی متغیرهای پیکربندی مفاصل ربات سخ . پا4شکل  

𝑞𝑑1
(𝑡)( ،b پاسخ :)  های زمانی𝑞2(𝑡)  و𝑞𝑑2

(𝑡)( ،c پاسخ :)  های زمانی𝑞3(𝑡)  و𝑞𝑑3
(𝑡)( ،d پاسخ :)  های زمانی𝑞4(𝑡)  و𝑞𝑑4

(𝑡). 
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  (: پاسخd، )𝑢3(𝑡)زمانی  (: پاسخ c، )𝑢2(𝑡)زمانی   (: پاسخ b، )𝑢1(𝑡)زمانی  (: پاسخ aسازهای شعاعی. )های زمانی گشتاورهای پیشنهادی دسته اول با فرض درنظرگرفتن غیرخطی. پاسخ 5شکل   

 .𝑢4(𝑡)زمانی  

 

 
و   𝑞1(𝑡)های زمانی (: پاسخ aسازهای شعاعی. )با اعمال گشتاورهای پیشنهادی دسته دوم و فرض درنظرگرفتن غیرخطی SCARAهای زمانی متغیرهای پیکربندی مفاصل ربات . پاسخ 6شکل  

𝑞𝑑1
(𝑡)( ،b پاسخ :)  های زمانی𝑞2(𝑡)  و𝑞𝑑2

(𝑡)( ،c پاسخ :)  های زمانی𝑞3(𝑡)  و𝑞𝑑3
(𝑡)( ،d پاسخ :)  های زمانی𝑞4(𝑡)  و𝑞𝑑4

(𝑡). 

 

 به مسیرهای مورد نظر برای هر چهار دسته گشتاورهای طراحی شده  SCARAهای همگرایی زوایای مفاصل ربات . زمان 3جدول 

𝒒𝟒(𝒕) → 𝒒𝒅𝟒
(𝒕) 𝒒𝟑(𝒕) → 𝒒𝒅𝟑

(𝒕) 𝒒𝟐(𝒕) → 𝒒𝒅𝟐
(𝒕) 𝒒𝟏(𝒕) → 𝒒𝒅𝟏

(𝒕)  سازدسته گشتاور و نوع غیرخطی 

2.35(sec) 0.55(sec) 0.75(sec) 1.15(sec)  دسته اول از گشتاورها با غیرخطی ساز شعاعی 

3.75(sec) 1.3(sec) 2.45(sec) 3(sec)  دسته دوم از گشتاورها با غیرخطی ساز شعاعی 

1.4(sec) 0.5(sec) 0.8(sec) 1.1(sec)  دسته سوم از گشتاورها با غیرخطی ساز ناحیه مرده 

3.45(sec) 1.25(sec) 2.4(sec) 2.95(sec)  دسته چهارم از گشتاورها با غیرخطی ساز ناحیه مرده 

 

0

200

400

600

u
1
 (

t )
 (a)

0

200

400

600

 u
2
 (

t ) (b)

-40

-20

0

 u
3
 (

t )

(c)

0 0.5 1 1.5 2 3 3.5 4 4.5 5

-6

-4

-2

0

u
4
 (

t )

Time (sec)

(d)

-1

0

1

q
1
 (

t )
 ,
  

q
d
1
 (

t )
(r

a
d
)

(a)

 

 

-0.5

0

0.5

1

q
2
 (

t )
 ,
  

q
d
2
 (

t )
(r

a
d
)

(b)

 

 

0

0.05

0.1

0.15

0.2

 q
3
 (

t )
 ,
 q

d
3
 (

t )
(m

)

(c)

 

 

0 0.5 1 1.5 2 3 3.5 4 4.5 5
0

1

2

 q
4
 (

t )
 ,
 q

d
4
 (

t )
(r

a
d
)

Time (sec)

(d)

 

 

q
1
 (t) (rad)

q
d1

 (t)= /6 sin(t)(rad)

q
2
 (t) (rad)

q
d2

 (t)= /8 cos(2t)(rad)

q
3
 (t) (m)

q
d3

 (t)=0.15(m)

q
4
 (t) (rad)

q
d4

 (t)= /6(rad)

 85
محمد حائری و محمدمهدی عارفی 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
14

.1
.7

3 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
99

.1
4.

1.
5.

3 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

26
-0

1-
30

 ]
 

                            13 / 19

http://dx.doi.org/10.29252/joc.14.1.73
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1399.14.1.5.3
http://joc-isice.ir/article-1-520-en.html


   سازهای ورودی شعاعی و ناحیه مردهها و غیرخطیدرجه آزادی درحضور نامعینی- 𝒏محدود مقاوم برای ربات 

 و محمدمهدی عارفی محمد حائری  ، حمیدرضا احمدزاده، علی ابوئی

 

Journal of Control, Vol. 14, No. 1, Spring 2020  1399، بهار 1، شماره 14مجله کنترل، جلد 

 

 

 
𝑢3(𝑡)( ،d  :)زمانی  (: پاسخ c، )𝑢2(𝑡)زمانی   (: پاسخ b، )𝑢1(𝑡)زمانی  (: پاسخ aعاعی. )سازهای شهای زمانی گشتاورهای پیشنهادی دسته دوم با فرض درنظرگرفتن غیرخطی. پاسخ 7شکل  

 .𝑢4(𝑡)پاسخ زمانی  

 
های زمانی (: پاسخ aده. )سازهای ناحیه مربا اعمال گشتاورهای پیشنهادی دسته سوم و فرض درنظرگرفتن غیرخطی  SCARAهای زمانی متغیرهای پیکربندی مفاصل ربات . پاسخ 8شکل  

𝑞1(𝑡)  و𝑞𝑑1
(𝑡)( ،b پاسخ :)  های زمانی𝑞2(𝑡)  و𝑞𝑑2

(𝑡)( ،c پاسخ :)  های زمانی𝑞3(𝑡)  و𝑞𝑑3
(𝑡)( ،d پاسخ :)  های زمانی𝑞4(𝑡)  و𝑞𝑑4

(𝑡) . 

 
، 𝑢3(𝑡)زمانی   (: پاسخ c، )𝑢2(𝑡)زمانی   (: پاسخ b، )𝑢1(𝑡)زمانی  (: پاسخ aسازهای ناحیه مرده. )با فرض درنظرگرفتن غیرخطی های زمانی گشتاورهای پیشنهادی دسته سوم . پاسخ 9شکل  

(d  پاسخ زمانی :)𝑢4(𝑡) . 
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های زمانی  (: پاسخ aسازهای ناحیه مرده. )م و فرض درنظرگرفتن غیرخطی با اعمال گشتاورهای پیشنهادی دسته چهار SCARAهای زمانی متغیرهای پیکربندی مفاصل ربات . پاسخ 10شکل  

𝑞1(𝑡)  و𝑞𝑑1
(𝑡)( ،b پاسخ :)  های زمانی𝑞2(𝑡)  و𝑞𝑑2

(𝑡)( ،c پاسخ :)  های زمانی𝑞3(𝑡)  و𝑞𝑑3
(𝑡)( ،d پاسخ :)  های زمانی𝑞4(𝑡)  و𝑞𝑑4

(𝑡) . 

 
، 𝑢3(𝑡)زمانی   (: پاسخc، )𝑢2(𝑡)زمانی  (: پاسخ b، )𝑢1(𝑡)زمانی   (: پاسخ aسازهای ناحیه مرده. )های زمانی گشتاورهای پیشنهادی دسته چهارم با فرض درنظرگرفتن غیرخطی اسخ . پ11شکل  

(d  پاسخ زمانی :)𝑢4(𝑡) . 
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𝒔𝑇𝝓(𝒖))اثبات نامساوی  .1پیوست  ≤ −Ω∑  𝛼𝑖𝜉𝑖|𝑠𝑖|
𝑛
𝑖=1 با  (

  (.14سازهای شعاعی )( و غیرخطی20درنظرگرفتن گشتاورهای )

ساز شعاعی ( در نامساوی مرتبط با غیرخطی20از رابطه ) 𝑢𝑖با جایگذاری 

 شود.(حاصل می1-1(، رابطه )14)

𝛼𝑖𝜉𝑖
2Ω2sign2(𝑠i) ≤ −𝜉𝑖Ωsign(𝑠i)𝜙𝑖(𝑢𝑖) with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛.   (1-1)  

𝑠iحال با ضرب ترم 
( و درنظر گرفتن حقیقت 1-1در طرفین نامساوی ) 2

𝑠𝑖sign(𝑠i) = |𝑠i|( نتیجه می2-1، رابطه ).گردد 

𝛼𝑖𝜉𝑖
2Ω2|𝑠i|

2 ≤ −𝜉𝑖Ω|𝑠i| 𝑠𝑖𝜙𝑖(𝑢𝑖)  with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛. (1-2)  

-1و حذف این ترم از طرفین نامساوی )  |𝜉𝑖Ω|𝑠iبا توجه به مثبت بودن ترم 

 گردد.( حاصل می3-1(، نامساوی رابطه )2

 𝑠𝑖𝜙𝑖(𝑢𝑖) ≤ −𝛼𝑖𝜉𝑖Ω|𝑠i|   with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛. (1-3)  

𝒔𝑇𝝓(𝒖))بدیهی است که  = ∑ 𝑠𝑖𝜙𝑖(𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=1 ≤ −Ω∑  𝛼𝑖𝜉𝑖|𝑠𝑖|

𝑛
𝑖=1 از  (

 . ◼پذیرد شود و اثبات پایان می( به راحتی نتیجه می3-1رابطه )
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𝒔𝑇𝝓(𝒖))اثبات نامساوی  .2پیوست  ≤ −Ω∑  𝛽𝑖
∗𝜉𝑖|𝑠𝑖|

𝑛
𝑖=1 با  (

  (.15سازهای ناحیه مرده )( و غیرخطی35درنظرگرفتن گشتاورهای )
𝑠𝑖درنظر گرفتن با  < (، نامساوی 35و استناد به گشتاورهای ورودی ) 0

𝑢𝑖 > 𝑢+𝑖 شود. در ادامه با ارجاع به همین نتیجه می𝑢𝑖 > 𝑢+𝑖  و

𝛽𝑖( و 15ساز ناحیه مرده )غیرخطی
∗ = min (𝛽+𝑖 , 𝛽−𝑖)( نتیجه 1-2، رابطه )

 شود.می

(𝑢𝑖 − 𝑢+𝑖)𝜙𝑖(𝑢𝑖) =                                                                          

−𝜉𝑖Ωsign(𝑠𝑖)𝜙𝑖(𝑢𝑖) ≥ 𝛽+𝑖𝜉𝑖
2Ω2sign2(𝑠𝑖) ≥ 𝛽𝑖

∗𝜉𝑖
2Ω2sign2(𝑠𝑖)

with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛.                                                                           

 (2-1)  

𝑠𝑖در ادامه با درنظر گرفتن  > (، 35و استناد به گشتاورهای ورودی ) 0

𝑢𝑖نامساوی  < 𝑢−𝑖 گردد. در ادامه باتوجه به نتیجه می𝑢𝑖 < 𝑢−𝑖  و

 آید.( بدست می2-2(، رابطه )15ساز ناحیه مرده )غیرخطی

(𝑢𝑖 − 𝑢−𝑖)𝜙𝑖(𝑢𝑖) =                                                                             

−𝜉𝑖Ωsign(𝑠𝑖)𝜙𝑖(𝑢𝑖) ≥ 𝛽−𝑖𝜉𝑖
2Ω2sign2(𝑠𝑖) ≥ 𝛽𝑖

∗𝜉𝑖
2Ω2sign2(𝑠𝑖)

with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛.                                                                              

 (2-2)  

𝑠𝑖ن برای هر دو حالت بنابرای < 𝑠𝑖و  0 > ، همواره نامساوی 0

−𝜉𝑖Ωsign(𝑠𝑖)𝜙𝑖(𝑢𝑖) ≥ 𝛽𝑖
∗𝜉𝑖

2Ω2sign2(𝑠𝑖)  برقرار خواهد بود. با ضرب

𝑠𝑖ترم  
𝑠𝑖sign(𝑠i)ر طرفین همین نامساوی اخیر و درنظرگرفتن حقیقت  د  2 =

|𝑠i|( خواهیم رسید.3-2، به نامساوی رابطه ) 

𝑠𝑖𝜙𝑖(𝑢𝑖) ≤ −𝛽𝑖
∗𝜉𝑖Ω|𝑠𝑖|     with 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛. (2-3)  

𝒔𝑇𝝓(𝒖))بدیهی است که  = ∑ 𝑠𝑖𝜙𝑖(𝑢𝑖)
𝑛
𝑖=1 ≤ −Ω∑  𝛽𝑖

∗𝜉𝑖|𝑠𝑖|
𝑛
𝑖=1 از  (

 .◼پذیرد آید و اثبات پایان می( به راحتی بدست می3-2رابطه )
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