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های ديناميكي با توابع در اين مقاله، مسأله پايداری  زمان محدود و پايدارسازی زمان محدود برای کلاس خاصي از سيستم: چکیده 

شيتز -گيرد. توابع غيرخطي به صورت شرايط ليپمحدود مورد بررسي قرار مي-نرم  های نامعينيغيرخطي در حضور تأخير متغير با زمان و ترم

ها و بر اساس ابتدا، شرايط کافي جهت تضمين پايداری زمان محدود برای سيستم غيرخطي تأخيردار به همراه نامعيني  در نظر گرفته شده است.

روش تابع لياپانوف ارائه شده است. در ادامه شرايط کافي جهت تضمين پايدارسازی زمان محدود سيستم مورد نظر با فيدبک حالت ارائه شده 

لايبنيز استفاده شده است که سبب کاهش ميزان -کراسوفسكي مناسب و فرمول نيوتن-ده ، از تابع لياپانوفاست. در اثبات قضايای ارئه ش

باشند و به صورت نامعادلات ماتريسي خطي گردند. همچنين تمامي شرايط بدست آمده در اين مقاله، وابسته به تأخير ميکاری ميمحافظه

 های پيشنهادی را نشان خواهند داد. ها کارآيي روشسازیبيههای عددی و شارائه شده است. سرانجام مثال 

 

 پايدارسازی زمان محدود، تأخير متغير با زمان، نامعادلات ماتريسي خطي، توابع غيرخطيکلمات کلیدی: 

Finite time stabilization of time-delay nonlinear systems with 

uncertainty and time-varying delay 

Elahe Moradi 

Abstract: In this paper, the problem of finite-time stability and finite-time stabilization for a 

specific class of dynamical systems with nonlinear functions in the presence time-varying delay and 

norm-bounded uncertainty terms is investigated. Nonlinear functions are considered to satisfy the 

Lipchitz conditions. At first, sufficient conditions to guarantee the finite-time stability for time-delay 

nonlinear system with uncertainties and based on the Lyapunov approach is presented. In the 

following, sufficient conditions to ensure finite time stabilization the considered system with state 

feedback are presented. In the proofs of proposed theorems are used from the appropriate Lyapunov-

Krasovskii function and newton-Libniz-formula that can reduce the conservative. Also, all of the 

obtained conditions in this paper are delay-dependent and presented as linear matrix inequalities 

.Finally, the numerical examples and simulations exhibit the effectiveness of the proposed methods. 

Keywords: Finite-time stabilization, Time-varying delay, Linear matrix inequalities, Nonlinear 

function

 مقدمه -1

توجه   رداريتأخ  یهاستميو کنترل س  یداريپا  یمسأله  رياخ  یهادر  سال 

آن در  تياهم لياز محققان را به خود جلب کرده است. به دل یاريبس

 ،ييايميش  یراکتورها  ،يحرارت  یهاستميس  رينظ  يو صنعت  يعمل  یهاستميس

در حوزه  یاديز قاتيو ... مطالعات و تحق يكيولوژيب یهاستميس

موجود در  قاتي[. اکثر تحق3-1انجام شده است ] رداريتأخ یهاستميس

 یداريبر مسأله پا رداريتأخ یهاستميس یدارسازيو پا یداريرابطه با پا
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 فينامحدود تعر يبازه زمان یاند که بر رومتمرکز شده  اپانوفيل يمجانب

 [. 7-4اند ]شده 

رفتار  يبررس يمسأله اصل يعمل یاز کاربردها يوجود در بعض نيا با

 ستميس يمجانب یداريو پا باشديمحدود م يبازه زمان کي یبر رو ستميس

ممكن است به علت   راينامناسب است ز  یکاربرد  یهاستمياز س  يبرخ  یبرا

موارد  نيداشته باشد. در ا ينامطلوب یها، اثر گذرابزرگ حالت ريمقاد

بازه  کيدر  ستميس یزمان محدود که متمرکز بر رفتار گذرا یداريپا

 یداريمسأله پا راًي[. اخ9، 8] شوديمشخص و ثابت است، استفاده م يزمان

از   يمورد توجه برخ  رداريتأخ  یهاستميس  یزمان محدود برا  یدارسازيو پا

 [.11، 10محققان  واقع شده است]

 یامر  یو کاربرد  يعمل  ستميس  کيدر    ينينامع  یهاوجود ترم  ياز طرف

 هاستميس  یسازدر مدل   ينينامع  یهاترم  قت،ي. در حقباشنديم  ريناپذاجتناب

کننده داشته باشند و لحاظ نكردن دقت کنترل   یبر رو  یاديز  ريتأث  توانديم

که از  گردديم یاکننده کنترل  يمنجر به طراح ،یسازها در مدل آن

و کنترل زمان محدود  یداري[. پا12] ستيبرخوردار ن يعملكرد مناسب

مورد مطالعه  قاتياز تحق يدر برخ ينيبه همراه نامع رداريتأخ یهاستميس

 یزمان محدود برا یدارسازي[، پا11[. در ]17-11قرار گرفته است ]

 ريمتغ ريمحدود و تأخ-نرم ييبه همراه نامعن شوندهچيسوئ يخط یهاستميس

شده است. مسأله کنترل زمان  يبا زمان با روش زمان اقامت متوسط بررس

ده از تابع با استفا رداريتأخ يخط یهاستميس برای∞𝐻 محدود مقاوم 

[ مورد مطالعه قرار 12در ] يكاتيو معادلات ر يکراسوفسك-اپانوفيل

 يف [، موضوع کراندار زمان محدود تصاد13مقاله ]  سندگانيگرفته است. نو 

 يرا بررس ينيبا نامع  رداريتأخ يعصب یهااز شبكه يکلاس خاص یبرا

گسسته  یهاستميس یزمان محدود برا یداري[، مسأله پا14اند. در ]کرده 

-اپانوفيبا استفاده از تابع ل يچندوجه یپارامتر ييبه همراه نامعن رداريتأخ

است.  ه مطالعه شد يخط يسينامعادلات ماتر اريمناسب و مع يکراسوفسك

 یدارا يخط یهاستميس یمقاوم زمان محدود برا یدارسازيموضوع پا

-اپانوفيزمان به کمک تابع ل ثابت با ريو تأخ یساختار ينينامع

 سندگانيشده است. نو  ي[ بررس15در ] یسازيو روش خط يکراسوفسك

گسسته  يعصب یهاشبكه ی[، مسأله کراندار زمان محدود برا16مقاله ]

 ي خط يسيو پرش مارکوف در قالب نامعادلات ماتر يزمان ريخبا تأ نينامع

 یهاستميس ی[، موضوع کنترل زمان محدود برا17کردند. در ] يرا بررس

دار و حالت حافظه دبکيکننده ف سوگنو با استفاده از کنترل -يتاکاگ یفاز

مطالعه شده است. نكته قابل ذکر آن است   يخط  يسيروش نامعادلات ماتر

 یو کنترل زمان محدود برا یداري[ موضوع پا17-11] لاتکه  در مقا

شده است اما ترم  يبررس ينيبه همراه نامع يخط رداريأخت یهاستميس

 در آن لحاظ نشده است. يرخطيغ

به صورت  يكيزيو علوم ف  يواقع یهاستمياغلب س نيچنهم

 یهاستمياز س  يو کلاس خاص  شونديدر نظر گرفته م  يرخطيغ  یهاستميس

 طيشرا یها داراآن يرخطيکه توابع غ باشنديم ييهاستميس ،يرخطيغ

 یهاستميس یو کنترل زمان محدود برا یداريپا لي. تحلباشنديم  تزيشپيل

از پژوهشگران واقع شده است  يموردتوجه برخ زين رداريتأخ يرخطيغ

 یهاستميس یزمان محدود برا رفعالي[، مسأله کنترل غ18[.  در ]18-21]

-اپانوفياستفاده از تابع ل با یپارامتر ينيبه همراه نامع رداريتأخ يرخطيغ

شده  يبررس يخط يسياز روش نامعادلات ماتر یريگو بهره  يکراسوفسك

 پيل يرخطيغ یهاستميس یبرا يکاف  طي[، شرا19در ] سندگانياست. نو 

محدود را با استفاده از -نرم یپارامتر ينيو نامع يزمان ريبا تأخ تزيش

اند. در بدست آورده  تگريزمان محدود بر اساس روئ رفعال يکننده غکنترل 

 شونده چيسوئ یهاستميو کنترل زمان محدود س یداري[،  موضوع پا20]

و با روش زمان   دبکيکننده ف ثابت با زمان به کمک کنترل   ريبا تأخ  يتصادف 

ته است. مسأله کراندار و کنترل زمان اقامت متوسط مورد مطالعه قرار گرف 

در حضور  طرفهکي تزيش پيبا ل يرخطيغ یهاستميس یمحدود برا

و   ياپانوف يل  كرديثابت با زمان بر اساس رو ريمحدود و تأخ-نرم  یهاينينامع

شده است. نكته حائز  ي[ بررس21در ] يخط يسيماتر ادلاتروش نامع

کراندار و کنترل  ،یداري[، مسأله پا21-18آن است که مقالات ] تياهم

اند که کرده  يرا بررس رداريتأخ يرخطيغ یهاستميس یزمان محدود برا

ها به صورت ثابت با زمان در نظر گرفته شده است. بر اساس در آن ريتأخ

 یهاستميس  یو کنترل زمان محدود بر رو  یداريمسأله پا  سنده،يمطالعات نو 

 قرار نگرفته است. يمورد بررس هاينيبا زمان و نامع ريمتغ ريبا تأخ يرخطيغ

 يدسته خاص یزمان محدود برا یدارسازيو پا یداريمقاله، پا  نيا در

 ينيو در حضور نامع تريشپيل طيبا شرا يرخطيغ رداريتأخ یهاستمياز س

به  ستميس یهاموجود در حالت ريخواهد شد. تأخ يمحدود بررس-نرم

 ،يعمل یهاستميبا زمان در نظر گرفته شده است که در س ريصورت متغ

و کنترل زمان محدود از  یداريپا یاياثبات قضا ی. براباشديم تریکاربرد

استفاده شده   زيبنيلا-وتنيمناسب و فرمول ن  يکراسوفسك-اپانوفيتابع ل

و وابسته به  يکاف  طيمقاله، شرا نيا یايبدست آمده در قضا طياست. شرا

که   نداارائه شده    يخط  يسياز نامعادلات ماتر  ييهاو در ترم  باشنديم  ريتأخ

و کنترل زمان محدود  یداريپا جيدر نتا یکارسبب کاهش محافظه

 [.22] گردنديم

 فيتوص 2شده است. در بخش  يدهصورت سازمان نيبد مقاله

 ا،ي، قضا3. در بخش شوديلازم ارائه م یهاو لم  فياز تعار يبرخ ستم،يس

قرار   يزمان محدود مورد بررس  یدارسازيزمان محدود و پا  یداريپا  طيشرا

نشان دادن  یبرا هایسازهيو شب یعدد یها، مثال 4. در بخش رديگيم

مقاله در بخش   یريگجهيارائه شده است. در انتها، نت  یشنهاديپ  شرو  ييتوانا

 آورده شده است. 5

 

 توصیف سیستم  -2

را در   ينيبا زمان و نامع ريمتغ ريبا حض ور تأخ يرخطيغ رداريتأخ س تميس  

 :ديرينظر بگ

�̇�(𝑡) = �̂�𝑥(𝑡) + �̂�𝑑𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝐵𝑢(𝑡)

+ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) 
𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑑, 0]     
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𝑥(𝑡)که  ∈ ℝ𝑛  سيستمبردار حالت ،𝑢(𝑡) ∈ ℝ𝑚   ورودی کنترلي و

𝜑(𝑡) باشد. بردار شرايط اوليه مي 

𝐵 و    ماتریس ثابت معلوم استت�̂�, �̂�𝑑 ∈ ℝ𝑛×𝑛 های همراه  ماتريس

 با نامعيني متغير با زمان هستند که به صورت

[�̂� �̂�𝑑] = [𝐴 𝐴𝑑] + 𝑀𝐹(𝑡)[𝑁 𝑁𝑑] 
 

(2) 

,𝐴باشند و در آن  مي 𝐴𝑑, 𝑀, 𝑁, 𝑁𝑑 های معلوم و ثابت با ابعاد ماتريس

 محدود که شرط-ماتريس نامعلوم و نرم 𝐹(𝑡)مناسب هستند و 

𝐹𝑇(𝑡)𝐹(𝑡) ≤ 𝐼 (3)  

 .کنديرا برآورده م

با زمان اس  ت که   ريو متغ وس  تهيتابع پ کي 𝑑(𝑡) يزمان ريتأخ: 1فرض 

 :کنديصدق م ريدر رابطه ز

0 < 𝑑(𝑡) ≤ 𝑑, �̇�(𝑡) ≤ 𝜏 < 1 (4) 

  يزم ان ريت أخ راتيينرخ تغ یح د ب الا 𝜏و  يزم ان ريت أخ یکران ب الا 𝑑ک ه    

   .باشديم

:(∙)𝑓 :2فرض  ℝ𝑛 → ℝ𝑛    ن امعلوم اس   ت ک ه ب ه   يرخطيت ابع غ کي

 که یاست به نحو  تزيشپيفرم ل

‖𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(�̂�(𝑡), 𝑡)‖
≤ ‖𝐻(𝑥(𝑡) − �̂�(𝑡)‖ (5)  

,𝑥(𝑡)ک ه  �̂�(𝑡) ∈ ℝ𝑛   و𝐻   و  ب اش   ديث اب ت معلوم م سيم اتر کي

𝑓(0) یاز رابطه يرخطيعامل غ ≠  .کنديم تيتبع 0

  یدارس ازيش ده جهت پاحالت اص لا  دبکيبا ف  يكيناميد یکننده کنترل 

 به صورت رداريتأخ يرخطيغ ستميزمان محدود س

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥(𝑡) − 𝐵𝑇(𝐵𝐵𝑇)−1𝑓(0), 𝑡
∈ [0, 𝑇𝑓] 

(6) 

 باشد.  بهره فيدبک حالت مي 𝐾در نظر گرفته شده است که 

 ی ح ال ت دارا دب کي  موجود، کنترل کنن ده ف  ق اتيدر اکثر تحق .1نکتهه 

𝑢(𝑡)فرم  = 𝐾𝑥(𝑡) مق ال ه، م ا از   ني[. ام ا در ا20، 19] ب اش   ديم

( 6) یش   ده ب ه ص   ورت رابط هح ال ت اص   لا  دب کي  کنن ده ف کنترل 

اس  ت که مش  خص  ه  ييهاس  تميکه در ارتباط با س    ميينماياس  تفاده م

𝑓(0) = با  يقانون کنترل  قت،ي. در حقکنديها ص   دق نمدر آن 0

اس  ت که 𝐵𝑇(𝐵𝐵𝑇)−1𝑓(0)  يعبارت اض  اف  ی( دارا6) یرابطه

𝑓(0) یکه دارا ييهاستميس یبرا ≠  .باشديلازم م باشند،يم 0

حلقه بس ته متنارر به ص ورت   س تمي(، س  1( در رابطه)6رابطه )  ينيگزيجا با

 .ديآي( به دست م7) یرابطه

�̇�(𝑡) = (�̂� + 𝐵𝐾)𝑥(𝑡) + �̂�𝑑𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))

+ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0) 

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑑, 0] 

(7) 

  ی(، ب  ا توج  ه ب  ه پ  ارامتره  ا1) رداريت  أخ س   تمي[. س    23] 1 فیتعر

(𝑐1, 𝑐2, 𝑇𝑓 , 𝑅)  0ک ه ≤ 𝑐1 < 𝑐2  و𝑅 مثب ت،  نيمع سيم اتر

 ( برقرار باشد.8زمان محدود است اگر رابطه ) داريپا

𝑠𝑢𝑝−𝑑≤𝜃≤0{𝑥
𝑇(𝜃)𝑅𝑥(𝜃)} ≤ 𝑐1 ⇒

𝑥𝑇(𝜃)𝑅𝑥(𝜃) < 𝑐2, ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇𝑓]( 
(8) 

دو مفهوم   اپ انوفي  ل يمج انب یداري  زم ان مح دود و پ ا یداري  پ ا . 2نکتهه 

 داري  پ ا یزم ان مح دود ب ه معن ا یداري  و پ ا ب اش   ن ديمس   تق ل از هم م

از محدوده   س تمي. اگر در طول زمان گذرا، حالت س  باش دينم يمجانب

ب ه  توان دينم زين اپ انوفي  ل يمج انب یداري  ش   ده تج اوز کن د، پ ا نييتع

 زمان محدود باشد. یداريپا یمعنا

ب ا ابع اد   يقيحق یه اسيم اتر ,𝑈 و𝑉(𝑡) 𝑊 دي  [. فرض کن24] 1لم 

هر  یباش   د، آنگاه برا يتابع سيماتر کي 𝑉(𝑡)مناس   ب باش   ند و 

𝛿اس     ك  ال  ر  > 𝑉𝑇(𝑡)𝑉(𝑡)و    0 ≤ 𝐼    یراب  ط  ه 

𝑈𝑉𝑊 + 𝑊𝑇𝑉𝑇𝑈𝑇 ≤ 𝛿−1𝑈𝑈𝑇 + 𝛿𝑊𝑇𝑊 < 0   
 برقرار است.

 نتایج اصلی -3

 پایداری زمان محدود -3-1

 يرخطيغ ستميس یزمان محدود برا یداريپا یقسمت، مسأله نيدر ا

( 9)  ستميبه صورت س  هاينيبه صورت حلقه باز و بدون در نظرگرفتن نامع

 خواهد شد. يبررس 1 هيدر قض

�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐴𝑑𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))

+ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0) 
𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝑡 ∈ [−𝑑, 0]      

(9) 

. ب ا در نظر گرفتن  دي  ري( را در نظر بگ9) يرخطيغ س   تميس     .1ه یه قضهه 

,𝑃و م ت ق  ارن  ني  م ث ب  ت م ع   ه  ایسي  م  ات ر 𝑄, 𝑆 ه  ایسي  و م  ات ر  

𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 م  ث  ب  ت   یب  ا اب  ع  اد م  ن  اس    ب و اس    ك  ال  ره  ا

𝛼, 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4   برقرار باشند: ريز های،  اگر رابطه 

[
 
 
 
 
 𝛱11

∗
∗
∗
∗
∗

𝛱12

𝛱22
∗
∗
∗
∗

𝑃 + 𝐿3
𝑇

−𝐿3
𝑇

−𝐼
∗
∗
∗

𝑑𝐴𝑇𝑆
𝑑𝐴𝑑

𝑇𝑆

𝑑𝑆
−𝑑𝑆
∗
∗

𝑑𝐿1

𝑑𝐿2

𝑑𝐿3

0
−𝑑𝑆
∗

𝐻𝑇

0
0
0
0
−𝐼]

 
 
 
 
 

< 0 (10) 

(𝜆2 + 𝑑2𝑒
𝛼𝑑𝜆3 +

𝑑2

2
𝑒𝛼𝑑𝜆4) 𝑐1 < 𝜆1𝑒

−𝛼𝑇𝑓𝑐2 (11) 

,𝑐1)با توجه به  رداريتأخ س تميآنگاه س   𝑐2, 𝑇𝑓 , 𝑅) زمان محدود   داريپا

 است که

𝛱11 = 𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝑄 − 𝛼𝑃 + 𝐿1
𝑇 + 𝐿1 

𝛱12 = 𝑃𝐴𝑑 + 𝐿2
𝑇 − 𝐿1 

𝛱22 = −(1 − 𝜏)𝑄 − 𝐿2
𝑇 − 𝐿2 

𝜆1 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(�̃�) = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑅−
1
2𝑃𝑅−

1
2) 

𝜆2 = 𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�) = 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅
−

1
2𝑃𝑅−

1
2) 

𝜆3 = 𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�) = 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅
−

1
2𝑆𝑅−

1
2) 

𝜆4 = 𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�) = 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅
−

1
2𝑄𝑅−

1
2) 

(12) 
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 باشند.مي

-اپ انوفي  ل دي  ارائ ه ش    ده ت ابع ک ان د یهي  جه ت اثب ات قض    اثبهات. 

 به صورت يکراسوفسك

𝑉(𝑡) = 𝑉1(𝑡) + 𝑉2(𝑡) + 𝑉3(𝑡)   (((13) 

 که در آن شوديم فيتعر

𝑉1(𝑡) = 𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) 

𝑉2(𝑡) = ∫ 𝑥𝑇(𝑠)𝑒𝛼(𝑡−𝑠)𝑄𝑥(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 

𝑉3(𝑡) = ∫ ∫ �̇�𝑇(𝑠)
𝑡

𝑡+𝜃

0

−𝑑

𝑒𝛼(𝑡−𝑠)𝑆�̇�(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜃 

𝑃 ه ایسيو م اتر ب اش   ن ديم > 0، 𝑄 > 𝑆و  0 > ( ن ي)مثب ت مع 0

 هستند.

( 9) ريدر طول مس    𝑡( نس  بت به زمان  13) اپانوفلياز تابع  یرگيمش  تق با

 :ميدار

𝑉1̇(𝑡) = 𝑥𝑇(𝑡)𝑃�̇�(𝑡) + �̇�𝑇(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) 

           = 𝑥𝑇(𝑡)(𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴)𝑥(𝑡)

+ 𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝐴𝑑𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))

+ 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝐴𝑑
𝑇𝑃𝑥(𝑡) 

     +𝑥𝑇(𝑡)𝑃[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)] + 

(14) 

[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)]𝑇𝑃𝑥(𝑡) 
 

 نوشت: ريز یبه صورت رابطه تواني( را م5نامعادله )

 

[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)]𝑇[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)] 
≤ 𝑥𝑇(𝑡)𝐻𝑇𝐻𝑥(𝑡) 

(15) 

 داشت: مي(، خواه15( و )14با استفاده از روابط ) نيبنابرا

 

𝑉1̇(𝑡) ≤ 𝑥𝑇(𝑡)(𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝐻𝑇𝐻)𝑥(𝑡) 
+𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝐴𝑑𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

+𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝐴𝑑
𝑇𝑃𝑥(𝑡) 

     +𝑥𝑇(𝑡)𝑃[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)] +
[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)]𝑇𝑃𝑥(𝑡) −                    

[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)]𝑇[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡)
− 𝑓(0)] 

(16) 

در  𝑡 نس   ب ت ب ه زم ان   𝑉3(𝑡)و  𝑉2(𝑡)  اپ انوفلي  از ت ابع  یرگيمش   تق

 :مي( دار9) ريطول مس

�̇�2 = 𝑥𝑇(𝑡)𝑄𝑥(𝑡) − (1 − 𝜏)𝑥𝑇(𝑡

− 𝑑(𝑡))𝑄𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

�̇�3 = 𝑑�̇�𝑇(𝑡)𝑆�̇�(𝑡) − ∫ �̇�𝑇(𝑠)𝑆�̇�(𝑠)
𝑡

𝑡−𝑑

𝑑𝑠 

≤ 𝑑�̇�𝑇(𝑡)𝑆�̇�(𝑡) − ∫ �̇�𝑇(𝑠)𝑆�̇�(𝑠)
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑑𝑠 

(((17) 

از  𝛼𝑉(𝑡)( و کم کردن ع ام ل 17(، )16(، )13ب ا اس   تف اده از روابط )

 ،رابطه �̇�(𝑡)رابطه  نيطرف 

�̇�(𝑡) − 𝛼𝑉(𝑡) ≤ −𝛼𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝑥(𝑡) 
+𝑥𝑇(𝑡)(𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝑄 + 𝐻𝑇𝐻)𝑥(𝑡) 
+𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝐴𝑑𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝐴𝑑

𝑇𝑃𝑥(𝑡) 

−(1 − 𝜏)𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡))𝑄𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) 

  +𝑥𝑇(𝑡)𝑃[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)] 
+[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)]𝑇𝑃𝑥(𝑡) 

−[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)]𝑇[(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡)
− 𝑓(0)] +  𝑑�̇�𝑇(𝑡)𝑆�̇�(𝑡)

− ∫ �̇�𝑇(𝑠)𝑆�̇�(𝑠)
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

𝑑𝑠 

(18) 

  ه  ایسي  م  ات ر یب را زي  ب ن  ي  لا-وت ني  ب  ا اس   ت ف  اده از ف رم ول ن   ني  ب ن  اب را

𝛹 = [𝐿1 𝐿2 𝐿3] یبا ابعاد مناسب، رابطه 

2𝜂(𝑡)𝛹[𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)

− ∫ �̇�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

] = 0 (19) 

𝜂(𝑡)(، 19) یح  اص     ل خ  واه  د ش     د ک  ه در راب  ط  ه =

[𝑥𝑇(𝑡) 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡)) [(𝑓(𝑥(𝑡), 𝑡) − 𝑓(0)]𝑇]𝑇 
   .باشديم

 داشت: مي( خواه19( و )18با در نظر گرفتن روابط )

�̇�(𝑡) − 𝛼𝑉(𝑡) ≤ 𝜂𝑇(𝑡)(𝛺 + 𝑑𝛹𝑆−1𝛹𝑇)𝜂(𝑡) 

−∫ [𝛹𝑇𝜂(𝑡)
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

+ 𝑆�̇�(𝑠)]𝑇𝑆−1[𝛹𝑇𝜂(𝑡) + 𝑆�̇�(𝑠)]𝑑𝑠 
(20) 

 رابطه نيکه در ا

𝛺 = [
𝛱11 𝛱12 𝑃 + 𝑑𝐴𝑇𝑆 + 𝐿3

𝑇

∗ 𝛱22 𝑑𝐴𝑑
𝑇𝑆𝐿3

𝑇

∗ ∗ −𝐼 + 𝑑𝑆

] (21) 

 باشد و در آنمي

𝛱11 = 𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝑄 + 𝐻𝑇𝐻 − 𝛼𝑃 + 𝐿1
𝑇 + 𝐿1 

𝛱12 = 𝑃𝐴𝑑 + 𝐿2
𝑇 − 𝐿1 

𝛱22 = −(1 − 𝜏)𝑄 − 𝐿2
𝑇 − 𝐿2 

 است که ني. نكته قابل توجه اباشديم

∫ [𝛹𝑇𝜂(𝑡)

𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

+ 𝑆�̇�(𝑠)]𝑇𝑆−1[𝛹𝑇𝜂(𝑡)

+ 𝑆�̇�(𝑠)]𝑑𝑠 > 0 
(22) 

 ( را به صورت10است. با استفاده از لم مكمل شر، رابطه )

𝛺 + 𝑑𝛹𝑆−1𝛹𝑇 < 0 (23) 

 ( رابطه23( تا )20با استفاده از روابط ) نينوشت. بنابرا توانيم

�̇�(𝑡) − 𝛼𝑉(𝑡) < 0 (24) 

  .دآييبدست م

 𝑇𝑓تا   0( از زمان 24) یرابطه نياز طرف  یرگيانتگرال  با

𝑉(𝑡) < 𝑒𝛼𝑇𝑓𝑉(0)( (25) 

 [
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 گر،يد ي. از طرف دآييبدست م

𝑉(𝑡) ≥ 𝑥𝑇(𝑡)𝑃𝑥(𝑡)

≥ 𝜆𝑚𝑖𝑛(�̃�)𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡)) = 𝜆1𝑥
𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡) 

(26) 

 سپس

 

𝑉(0) ≤ 𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�𝑖)𝑥
𝑇(0)𝑅𝑥(0) 

+𝑑𝑒𝛼𝑑𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�𝑖) 𝑠𝑢𝑝
−𝑑≤𝜃≤𝑜

{𝑥(𝜃)𝑇𝑅𝑥(𝜃)} 

+𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�𝑖)∫ ∫ �̇�𝑇(𝑠)𝑒−𝛼𝑠𝑆�̇�(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜃
0

𝜃

0

−𝑑

≤ 

(27) 

𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�𝑖) 𝑠𝑢𝑝
−𝑑2≤𝜃≤𝑜

{𝑥(𝜃)
𝑇
𝑅𝑥(𝜃)}         

+𝑑𝑒𝛼𝑑𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�𝑖) 𝑠𝑢𝑝
−𝑑≤𝜃≤𝑜

{𝑥(𝜃)𝑇𝑅𝑥(𝜃)}

+
𝑑2

2
𝑒𝛼𝑑𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�𝑖) 𝑠𝑢𝑝

−𝑑≤𝜃≤𝑜
{�̇�(𝜃)𝑇𝑅�̇�(𝜃)} 

 
 ی(، رابطه26( و )12روابط ). با استفاده از باشديم

 

𝑉(0) ≤ (𝜆2 + 𝑑𝑒𝛼𝑑𝜆3 +
𝑑2

2
𝑒𝛼𝑑2

𝜆4)𝑥(𝑡0̅)
𝑇𝑅𝑥(𝑡0̅) 

≤ (𝜆2 + 𝑑𝑒𝛼𝑑𝜆3 +
𝑑2

2
𝑒𝛼𝑑𝜆4) 𝑐1 

(23) 

 ی(، رابطه28( تا )26. با در نظر گرفتن روابط )دآييبدست م

 

𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡) ≤
𝑉(𝑡)

𝜆1

<
𝑒𝛼𝑇𝑓𝜇

𝑇𝑓
𝜏𝑎   [𝑉(0)] 

𝜆1

≤
(𝜆2 + 𝑑𝑒𝛼𝑑𝜆3 +

𝑑2

2
𝑒𝛼𝑑2

𝜆4)

𝜆1

𝑒𝛼𝑇𝑓 

(24) 

 ی(، رابطه29( و )11) ی. با در نظر گرفتن رابطهدآييبدست م

 

𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡) <
𝜆1𝑐2𝑒

−𝛼𝑇𝑓

𝜆1

𝑒𝛼𝑇𝑓  = 𝑐2 (25) 

 
 ( با توجه به 9) رداريتأخ س تمياس ت که س   يمعن نيبد ني. ادآييبدس ت م

(𝑐1, 𝑐2, 𝑇𝑓 , 𝑅) زمان محدود اس   ت و داريپا 1 فيو بر طبق تعر 

 .گردديقسمت کامل م نيدر ا 1 هياثبات قض جهيدر نت

 زمان محدود یدارسازیپا -3-2

زمان محدود وابس ته    دارس ازيکننده پاوجود کنترل   طيقس مت، ش را نيا در

و  در  اپانوفي( براس اس روش ل7حلقه بس ته ) س تميس   یبرا  ريبه تأخ

 .شوديارائه م 2 هيقض يط LMIقالب 

با   ريمتغ ري. با فرض تأخديري( را در نظر بگ7) يرخطيغ س  تميس     .2ه یقضه 

   P,Q,Sو متق ارن  نيمثب ت مع ه ایسي( و در نظر گرفتن م اتر4زم ان )

,𝐿1 ه ایسيو م اتر 𝐿2, 𝐿3, 𝑋, 𝑌 یب ا ابع اد من اس   ب و اس   ك الره ا  

,𝜆1 مثبت, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜀1, 𝜀2, 𝛼 برقرار باشند:  ريز هایاگر رابطه 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝛩11 𝛩12 𝑃 + 𝐿3

𝑇 𝑑𝐴𝑇𝑆 + 𝑑𝐿4
𝑇 𝑑𝐿1 𝐻𝑇 𝑃𝑀 𝑃𝑀

∗ 𝛩22 −𝐿3
𝑇 𝑑𝐴𝑑

𝑇𝑆 𝑑𝐿2 0 0 0

∗ ∗ −𝐼 𝑑𝑆 𝑑𝐿3 0 0 0
∗ ∗ ∗ −𝑑𝑆 0 0 𝑑𝑆𝑀 𝑑𝑆𝑀
∗ ∗ ∗ ∗ −𝑑𝑆 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝐼 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝜀1𝐼 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −𝜀2𝐼]

 
 
 
 
 
 
 
 

< 0 

(26

) 

(𝜆2 + 𝑑𝑒𝛼𝑑𝜆3 +
𝑑2

2
𝑒𝛼𝑑𝜆4) 𝑐1 < 𝜆1𝑒

−𝛼𝑇𝑓𝑐2 (27) 

( و با  6کننده )( تحت کنترل 7) یبس ته متنارر با رابطه-حلقه س تميآنگاه س  

,𝑐1)توجه به  𝑐2, 𝑇𝑓 , 𝑅)  زمان محدود است که داريپا 

𝛩11 = 𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝑄 − 𝛼𝑃 + 𝐿1
𝑇 + 𝐿1

+ 𝜀1𝑁
𝑇𝑁 + 𝑌 + 𝑌𝑇  

𝛩12 = 𝑃𝐴𝑑 + 𝐿2
𝑇 − 𝐿1 

𝛩22 = −(1 − 𝜏)𝑄 − 𝐿2
𝑇 − 𝐿2 + 𝜀2𝑁𝑑

𝑇𝑁𝑑 

𝜆1 = 𝜆𝑚𝑖𝑛(�̃�) = 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑅−
1
2𝑃𝑅−

1
2) 

𝜆2 = 𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�) = 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅
−

1
2𝑃𝑅−

1
2) 

𝜆3 = 𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�) = 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅
−

1
2𝑆𝑅−

1
2) 

𝜆4 = 𝜆𝑚𝑎𝑥(�̃�) = 𝜆𝑚𝑎𝑥(𝑅
−

1
2𝑄𝑅−

1
2) 

𝐾 = (𝑃𝐵)−1𝑌 

(28) 

 .باشنديم

  يکراس  وفس  ك-اپانوفيارائه ش  ده از تابع ل یهيجهت اثبات قض    .اثبات

(، با 10) یدر رابطه 𝐴𝑑و   𝐴 ينيگزي. با جاش   ودي( اس   تفاده م13)

�̂� + 𝐵𝐾  و�̂�𝑑 حلقه س  تمي، س   1 هيو با اس  تفاده از قض    بيبه ترت-

  یرابطه يس  يزمان محدود اس ت اگر نامعادله ماتر داري( پا7) یس تهب

 .باشد( برقرار 34)

[
 
 
 
 
 𝛤11

∗
∗
∗
∗
∗

𝛤12

𝛤22
∗
∗
∗
∗

𝑃 + 𝐿3
𝑇

−𝐿3
𝑇

−𝐼
∗
∗
∗

𝑑(�̂� + 𝐵𝐾)𝑇𝑆

𝑑�̂�𝑑
𝑇𝑆

𝑑𝑆
−𝑑𝑆

∗
∗

𝑑𝐿1

𝑑𝐿2

𝑑𝐿3

0
−𝑑𝑆
∗

𝐻𝑇

0
0
0
0
−𝐼]

 
 
 
 
 

< 0 

(34

) 

 که در آن

Γ11 = �̂�𝑃 + 𝑃�̂� + 𝑄 − 𝛼𝑃 + 𝐿1
𝑇 + 𝐿1 + 𝐾𝑇𝐵𝑇𝑃 + 𝑃𝐵𝐾 

Γ12 = 𝑃�̂�𝑑 + +𝐿2
𝑇 − 𝐿1 

Γ22 = −(1 − 𝜏)𝑄 − 𝐿2
𝑇 − 𝐿2 

𝑆𝐵𝐾 في. ب ا تعرب اش    ديم = 𝑋 , 𝑃𝐵𝐾 = Y  و در نظر گرفتنψ 

ψ مي(، دار34ترم چپ معادله ) یبرا = ψ1 + ψ2 که 

ψ1 =

[
 
 
 
 
 Θ11

∗
∗
∗
∗
∗

Θ12

Θ22
∗
∗
∗
∗

𝑃 + 𝐿3
𝑇

−𝐿3
𝑇

−𝐼
∗
∗
∗

𝑑𝐴𝑇𝑆 + 𝑑𝑋
𝑑𝐴𝑑

𝑇𝑆

𝑑𝑆
−𝑑𝑆
∗
∗

𝑑𝐿1

𝑑𝐿2

𝑑𝐿3

0
−𝑑𝑆

∗

𝐻𝑇

0
0
0
0
−𝐼]

 
 
 
 
 

 

𝜓2

=

[
 
 
 
 
 𝑁

𝑇𝐹𝑇(𝑡)𝑀𝑇𝑃 + 𝑃𝑀𝐹(𝑡)𝑁
∗
∗
∗
∗
∗

𝑃𝑀𝐹(𝑡)𝑁𝑑

0
∗
∗
∗
∗

0
0
0
∗
∗
∗

𝑑𝑁𝑇𝐹𝑇(𝑡)𝑀𝑇𝑆

𝑑𝑁𝑑
𝑇𝐹𝑇(𝑡)𝑀𝑇𝑆

0
0
∗
∗

0
0
0
0
0
∗

0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 

 

(35

) 

 معادل با نامعادله ماتريسي( 34ی )، رابطه1باشد. با استفاده از لممي

 [
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که   ش  وديمش  اهده م ي. با اس  تفاده از لم مكمل ش  ر، به س  ادگباش  ديم

 2 هياثبات قض    جهي( اس  ت و در نت31) ی( معادل با رابطه36) یرابطه

 .شوديم ليقسمت تكم نيدر ا

 

به ص  ورت اس  تاندارد   2و  1 یايبدس  ت آمده در قض  ا  طيش  را  .3نکته 

LMI از پارامترها  يها دش  وار اس  ت. اگر برخو حل آن باش  ندينم

( 10)  يس  يدر نظر گرفته ش وند، نامعادلات ماتر نيثابت و مع αمانند 

 گردنديم ليتبد LMIمربوطه به فرم اس تاندارد  یاي( در قض ا31و )

قابل   يبه آس ان Matlabدر  LMI يکنترل ابزارعبهو با اس تفاده از ج

با ثابت در نظر گرفتن   زي(  ن32( و )11) طيحل اس ت. به علاوه، ش را

و به ص   ورت   LMIها به فرم اس   تاندارد 𝜆𝑖 و   αمثبت  یپارامترها

 :گردنديم ليتبد ريز

 

𝜂1𝐼 < �̃� < 𝜂2𝐼 (37) 

 0 < �̃� < 𝜂3𝐼 (38) 

0 < �̃� < 𝜂4𝐼 (39) 

(𝜂2 + 𝑑𝑒𝛼𝑑𝜂3 +
𝑑2

2
𝑒𝛼𝑑𝜂4) 𝑐1 < 𝜂1𝑒

−𝛼𝑇𝑓𝑐2 (40) 

,𝜂1که در آن  𝜂2, 𝜂3, 𝜂4  مثبت هستند. یهاثابت 

 

[ از ت ابع  14-12ارائ ه ش    ده در مق الات ] یاي  در اثب ات قض    ا.  4 نکتهه 

بدون ترم انتگرال دوگانه اس تفاده ش ده اس ت  يکراس وفس ك-اپانوفيل

و  1 یايش ده اس ت. در اثبات قض ا ريمس تقل از تأخ طيکه منجر به ش را

 ی( که دارا13با رابطه ) يکراس  وفس  ك-اپانوفيمقاله، از تابع ل نيا 2

بدس ت آمده  طياس تفاده ش ده اس ت. ش را باش د،يم دوگانهترم انتگرال 

که نس  بت به   باش  نديم ريو مش  تق تأخ ريمقاله وابس  ته به تأخ نيدر ا

  ي. از طرف اندیکمتر یکارمح افظه یدارا ريمس   تق ل از تأخ طيش   را

اس   تفاده  زين زيبنيلا-وتنيمقاله از فرمول ن نيدر ا اياثبات قض   ا یبرا

 .گردديم یکارزان محافظهيشده است که سبب کاهش م

 سازیشبیه -4

 ، یش نهاديپ هایروش هایيژگيو و تينش ان دادن قابل یبخش برا نيدر ا

 .شوديدر ادامه ارئه م یدو مثال عدد

با زمان و تک   ريمتغ ري( با تأخ7بس  ته ) حلقه يرخطيغ س  تميس    .1مثال 

 .ديريرا در نظر بگ یورود

𝐴 = [
−1 0.2

−0.3 −1.2
] , 𝐴𝑑 = [

−1 0.2
−0.3 −1.2

] 

𝐵 = [
0
1
] ,𝑀 = [0.1 0.2]𝑇   , 𝑁 = [1.4 0.8] 

(41) 

𝑁𝑑 = [0.4 1.1], 𝐹(𝑡) = cos (0.1𝑡) 
 با زمان به صورت ريمتغ ريتأخ

 

𝑑(𝑡) = 0.8 − 0.2𝑠𝑖𝑛 (𝑡) (42) 

𝑑.  با اس  تفاده از محاس  بات س  اده، باش  ديم = 1, 𝜏 = بدس  ت   0.2

 به صورت رداريتأخ ستميس گريد یپارامترها نيچن. همديآيم
 

𝑐1 = 1,  𝑐2 = 35, 𝑇𝑓 = 10, 𝑅 = 𝐼 

𝑓(𝑥(𝑡)) = [
0.1𝑐𝑜𝑠 (0.01𝑥(1))

0.1𝑐𝑜𝑠 (0.01𝑥(2))
] (43) 

𝑓(0)شوند که تعريف مي = [01 0.1]𝑇 ≠ باشد. با توجه مي 0

برای سيستم غيرخطي تأخيردار  1به مقادير در نظر گرفته شده در مثال 

𝛼برای  2( در قضيه33( تا )31بسته و با استفاده از روابط )-حلقه =

,های، ماتريس0.1 𝑋, 𝑌   𝑃, 𝑄, 𝑆, 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 به صورت 
 

 

𝑃 = [
1.5890 −0.0104

−0.0104  1.4900
] , 𝑄 = [

2.6512 0.3270
0.3270 3.4083

] 

𝑆 = [
0.5972   −0.0263
−0.0263 0.4196

] , 𝐿1 = [
 0.1728 0.0680
0.0680 0.2818

] 

𝐿2 = [
 0.1439 0.0595
0.0595  0.2058

] , 𝐿3 = [
 −0.2125 −0.0084
−0.0084  −0.1652

] 

𝑋 = [
 −6.0902 −0.1920
−0.1920  −6.7137

] , 𝑌 = [
 −0.5325 −0.0065
−0.0065  −0.6608

] (44) 

 

ی فيدبک حالت با استفاده از کننده آيند. ضرايب کنترل بدست مي

𝐾ی رابطه = (𝑃𝐵)−1𝑌 به صورت 

𝐾 = [−0.1003 −4.5048] (45) 

، 1بسته با توجه به تعريف -تعيين خواهد شد. لذا سيستم تأخيردار حلقه

,𝑐1)در نظر گرفتن  𝑐2, 𝑇𝑓 , 𝑅)  و شرط𝑥𝑇(𝜃)𝑅𝑥(𝜃) < 35 

باشد. مسيرهای حالت سيستم و نرم بردار حالت پايدار زمان محدود مي

𝑡برای سيستم تأخيردارحلقه بسته برای بازه زماني  ∈ و در نظر  [0,10]

φ(𝑡)گرفتن  = [1 0]𝑇 نشان داده  2و  1های به ترتيب در شكل

 شده است.

𝜓1 + 𝜀1

[
 
 
 
 
 
𝑁𝑇

0
0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑁𝑇

0
0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 
𝑇

+ 𝜀1
−1

[
 
 
 
 
 
𝑃𝑀
0
0

𝑑𝑆𝑀
0
0 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑃𝑀
0
0

𝑑𝑆𝑀
0
0 ]

 
 
 
 
 
𝑇

+ 𝜀2

[
 
 
 
 
 

0
𝑁𝑑

𝑇

0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 

0
𝑁𝑑

𝑇

0
0
0
0 ]

 
 
 
 
 
𝑇

+ 𝜀2
−1

[
 
 
 
 
 
𝑃𝑀
0
0

𝑑𝑆𝑀
0
0 ]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
𝑃𝑀
0
0

𝑑𝑆𝑀
0
0 ]

 
 
 
 
 
𝑇

< 0 

(36) 
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 بسته با تک ورودی - : مسيرهای حالت سيستم حلقه 1شكل 

  

 بسته با تک ورودی  - سيستم حلقه 𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡):   2شكل 

𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡)  ش  ود کهمش  اهده مي، 2با توجه به ش  كل  < 35 

 .باش دتأخيردار، پايدار زمان محدود ميبس ته -اس ت و بنابراين س يس تم حلقه

آورده ش  ده اس  ت.   3س  ازی برای س  يگنال کنترلي در ش  كل نتايج ش  بيه

آي د س   يگن ال کنترلي هموار هس    ت و  طور ک ه از تص   وير بر ميهم ان

کنن ده في دب ک ح ال ت نتيج ه ق اب ل قبولي را برای س   يس   تم ت أخيردار  کنترل 

 محدود ايجاد کرده است.-نرمغيرخطي به همراه نامعيني 

 
 : سيگنال کنترلي با تک ورودی  3شكل

  ،يني( به همراه نامع7) يرخطيغ رداريبس   ته تأخ-حلقه س   تميس    . 2مثال  

 .ديريرا در نظر بگ یبا زمان و چند ورود ريمتغ ريتأخ

𝐴 = [
−1.2 0.3
0.2 −1.7

] , 𝐴𝑑 = [
−0.3 0.1

0 −0.2
] 

𝐵 = [
0.1 0

−0.1 0.2
] , 𝑀 = [

1 0
0 1

] 

𝑁 = [
0.1 0
0 0.1

] , 𝐴𝑑 = [
0.2 0
0 0.2

] 

𝐹(𝑡) = [
𝑐𝑜𝑠𝑡 0
0 𝑐𝑜𝑠𝑡

] (46)  

 پارامترهای ديگر سيستم تأخيردار به صورت

𝑐1 = 0.3,  𝑐2 = 5, 𝑇𝑓 = 10, 𝑅 = 𝐼         

𝑓(𝑥(𝑡)) = [
0.2 𝑐𝑜𝑠 (0.01𝑥(1))

0.2 𝑐𝑜𝑠 (0.01𝑥(1))
] 

(47) 

𝑓(0)شوند که تعريف مي = [0.2 0.2]𝑇 ≠  باشد.مي 0

 ( به صورت 4ی )حال در اين قسمت تأخير متغير با زمان با رابطه

𝑑(𝑡) = 0.5 − 0.5𝑠𝑖𝑛 (𝑡) (48) 

𝑑. با استفاده از محاسبات ساده،  باشديم = 1 , 𝜏 =  .ديآيبدست م  0.5

-با توجه به مقادير در نظر گرفته شده برای سيستم غيرخطي تأخيردار حلقه

𝛼برای  2( در قضيه33( تا )31بسته و با استفاده از روابط ) = 0.01 ،

,هایماتريس 𝑋, 𝑌   𝑃, 𝑄, 𝑆, 𝐿1, 𝐿2, 𝐿3 به صورت 

𝑃 = [
1.2815 −0.0008

−0.0008 1.2849
] , 𝑄 = [

2.2521 −0.0249
−0.0249 2.2170

], 
 

𝑆 = [
0.4623 0.0029
0.0029 0.4717

] , 𝐿1 = [
 0.0923 −0.0075
−0.0075 0.0810

] 

 𝐿2 = [
0.2557 −0.0005
−0.0005 0.2575

] , 𝐿3 = [
−0.0911 0.0113
0.0113 −0.0690

] 

    

𝑋 = [
−2.5651 −0.3150
−0.3150 −1.9113

] , 𝑌 = [
−0.4164 −0.1200
−0.1200 −0.1857

] (49)  

ی رابطهی فيدبک حالت با استفاده از کننده آيند. ضرايب کنترل بدست مي

𝐾 = (𝑃𝐵)−1𝑌 به صورت 

𝐾 = [
−20.0178 −2.4674
−11.2410 −8.6721

] (50) 

و در   1بسته با توجه به تعريف  -تعيين خواهد شد. لذا سيستم تأخيردار حلقه

,𝑐1)نظر گرفتن  𝑐2, 𝑇𝑓 , 𝑅) باشد. مسيرهای کنترل زمان محدود مي

های کنترلي برای سيستم حالت سيستم، نرم بردار حالت و سيگنال 

𝑡تأخيردارحلقه بسته برای بازه زماني  ∈ و در نظر گرفتن  [0,10]

φ(𝑡) = [0.1 −0.1]𝑇 نشان داده  6تا  4های  به ترتيب در شكل

 شده است.

 
 بسته با تأخير متغير با زمان و چند ورودی   -سيستم حلقه  𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡):   5شكل  

 
 

 : سيگنال کنترلي با تأخير متغير با زمان و چند ورودی  6شكل 

ب ا توج ه ب ه   يرخطيغ  رداريت أخ  س   تميس      د ي  آيبرم  ريهم انطور ک ه از تص   او

,𝑐1) یو در نظر گرفتن پ ارامتره ا 1 فيتعر 𝑐2, 𝑇𝑓 , 𝑅)   زم ان مح دود  داري  پ ا
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𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡)که   ش ودي، مش اهده م5. با توجه به ش كل  باش د يم < اس ت  5

کنترل   ،ينيبا زمان و نامع  ريمتغ  ريبا تأخ  يرخطيبس   ته غ- حلقه  س   تميس      نيو بنابرا

 .باشد يزمان محدود م

( با تأخير متغير با زمان را در 9) باز-سيستم غيرخطي حلقه. 3مثال

 نظر بگيريد.

𝐴 = [
0 −0.7

1.46 −0.45
] , 𝐴𝑑 = [

0 −0.3
0.54 0.45

] (51) 

 پارامترهای ديگر سيستم تأخيردار به صورت

𝑐1 = 0.2,  𝑐2 = 100, 𝑇𝑓 = 10, 𝑅 = 𝐼         

𝑓(𝑥(𝑡)) = [
0.3𝑐𝑜𝑠 (0.01𝑥(1))

0.3𝑐𝑜𝑠 (0.01𝑥(2))
] (52) 

𝑓(0)شوند که تعريف مي = [03 0.3]𝑇 ≠  باشد.مي 0

𝜏با  مقدار مجاز کران بالای تأخير برای پايداری زمان محدود  = 0.4 ،

𝑑[ معادل  12در مقاله ] = معادل   1و در اين مقاله با استفاده از قضيه    0.65

𝑑 = تر و  ميزان بازه عملكردی وسيع  باشد که مبينمي 0.71

[ 12کاری کمتر اين مقاله نسبت به روش ارائه شده در مقاله ]محافظه

و مقاله   1باز در قضيه  -نرم بردار حالت برای سيستم تأخيردار حلقه  اشد.بمي

𝑡[ برای بازه زماني 12] ∈ ود که نشان شمشاهده مي 7 در شكل  [0,10]

 7طور که از شكل هماناز برتری روش ارائه شده در اين مقاله دارد. 

توجه  [، با12آيد برای هر دو روش ارائه شده در اين مقاله و مرجع ]برمي

,𝑐1)و در نظر گرفتن پارامترهای  1به تعريف  𝑐2, 𝑇𝑓 , 𝑅) ، 

𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡) < باز تأخيردار، پايدار -است و لذا سيستم حلقه 100

 .باشدزمان محدود مي

 
 باز - سيستم حلقه 𝑥𝑇(𝑡)𝑅𝑥(𝑡):   7شكل 

 

    

 گیری  نتیجه -8

  یهاستميس یزمان محدود برا یدارسازيو پا یداريمقاله، پا نيدر ا

شده  يبررس هاينيبا زمان و به همراه نامع ريمتغ ريبا تأخ تزيشپيل يرخطيغ

با زمان در نظر گرفته  ريمحدود و متغ-به صورت نرم  ينينامع  یهااست. ترم

-اپانوفيو تابع ل ياپانوفيل كردياز رو   اياثبات قضا یشده است. برا

و  یداريپا یبرا يکاف  طيمناسب استفاده شده است که شرا يکراسوفسك

 نيبدست آمده در ا طي. شراکنديم نيزمان محدود را تضم یدارسازيپا

 
1 Schur complement lemma 

اند. در انتها با شده  انيب LMIکه در قالب  باشنديم ريمقاله وابسته به تأخ

 قرار گرفت. يرسمورد بر یشنهاديروش پ تيقابل هایسازهياستفاده از شب

 و قدردانی تشکر
بررسي کنترل زمان محدود برای "تحقيق فوق برگرفته از طر  پژوهشي  

باشد که با حمايت مالي مي  "های غيرخطي تأخيردار به همراه نامعينيسيستم

دانشگاه آزاد اسلامي واحد يادگار امام خميني )ره( شهرری به اجرا در 

 آيد.تشكر بعمل ميآمده است، بدينوسيله از آن واحد دانشگاهي، تقدير و  

 پیوست    
 عبارتند از:  [. نامعادلات ماتريسي غيرخطي24] 1لم مکمل شر

𝑅(𝑥) > 0,𝑄(𝑥) − 𝑆(𝑥)𝑅(𝑥)−1𝑆𝑇(𝑥) > 0 (53) 

𝑅(𝑥)که در آن   = 𝑅𝑇(𝑥), 𝑄(𝑥) = 𝑄𝑇(𝑥)  و𝑆(𝑥)   به ص ورت

باش د. طبق لم ش ر، اين دس ته از نامعادلات ماتريس ي با  وابس ته مي 𝑥آفاين به 

LMI  

[
𝑄(𝑥) 𝑆(𝑥)

𝑆𝑇(𝑥) 𝑅(𝑥)
] > 0 (54) 

 معادل است.  

 [. اگر رابطه25]  2لایبنیز-فرمول نیوتن

𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡)) = 𝑥(𝑡) − ∫ �̇�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

 (55) 

𝑍𝑖ه ای برقرار ب اش   د، آنگ اه برای م اتريس . 𝑌𝑖   ب ا ابع اد من اس   ب خواهيم

 داشت:

2[𝑥𝑇(𝑡)𝑌𝑖 + 𝑥𝑇(𝑡 − 𝑑(𝑡)𝑍𝑖)[𝑥(𝑡) (56) 

−∫ �̇�(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡−𝑑(𝑡)

− 𝑥(𝑡 − 𝑑(𝑡))] 

 مراجع 

کنن ده زم ان مح دود برای  طراحي کنترل"ه ادی غلامي، ط اهره بين ازاده،  [1]

، 1، ش ماره 12، مجله کنترل، جلد "تأخيریهای ليپ ش يتز يک طرفه س يس تم

 .1397، 25-14صفحات 

[2] D. Ivanescu & et al, Control of an interconnected 

power system: a time delay approach, IFAC Proceeding 

Volumes, vol. 34, no. 13, Aug. 2001, pp.449-454. 

[3] M. Wu, Y. He and J-H. She, Stability analysis and 

robust control of time-delay systems, Springer, 2010. 

[4] J. G. Milton,  Time delays and the control of 

biological systems: an overview,  IFAC-Papers Online, 

vol. 48, no. 12, 2015, pp.87-92. 

[5] C. Zheng, N. Li and J. Cao, Matrix measure based 

stability criteria for high-order neural networks with 

proportional delay, Neurocomputing, Vol. 149, 2015, 

pp. 1149-1154. 

[6] N. Zhao, X. Zhang , Y. Xue and P. Shi, Necessary 

conditions for exponential stability of linear neutral type 

2 Newton-Libniz Formula 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
14

.2
.7

9 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
99

.1
4.

2.
8.

8 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-0

7-
13

 ]
 

                               8 / 9

http://www.sciencedirect.com/science/journal/09252312
http://dx.doi.org/10.29252/joc.14.2.79
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1399.14.2.8.8
http://joc-isice.ir/article-1-589-fa.html


 های غيرخطي تأخيردار  به همراه نامعيني و تأخير متغير با زمان پايدارسازی زمان محدود سيستم 

 الهه مرادی 

87 
 

 

Journal of Control, Vol. 14, No. 2, Summer 2020  1399، تابستان 2، شماره 14مجله کنترل، جلد 

 

 

systems with multiple time delays, Journal of the 

Franklin Institute, vol. 355, no. 1, Jan. 2018,  pp. 458-

473. 

[7] C. B. Cardeliquio, M. Souza and A. R. Fioravanti, 

Stability analysis and output-feedback control design 

for time-delay systems, IFAC-Papers Online, vol. 50, 

no. 1, Jul. 2017, pp. 1292-1297. 

[8] S. Sh. Alviani, “Delay-dependent exponential 

stability of linear time-varying neutral delay systems”,  

IFAC-Papers Online, vol. 48, no. 12, 2015, pp. 177-179. 

[9] G. Zhao, J. Wang, Finite time stability and 𝐿2-gain 

analysis for switched linear systems with state-

dependent switching, Journal of the Franklin Insitute, 

Vol. 350, 2013, pp. 1057-1092. 

[10] P. Dorato, Short time stability in linear time-

varying systems, InProc. IRE International convention 

record, Pages 83–87, 1961. 

[11] F. Tan, B. Zhou and G-R Duan, Finite-time 

stabilization of linear time-varying systems by 

piecewise constant feedback, Automatica, vol. 68, Jun. 

2016, pp. 277-285. 

[12] E. Moradi, M. R. Jahed-Motlagh and M. 

Barkhordari Yazdi, LMI-based criteria for robust finite-

time stabilisation of switched systems with interval 

time-varying delay, IET Control  Theory & applications, 

vol. 11, no. 16,2017, pp. 2688-2697. 

[13] P. Niamsup and V. N. Phat, Robust finite-time 𝐻∞ 

control of linear time-varying delay systems with 

bounded control via Riccati equations, International 

Journal of Automation and Computing, vol. 3 , 2017 , 

pp. 1-9.  

[14] S. He and F. Liu, Finite-time boundedness of 

uncertain time-delay neural network with markovian 

jumping parameters, Neurocomputing, vol. 103, Mar. 

2013, pp. 87-92.   

[15] C. E. de Souza and D. Coutingo, Robust stability 

and control of uncertain linear discrete time periodic 

systems with time-delay, Automatica, vol. 50, no. 2, 

Feb. 2014, pp. 431-441. 

[16] S. B. Stojanovic, D. L. Debeljkovic and D. S. Antic, 

Robust finite-time stability and stabilization of linear 

uncertain time-delay systems, Asian Journal of control, 

vol. 15, no. 5, 2013, pp. 1548-1554 

[17] Y. Zhang and et all, Finite-time boundedness for 

uncertain discrete neural networks with time-delays and 

Markovian jumps, Neurocomputing, vol. 144, 2014, pp. 

1-7. 

[18] W. Guan and F. Liu, Finite-time 𝐻∞ Memory state 

feedback control for uncertain singular TS fuzzy time-

delay system under actuator saturation, Advances in 

Difference Equatuins, vol. 52 , 2016, pp. 1-19. 

[19] J. Song, S. He, Finite-time robust passive 

control for a class of uncertain Lipschitz nonlinear 

systems with time-delays, Neurocomputing, vol. 159, 

2015, pp. 275-281. 

[20] J. Song and S. He, Observer-based finite-time 

passive control for a class of uncertain time-delayed 

Lipschitz nonlinear systems, Transactions of the 

Institute of Measurement and Control, vol. 36, no. 6, 

2014, pp. 797-804. 

[21] Y. Chen, Q. Lin, R. Lu and A. Xue, Finite time 

control of switched stochastic delayed systems, 

Neurocomputing, vol. 191, 2016, pp. 374-379. 

[22] S. Boyd, L. E. Chaoui, E.Feron, and V. 

Balakrishnan, "Linear Matrix Inequalities in System and 

Control Theory", Philadelphia: SIAM, Vol. 15, 1994. 

[23] D. L. Debeljkovic and et al, Finite time stability of 

continuous time-delay systems: Jensen’s inequality-

based approach, Industrial Electronics and Applications 

(ICIEA), 2014 IEEE 9th Conference, June 2014, China, 

pp. 24-30. 

[24] Y. Wang, L. Xie, C.E. Souza, Robust control of a 

class of uncertain nonlinear systems, Syst. Control Lett, 

vol. 19, 1992, pp. 139-149. 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
14

.2
.7

9 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
99

.1
4.

2.
8.

8 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-0

7-
13

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                               9 / 9

http://dx.doi.org/10.29252/joc.14.2.79
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1399.14.2.8.8
http://joc-isice.ir/article-1-589-fa.html
http://www.tcpdf.org

