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کنترل   ي ونيب شيتوانند به پيم ياضیر یهامدل ( در سراسر جهان، 19-شيوع گسترده پاندمي ویروس کرونا )کووید توجه بهبا : چکیده 

، درمعرض،  مستعدبر افراد    ي مبتن  19- مقاله ابتدا یک مدل جامع برای بررسي روند بيماری کووید  ن یارو، در  از این  کمک کنند.   این پاندمي

موثر،    درمان  ا ی  عمومي  واکسيناسيون هرگونه  شود. سپس با توجه به فقدان  در نظر گرفته مي  افته یعلامت( و بهبودو بدون    )باعلامت   يعفون

محاسبه نقاط تعادل  به    (𝑅0شود. پس از بررسي مثبت بودن حالات و محاسبه معيار آستانه ) به مدل مذکور اضافه مي  گروه افراد »در قرنطينه«

کننده  کنترل   کی، توسط  شود. در ادامهها با استفاده از ماتریس ژاکوبين بررسي مي)تعادل بدون بيماری و اندميک( پرداخته و پایداری آن

در حضور عدم  نيز کننده کنترل   یيکارا  زانيم  گردد.يم  مظي و تن   نيي تع  یمار يب  يکنترل  یودعنوان تنها ورهب   یسازنهي نرخ قرنط  ،يلغزش  مدفازی  

کهپارامترهای مدل بررسي مي  تي قطع بر سایر جوامع در  تأثير جآن است. همچنين،    عملكرد مطلوب  دیمؤ   ،حاصل  جینتا  شود  آلوده  امعه 

 گيرد. ميقرار   ارزیابي موردسازی، کننده توسط شبيهکارایي کنترل و   کننده بررسي خواهد شد. در نهایت، عملكردحضور کنترل 

 ي. مد لغزش یفاز  نه،ي قرنط ،یداریپا لي تحل ،ياضیر سازی ، مدل 19-دیکووکلمات کلیدی: 

Fuzzy Sliding Mode Controller Design and Analysis of an SQEIAR 

Epidemic Model for COVID-19 to Determine the Quarantine Rate 

Amir Hossein Amiri Mehra, Mohsen Shafieirad, Zohreh Abbasi, Iman 

Zamani, Zohreh Aarabi 

Abstract: According to the global prevalence of coronavirus (COVID-19) pandemic, 

mathematical models can predict and control the dynamic behavior of the pandemic. Therefore, in 

this study, a comprehensive model is considered to examine the trend of COVID-19 based on 

Susceptible, Exposed, Infected (Symptomatic and Asymptomatic), and Recovered individuals. In the 

absence of a curative treatment or vaccination campaign, the group of "quarantined people" is added 

to the model. Then, a positivity analysis of states is examined, and the threshold criterion (𝑅0) is 

determined. The equilibrium points (disease-free and endemic) are also calculated, and their stability 

is investigated using the Jacobin matrix. The quarantine rate is regulated as the only control input 

using the fuzzy sliding mode controller. The efficiency of the controller is also investigated in the 

presence of uncertainty in model parameters. Also, the impact of the infected community on other 

communities, considering the controller, will be examined. Finally, the performance and efficiency 

of the proposed controller are evaluated. 

Keywords: COVID-19, Mathematical Modeling, Stability Analysis, Quarantine, Fuzzy Sliding 

Mode.
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 همقدم -1

بزرگ  1هاروسیکروناو و  يخانواده  که    هاروسیاز  توانند  ميهستند 

بيماری  ایجاد  مانندعامل  های  بيماری  تا   ي معمول  يسرماخوردگ  هایي 

،  از این ویروسنوع  نیآخر. ]1[ د ن شو  3مرس، 2همچون سارس شدیدتری 

عامل ابتلا  ( است که  CoV-SARS-2)  يحاد تنفس  4م روسند  روسیکروناو

شامل  تواند  مي  19-بيماری کوویدعلائم    .باشدمي  195-کووید  یماري به ب

مشكلات حاد  ،  تنگي نفس ،سرفه ،و لرز  تب سرماخوردگي عادی تا  علائم

 يدستگاه تنفسعلاوه بر  کروناویروس  .  باشد  و مشكلات گوارشي   تنفسي

را نيز درگير    قلب و مغز   ، کليه  مانند های حياتي دیگر بدن  ارگان  تواند مي

بيماری همچنين  کند.   فشار    ای مانندهای زمينهدر سالمندان و افراد دارای 

 . ]3و2[بوده است    بيشتربيماری    ، شدت و دیابتي  ي قلب  ی هایماريخون بالا، ب

  یريگبا همه  نيدر شهر ووهان چ  2019  بردر دسام  19-بيماری کووید

به شكل پاندمي درآمد. همچنين در  کوتاه    در مدتي   آغاز شد ودر انسان  

، دو مورد ابتلا به بيماری کرونا به طور رسمي در  1398تاریخ یكم اسفند  

گزارش ایران  شيوع]4[شد    کشور  از  جلوگيری  برای  کرونا،    روسیو  . 

فاصلهایران محدودیت  دولت مانند  لغو تجمعات،  هایي  اجتماعي،  گذاری 

سفر کردن  دانشگاه محدود  مدارس،  تعطيلي  را ها،  و...  خرید  مراکز  و  ها 

ترین روش  وضع نمود. قرنطينه خانگي افراد نيز به عنوان موثرترین و مهم

  . اماگردید  دمي در بسياری از شهرهای کشور انجام جلوگيری از شيوع پان 

زماني  1399اردیبهشت  از   تدر  یهاتیمحدودکه  و  به  کاهش    جی دولت 

مجدداً    مبتلایان که روندی کاهشي به خود گرفته بود موارد    ت، تعداداف ی

ایجاد    ومير و ابتلای بيماران   در تعداد مرگ  دیجد  ای قلهو    افتی  شیافزا

، ایران شاهد سومين قله در شيوع پاندمي  1399در پایيز  . پس از آن  ]4[شد  

بود کرونا  نتيجه،  .  ویروس  افزایشيدر  روند  به  توجه  کرونا  با  ، ویروس 

عملكرد   نحوه  کنترل   ،آنشناخت  اعمال  منظور  برای  کننده به    مناسب 

 . باشديم ضروری یامر کاهش شيوع،

های معمول  روش  اب  بيماری  و روند رشد  مراحل  ين يبشي پاز آنجایيكه  

گرفتن  و با در نظرسازی  مدل   قیاز طر   در نتيجه  ،ستين  ریامكان پذسادگي  به

موثر   این روند،عوامل  تغيير  پ  پاندمي  رشدمراحل    توانيم  در    ي نيبشيرا 

مناسب،    بودجه  صي تخص  ،پاندمي  مدیریتدر مورد    یريگميتصم  به  ه وکرد

بتوان شيوع بيماری  تا    رداختپ  ...و    ي اجتماعگذاری  اقدامات فاصله  یاجرا

با توجه به  .  نمودرا تا زمانيكه واکسن در دسترس عموم قرار گيرد کنترل  

کوویدتشخيص  اهميت   بيماری  جهان،    19- روند  سراسر  از در  استفاده 

بسيار  در تحقيقات اخير  سازی ریاضي در تحليل عملكرد این بيماری  مدل 

قرار  استفاده  است.    مورد  درگرفته  نوع    ]7-5[  نویسندگان  ترین  ساده  به 

یافته   7، بيمار 6شامل افراد مستعد   گيری،همه  سازیمدل  برای این   8و بهبود 

پرداخته این ویروس  اند بيماری  متفاوت  و طبيعت  ماهيت  به  با توجه    ،که 

گروه  افزودن  احساس  لزوم  بيماری  تر  دقيق  بررسي  برای  جدید  های 

 
1 Coronaviruses 
2 SARS 
3 MERS 
4 Syndrome 
5 COVID-19 

  ياضیر  مدل  کبه مطالعه ی  ]8[و همكاران در    کادا  سیدراز اینرو،    شود.مي

که در آن، گروه    اند در مراکش پرداخته  19-کوویدی بررسي بيماری  برا

عفوني بدون علائم، عفوني با علائم و عفوني دارای  »  دستهافراد آلوده به سه  

درمان  »  يکنترل  یاستراتژمذکور شامل دو  مدل  .  شده است  ميتقس  «عوارض

  یاستفاده از ماسک برا»و    «هامارستانيدر بسازی  قرنطينهآلوده با    مارانيب

 است.  «حساس بدن یپوشاندن اعضا

مدل  زمينه  در  نيز  دیگری  کوویدمطالعات  وبيماری  با    19-سازی 

با تعداد  محاسبه  و  تعادل  نقاط  پایداری  بررسي  اساسي  محوریت  زتوليد 

است   گرفته  همكاران  سامو   و ي پ  .]10[و    ]9[صورت  و    ي مدل  ]9[  دریي 

کشور هند  در    19-کووید  پاندميدیناميک  و کنترل    ي نيب   شي پ  یبراریاضي  

مستعد، بيمار بدون علامت، بيمار با علامت  »شامل افراد  که    اندکرده معرفي  

با علامت گزارش نشده  بيمار    با محاسبه  درنهایتاست.    «گزارش شده و 

نقطه تعادل بدون    یبراپایداری    لي و تحل  هیتجز  ( به𝑅0عدد بازتوليد اساسي )

همچن  بيماری  تعادل    ن يو  ندائرو  اند. پرداخته  9اندميک نقطه  و    فاچال 

ر  نيز  ]10[همكاران   و  دیگری  ياض یمدل  تمرکز  انتقال  ژه یبا  ویروس    بر 

  و به  در نظر گرفته کننده در شهر ووهان چينالعاده پخش افراد فوق توسط

را بررسي  عدد بازتوليد اساسي    دیدگاه از  پایداری نقطه تعادل بدون بيماری  

اند،  سازی بيماری آنفلوآنزا پرداختهبه مدل   ]11[نویسندگان در  اند.  نموده 

آنجایيكه از  مختص  عفوني    هایبيماری   یسازمدل   اما    ی ماري ب  کیغالباً 

در پارامترها و گاهاً    رييرا با تغ  های سازمدل اینگونه    توانيم  ،ستيخاص ن

و   برخ  ایاضافه  سا  هاتحال  يکم کردن  ویروس  از جمله    هایماريب  ریبه 

  ]11[از اینرو، در این مقاله، مدل جامع ذکر شده در    گسترش داد.  زين  کرونا

)با علامت و بدون علامت( و  افراد مستعد، در معرض، عفوني  که شامل 

مي گرفته  نظر  در  است،  شيوع  بهبودیافته  سرعت  به  توجه  با  سپس  شود. 

سازی  پاندمي در ایران که همچنان دارای نرخ صعودی است بر لزوم قرنطينه

قرنطينه  به عنوان ابزار کنترل بيماری، تاکيد شده وگروه جدیدی به نام افراد  

که افراد قرنطينه شده را به عنوان یک گروه مجزا    ]13[و    ]12[شده همانند  

شود. مدل مذکور، در عين سادگي،  در دیناميک در نظر گرفتند، اضافه مي

ارتباط آنگروه  پاندمي و  بههای درگير  را  با یكدیگر در جامعه  خوبي  ها 

 دهد. نمایش مي

شود،  لا رفتن آمار مرگ ومير ميپاندمي نه تنها باعث باطولاني شدن 

هزینه انتشار  بلكه  از  جلوگيری  برای  بهداشتي  و  درماني  هنگفت  های 

باری خواهد    ویروس در جامعه را افزایش داده و پيامدهای اقتصادی زیان

پاندمي ویروس کرونا   ، دیناميک]14[داشت. در این راستا، نویسندگان در  

حذف شده با  ي و عفون، در معرضستعد، شامل افراد مبا استفاده از مدل را 

انتقال   به منظور اند. سپس  مدل کرده   ي رخطيغ  تماس   نرخ ،  پاندمي  کنترل 

کرده و با  اتخاذ  ي  کنترل  یبه عنوان ورود  ي رارخطيغ  تماس  تابع  بیضر

پرداخته ضریب  این  کنترل  به  لغزشي  مد  ماهيت  استراتژی  دليل  به  اند. 

6 Susceptible 
7 Infected 
8 Recovered 
9 Endemic 
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نظر   در  کرونا،  ویروس  علامت  بيماری  بي  عفوني  افراد  گروه  گرفتن 

این گروه در    ]14[تر کند که در  تواند مدل را به دنيای واقعي نزدیکمي

آنجایيكه نرخ تماس مستقيماً قابل کنترل نيست،  و از    استنظرگرفته نشده  

پس    ، ابتدا باید قرنطينه اعمال گردد تا در نتيجه آن نرخ تماس کاهش یابد

. گردداحساس مي«  افراد قرنطينه شده »  گروه به نام  لزوم در نظر گرفتن یک

های  مطالعات دیگری در زمينه کنترل مد لغزشي با رویكرد بيماری همچنين  

سازی، انجام شده است  پاندميک و اپيدميک، بدون در نظر گرفتن قرنطينه

از آنجایيكه تنها  درهرحال  اشاره کرد.    ]16[و    ]15[،  ]11[توان به  که مي

ثر، اعمال قرنطينه  ار ویروس کرونا تا یافتن واکسن مؤ جلوگيری از انتشراه 

نشان دادن ویژگياست، پس مدل  برای  قابليت کمتری  های  های مذکور 

این پاندمي داشته و برای بررسي این بيماری نياز به در نظر گرفتن قرنطينه  

نام  ، گروه جدیدی با  ر مقاله پيش روشود. در نتيجه ددر مدل احساس مي

شود تا بتوان بطور  اضافه مي ]11[ ارائه شده در  به مدل»افراد قرنطينه شده« 

 . ]13[و  ]12[ مستقيم به جلوگيری از انتشار ویروس کمک کرد

اینكه   به  توجه  مدبا  تنظيم    دقت دارای    يلغزش  کنترل  قابليت  بالا، 

آسان شكل  به  مقاومت    پارامترها  در  و  محدود  قطعيت  عدم  حضور  در 

نرخ تماس به عنوان عدم قطعيت در نظر    پارامترها است، در مطالعه پيش رو

حاصل  سازی به عنوان یک ورودی کنترلي  سپس نرخ قرنطينهو    گرفته شده 

 ی ایاز مزا  کنترل مد لغزشي   اینكه  ا گردد. بمد لغزشي به مدل اعمال مياز  

تابع    يوستگيپنا  ناشي از  1نگیچتر  ئلهمساما همواره    ،استبرخوردار    یادیز

  ي گاهو    گردديممشكل    جادی اباعث    یکنترل ورود  گنال يدر س  2علامت

ناپا  ستميعملكرد س  تواندياوقات م   یبرا  يمختلف  هایروشسازد.    داریرا 

چتر ی  شده   شنهاد يپ  نگیکاهش  ع  تاب  ينیگزیجا  ،هاوشراین  از    ي كکه 

است.    کيپربول ي تانژانت ه  ای  3مانند توابع اشباع  وستهيپ  بیتقر  کیبا    علامت

های  ، شبكه ]17[کنترل مد لغزشي مرتبه بالاتر    استفاده از  ،لازم به ذکر است

سطح    ي گیدر همسا  ]20[  ی نازکمرز  ه یروش لا، و  ]19[و    ]18[عصبي  

ثابت حالت    یخطا  کیببرد اما    نيرا از ب   نگ یاثر چتر  توانديم  نيزلغزش  

مبهماندگار   یيوجود  دیگركآید.  روش  ي  چتر  یهااز  در    نگیحذف 

کنترل    کيتكن   کیبه عنوان    یاستفاده از منطق فاز   ،يمد لغزش  استراتژی

آن را به  که  باشديم کمتر ياضیر محاسباتبر دانش بشر و  يمبتن هوشمند

  يبیاز استدلال تقرکرده است. این منطق    ل یتبد  آسان  ي روش کنترل  کی

ماستفاد زبانيه  عبارات  و  ب  يکند  رابطه  به  اعمال    ستميس   یرهايمتغ  ني را 

ابتدا یک کنترل کننده مد لغزشي برای    ]22[. نویسندگان در  ]21[د  کنيم

بهره  طراحي کردند سپس  کننده    نگي چي سوئ  مدل کوادکوپتر  مد  کنترل 

  ]23[. همچنين در  اندکرده   ميتنظ  یکنترل فاز  کيبر اساس تكن   لغزشي را

فازی در تنظيم بلادرنگ ضریب سطح لغزش به منظور اصلاح   از کنترل 

استفاده   کمتر(  فراجهش  و  نشست  )زمان  استعملكرد  حذف  شده   .

 »فازی کردن لایه مرزی«   چترینگ با استفاده از منطق فازی به دو صورت

 « مي«  تابع علامتفازی کردن ضریب  و  از  انجام  مطالعه  این  در  که  شود 

 
1 Chattering 
2 Sign Function 
3 Saturation Function 

پارامترهای  روش دوم استفاده مي قطعيت در  شود. با توجه به وجود عدم 

برای مطالعه بيشتر در    ]24[توان از  ، ميپيش رو  مقاله  مدل مورد استفاده در 

های دارای عدم قطعيت استفاده کرد. همچنين  رابطه با کنترل فازی سيستم

  ]25-27[مورد کنترل فازی مد لغزشي به  خوانندگان برای مطالعه بيشتر در  

 شوند. ارجاع داده مي

توان از آن، جهت  کننده توسط منطق فازی ميعلاوه بر طراحي کنترل 

به آن پرداخته شده    ]29[و    ]28[که در  نمودسازی سيستم نيز استفاده  مدل 

توان  کننده در سيستم فازی مياست. همچنين برای بررسي پایداری کنترل 

  علاوه بر تأثير زمان، تأثير جابجایي در مكان   اگر استفاده کرد.    ]30-32[از  

در در  نيز  بيماری  یکنظر    شيوع  شود،  بعدی    گرفته  دو  اپيدميک  مدل 

دیفرانسيل جزئي    حاصل خواهد شد  معادلات  با  استکه  توصيف  .  قابل 

 مراجعه شود.  ]33-35[برای آشنایي بيشتر با این نوع معادلات به 

  ، بيان2در بخش    : شودبه این صورت سازماندهي ميدر ادامه  مقاله  این  

،  3در بخش  . گرددسيستم تشریح مي معرفي مدله مورد نظر به همراه ئلمس

پاندمي و عدد   اندميک مدل  بيماری و  تعادل بدون  اساسي  نقاط  بازتوليد 

  4محاسبه شده و تحليل پایداری نقاط تعادل با استفاده از ماتریس ژاکوبين 

است.   شده  قرنطينهبيان  نرخ  شتأثير  در  پاندميو  وعيسازی  و    کنترل 

گيرد. در بخش  مورد بحث قرار مي  4های اعمال این نرخ در بخش  چالش

قطعيت در پارامتر    کننده فازی مد لغزشي بر روی مدل دارای عدم، کنترل 5

تأثير جامعه آلوده بر جوامع دیگر بحث    6شود. در ادامه، در بخش  اعمال مي

عددی در    یسازشبيهکننده،  سپس به منظور بررسي عملكرد کنترل   شده و

نتيجهشود.  انجام مي  7بخش   نهایت،  بندی گيردر    8در بخش    ی و جمع 

 .خواهد شدارائه 

 بیان مسئله  -2

ا  يمدل در  بررس  نیکه  و  مطالعه  مورد  مدل    يپژوهش  گرفته،  قرار 

SQEIAR5    از تمام  است  ]12[برگرفته  سادگي  نهایت  در  مذکور  مدل   .

ها را بخوبي  های درگير با ویروس کرونا را در برگرفته و ارتباط آنگروه 

است.   )گروهتحالمشخص کرده  مستعد    ها(ها  افراد  قرنطينه    ،(𝑆)شامل 

علامت،  (𝐸)درمعرض  ،  (𝑄)شده   با  و    (𝐴)  علامت يببيمار  ،  (𝐼)  بيمار 

)گروه    هستند.  (𝑅)  افتهیبهبود مستعد  افراد  آن  در  به کساني گفته    (𝑆که 

به    شودمي ابتلا  مستعد  ولپاندمي  که  آلوده   يهستند  افراد    ستند،ين  هنوز 

افراد است که در قرنطينه به سر  نيز شامل گروهي از  (  𝑄قرنطينه شده )گروه  

برند. با وجود کشف و تزریق واکسن مدت زمان و ميزان مصونيت افراد  مي

اجرای  لزوم  بنابراین همچنان  نيست.  شناخته شده  کاملاً  ویروس  برابر  در 

افراد در  »  ،. در این مدل ]13[سازی افراد مستعد امری ضروری است  قرنطينه

بيانگر𝐸)گروه    «معرض دارند   پاندميکه درمعرض  هستند    یدافرا  (  قرار 

افراد  »(،  و توانایي انتقال بيماری را ندارند  ستند ين  ي اند اما هنوز عفون)آلوده 

به    (𝐼)گروه    «بيمار بيماری  افراد  نيز  با علائم  .  شودگفته ميعفوني همراه 

4 Jacobian Matrix 
5 Susceptible-Quarantine-Exposed-Infected- 

Asymptomatic-Recovered 
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به از  همچنين  علائمي  که  هستند  بيماری  افراد  بيماری،  نهان  دوره  دليل 

نمي نشان  خود  در  را  ميبيماری  اما  بهدهند  به  توانند  را  ویروس  راحتي 

سایرین منتقل کنند. از اینرو در نظر گرفتن این افراد به عنوان یک گروه  

مي مدل مجزا  کند.  تواند  نزدیكتر  واقعي  دنيای  به  را  نتيجه  سازی    به در 

قابل توجهچي بدون ه  ویروسحاملان     «علامت  افراد بي»نيز    گونه علامت 

بهبودگویند.  (  𝐴)گروه   نام  از    افتهیافراد  با  نيز  یافته»ویروس  بهبود  «  افراد 

  است.  تيکل جمعی دهنده نشان 𝑁 ت،یدر نها شوند.شناخته مي( 𝑅)گروه 

 : باشندمعادلات فضای حالت این مدل به صورت زیر مي

𝑆̇(𝑡) = (1 − 𝑆(𝑡))𝜇 − 𝛽Λ(t)𝑆(𝑡) − 𝜆𝑆(𝑡)                               الف(-1)  

𝑄̇(𝑡) = 𝜆𝑆(𝑡) − 𝜇𝑄(𝑡)                                                             ب(-1)

𝐸̇(𝑡) = 𝛽Λ(t)𝑆(𝑡) − (𝜅 + 𝜇)𝐸(𝑡)                                                   ج(-1)  

𝐼(̇𝑡) = (1 − 𝑧)𝜂𝐴(𝑡) − (𝛼 + 𝜇)𝐼(𝑡) + 𝑝𝜅𝐸(𝑡)                                د(-1)

𝐴̇(𝑡)  = (1 − 𝑝)𝜅𝐸(𝑡) − (𝜂 + 𝜇)𝐴(𝑡                                         ه( -1)  

𝑅̇(𝑡) = 𝑧𝜂A(𝑡) + 𝑓𝛼𝐼(𝑡) − 𝜇𝑅(𝑡)                                            و( -1)

𝑁(𝑡)بطوریكه،   = 𝑆(𝑡) + 𝑄(𝑡) + 𝐸(𝑡) + 𝐼(𝑡) + 𝐴(𝑡) + 𝑅(𝑡)  و  

 Λ(t) = 𝜀𝐸(𝑡) + (1 − 𝑞)𝐼(𝑡) + 𝛿𝐴(𝑡)  صورت به  اوليه  شرایط   .

(𝑆(0), 𝑄(0), 𝐸(0), 𝐼(0), 𝐴(0), 𝑅(0)) = (𝑆0, 𝑄0, 𝐸0, 𝐼0, 𝐴0, 𝑅0)    و

شده  گرفته  نظر  در  قطعيت  مثبت  عدم  دارای  پارامترها  تمام  همچنين  اند. 

 هستند و مقداری بين صفر و یک دارند. 

 𝜆نرخ    افراد مستعد با  نشان داده شده است،  (1)همانطور که در شكل  

به پاندمي    𝜅  نرخ با  ،  (𝐸)درمعرض    افرادروند.  به گروه افراد قرنطينه شده مي

 (𝐴)و بدون علامت   (𝐼) عفوني باعلامتدو گروه  سپس به  و    شده   مبتلا

و    گروه عفوني باعلامتاشخاص درمعرض به  از    𝑝کسر  شوند.يم  ميتقس

1))کسر  مابقي − 𝑝)روند.کسر ميگروه بدون علامت  ( به𝑧 افراد بدون  از

 (𝑅)  بهبودیافته  گروه به  و  کنند  يترک م   𝜂گروه خود را با نرخ  (𝐴)علامت  

1)کسر  و روند  مي − 𝑧)  مت  علابا  عفونيافراد    گروه  به(𝐼)  شونديم  منتقل.  

وکسر   بهبود پيدا کرده  𝛼  نرخبا    عفوني باعلامت  از افراد  𝑓کسر    ن، يهمچن

(1 − 𝑓)  نرخ تولد )مرگ  .  ميرندها در اثر ابتلا به ویروس کرونا مياز آن

توسط  يعيطب  )𝜇   استثنا به  گروه  هر  در  است.  شده  داده  افراد    ینشان 

  ز ين  افتهیو افراد بهبود  کنندفوت مي  يعيطور طببه  𝜇  افراد با نرخ  افته،یبهبود

 . شونديم صيترخ 𝜇با نرخ  

 

 
1 Disease Free Solution 
2 Endemic Solution 

 . ]SQEIAR ]12ل بلوک دیاگرام مد : 1شكل 

بررسي   بودن  همواره  برای  افراد(  مثبت  )تعداد  دیناميک  حالات  در 

 شود: از قضيه زیر استفاده ميمذکور 

آنگاه    ،تمام شرایط اوليه بزرگتر یا مساوی صفر باشند  اگر  -1قضیه  

,𝐴(𝑡)های  پاسخ 𝐼(𝑡), 𝐸(𝑡), 𝑄(𝑡), 𝑆(𝑡)    و𝑅(𝑡)    در( به  1سيستم   ازای ( 

𝑡  هایزمان ≥  مثبت هستند. همواره  0

)  -اثبات معادله  به  توجه  دانستن  -1با  و  𝑆(𝑡)الف(  < توان مي،  1

 : نوشت
𝑆̇(𝑡) ≥ −(𝛽Λ(t) + 𝜆)𝑆(𝑡) 

 سپس،
𝑆̇(𝑡) + (𝛽Λ(t) + 𝜆)𝑆(𝑡) ≥ 0 

∫𝑒حال اگر دو طرف ناتساوی را در   (𝛽Λ(s)+𝜆)𝑑𝑠
𝑡
 ضرب کنيم، داریم: 0

𝑆̇(𝑡)𝑒∫ (𝛽Λ(𝜗)+𝜆)𝑑𝜗
𝑡
0 + (𝛽Λ(t) + 𝜆)𝑆(𝑡)𝑒∫ (𝛽Λ(𝜗)+𝜆)𝑑𝜗

𝑡
0 ≥ 0 

 توان به فرم زیر نوشت: که مي

𝑑(𝑆(𝑡)𝑒∫ (𝛽Λ(𝜗)+𝜆)𝑑𝜗
𝑡
0 )

𝑑𝑡
≥ 0 

 : داریم 𝑡تا   0حال با انتگرال گيری از دو طرف ناتساوی در بازه  

𝑆(𝑡) ≥ 𝑆(0)𝑒−∫ (𝛽Λ(𝜗)+𝜆)𝑑𝜗
𝑡
0 ≥ 0 

,𝑄)همواره مثبت است. برای سایر حالات   𝑆(𝑡)در نتيجه  𝐸, 𝐼, 𝐴, 𝑅)    نيز به

ميطریق   یعني،  مشابه  مثبت هستند.  اثبات کرد که همواره  𝑄(𝑡)توان  ≥

𝑄(0)𝑒−∫ 𝜇𝑑𝜗
𝑡
0 ≥ 0  ،𝐸(𝑡) ≥ 𝐸(0)𝑒−∫ (𝜅+𝜇)𝑑𝜗

𝑡
0 ≥ 0  ،𝐼(𝑡) ≥

𝐼(0)𝑒−∫ (𝛼+𝜇)𝑑𝜗
𝑡
0 ≥ 0  ،𝐴(𝑡) ≥ 𝐴(0)𝑒−∫ (𝜂+𝜇)𝑑𝜗

𝑡
0 ≥ 𝑅(𝑡)  و   0 ≥

𝑅(0)𝑒−∫ (𝜂1)𝑑𝜗
𝑡
0 ≥ 0.∎ 

تعادل،  -3 نقاط  آستانه  محاسبه  و   (𝑹𝟎)  معیار 

 یداری پا لیتحل

بدون بيماری    دو حالتشده در    شنهاديبخش، نقاط تعادل مدل پ  نیدر ا

.  گيردمي  قراربررسي  و    لي مورد تحل  نقاط  نیا  پایداریو  محاسبه    اندميکو  

تعادل   )نقاط  معادلات  دادن  قرار  صفر  با  برابر  بدست    ریز  فرمه  ب (  1از 

 :ندیآيم

𝑄𝐷𝐹𝑆 = (𝑁, 0,0,0,0,0) (2  )                                                   

. نقطه  شوديم  ده يامن  1یماريبدون ب  پاسخ  ایو    یماري تعادل بدون ب  𝑄𝐷𝐹𝑆که  

 : آید)پاسخ اندميک( نيز به صورت زیر بدست مي 2تعادل اندميک 

𝑄𝐸𝑆 = (𝑆∗, 𝑄∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝐴∗, 𝑅∗) =

(
𝜇+𝜅

𝛽
[

1

𝜀+(1−𝑞)𝑐2+𝛿𝑐1
] ,

𝜆

𝜇
𝑆∗,

1−𝑆∗−𝑄∗

1+𝑐1+𝑐2+
𝑧𝜂

𝜇
𝑐1+

𝑓𝛼

𝜇
𝑐2

, 𝑐2𝐸
∗, 𝑐1𝐸

∗, [
𝑧𝜂

𝜇
𝑐1 +

𝑓𝛼

𝜇
𝑐2]𝐸

∗) (3     )                                                                         

𝑐1که در آن،   =
𝜅(1−𝑝)

𝜇+𝜂
𝑐2و     =

𝑝𝜅+𝜂(1−𝑧)𝑐1

𝜇+𝛼
برای بررسي ميزان باشد.  مي  

از   بيماری  بودن یک  اساسي مسری  بازتوليد  نام عدد  به  استفاده    3تعریفي 

3 Basic Reproduction Number 

 

 SQEIARبلوک دیاگرام مدل : 1شكل 
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  دي تول  هیثانو عفوني    تعداد افراد  بيانگر  (𝑅0)ازتوليد اساسي  بشود. عدد  مي

توسط   طول   بيمار  فرد  کیشده  خود  یدوره   در  واقع    .است  عفوني  در 

 ( در نظر گرفت. 1برای مدل )  1را پارامتر دوشاخگي 𝑅0توان  مي

𝑅0  اگر  -2قضیه   < ,𝑁) نقطه تعادل بدون بيماری،  باشد  1 0,0,0,0,0) 

اگر و  مجانبي  پایدار  محلي  𝑅0  بطور  > محلي    1 بطور  ناپایدار  باشد 

 . ]36[است

قضيه   به  توجه  از    𝑅0  اگر،  2با  به  کیکمتر  آلوده  فرد  هر  طور  باشد، 

  روديم  ن يرو عفونت از بنیکند و از ايآلوده م  را  فرد  کیمتوسط کمتر از  

، 2باشد، پاتوژن   کیاز  شتريب 𝑅0اگر   گر،ید ی سو  از  . )پاسخ بدون بيماری(

به جمع   توانایي پاندمي    ]37[  مستعد را دارد  تيحمله  به مرحله  بيماری  و 

اندميک(مي )پاسخ  محاسبهرسد  به  ادامه  در  اساسي  عدد .  مدل    بازتوليد 

 پرداخته خواهد شد.  ]36[مذکور طبق  

, 𝐴ظهور عفونت و انتقال آن از سه گروه   𝐼 و 𝐸باشد. لذا به منظور  مي

𝑖  ،𝒱𝑖جدید در گروه    های نرخ ظهور عفونت  ℱ𝑖داریم:    𝑅0محاسبه  
نرخ    +

𝑖  ،𝒱𝑖انتقال افراد به گروه  
است    ن یفرض بر ا.  𝑖نرخ انتقال افراد از گروه    −

مدل انتقال  پذیر باشد.  پيوسته مشتق  ريکه هر تابع حداقل دو بار در هر متغ

 باشد: زیر مي به صورت مثبت  هي اول طیشرا با  یماريب

𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(𝑥) = ℱ𝑖(𝑥) − 𝒱𝑖(𝑥)                  𝑖 = 1, … , 𝑛   (4)                       

𝒱𝑖بطوریكه  = 𝒱𝑖
− − 𝒱𝑖

دهد  این اجازه را مي  ]36[شرایط ذکر شده در  .  +

شده   𝑉 و𝐹 طبق    𝑅0که   بيان  ادامه  در  محاسبه  که   𝑉و  𝐹.  شوداند 

× 𝑚هایي  ماتریس  𝑚 غيرمنفي و ناویژه هستند که به صورت زیر تعریف ،

 شوند: مي

𝑉 = [
𝜕𝒱𝑖

𝜕𝑥𝑗
]       ,       𝐹 = [

𝜕ℱ𝑖

𝜕𝑥𝑗
]        ,        1 ≤ 𝑖 . 𝑗 ≤ 𝑚                       (5 )  

𝐹 و𝑉 شوندزیر محاسبه مي  برای این مدل به صورت: 

 𝐹 = [
0 0 0
0 0 0

𝛽(1 − 𝑞) 𝛽𝛿 𝛽𝜀
]   

𝑉 = [
𝜇 + 𝛼 −(1 − 𝑧)𝜂 −𝑝𝜅

0 𝜇 + 𝜂 −(1 − 𝑝)𝜅
0 0 𝜇 + 𝜅

] 

 در نهایت عدد بازتوليد اساسي برابر است با:

𝑅0 = 𝜌(𝐹𝑉−1) =
1

𝑆∗
=

1
𝜇+𝜅

𝛽
[

1

𝜀+(1−𝑞)𝑐2+𝛿𝑐1
]
=

𝛽

𝜇+𝜅
[𝜀 + (1 − 𝑞)𝑐2 +

𝛿𝑐1]   (6)                                                                                                  

می،  𝜌(𝑌)که   ویژه  مقادیر  مطلق  قدر  طیفی ماکزیمم  )شعاع  باشد 

 (.𝑌ماتریس 

با روش   بيماری،  اندميک و بدون  تعادل  نقطه  پایداری دو  ادامه،  در 

 شود. سازی توسط ماتریس ژاکوبين حول نقاط تعادل بررسي ميخطي 

 
1 Bifurcation 

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝑆̇

𝜕𝑆

𝜕𝑆̇

𝜕𝑄

𝜕𝑆̇

𝜕𝐸

𝜕𝑆̇

𝜕𝐼

𝜕𝑆̇

𝜕𝐴

𝜕𝑆̇

𝜕𝑅

𝜕𝑄̇

𝜕𝑆

𝜕𝑄̇

𝜕𝑄

𝜕𝑄̇

𝜕𝐸

𝜕𝑄̇

𝜕𝐼

𝜕𝑄̇

𝜕𝐴

𝜕𝑄̇

𝜕𝑅

𝜕𝐸̇

𝜕𝑆

𝜕𝐸̇

𝜕𝑄

𝜕𝐸̇

𝜕𝐸

𝜕𝐸̇

𝜕𝐼

𝜕𝐸̇

𝜕𝐴

𝜕𝐸̇

𝜕𝑅

𝜕𝐼̇

𝜕𝑆

𝜕𝐼̇

𝜕𝑄

𝜕𝐼̇

𝜕𝐸

𝜕𝐼̇

𝜕𝐼

𝜕𝐼̇

𝜕𝐴

𝜕𝐼̇

𝜕𝑅

𝜕𝐴̇

𝜕𝑆

𝜕𝐴̇

𝜕𝑄

𝜕𝐴̇

𝜕𝐸

𝜕𝐴̇

𝜕𝐼

𝜕𝐴̇

𝜕𝐴

𝜕𝐴̇

𝜕𝑅

𝜕𝑅̇

𝜕𝑆

𝜕𝑅̇

𝜕𝑄

𝜕𝑅̇

𝜕𝐸

𝜕𝑅̇

𝜕𝐼

𝜕𝑅̇

𝜕𝐴

𝜕𝑅̇

𝜕𝑅]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  (7                                                         )  

 

=

[
 
 
 
 
 
 
−𝜇 − 𝛽Λ − λ 0 −𝛽𝜀𝑆 −𝛽𝑆(1 − 𝑞) −𝛽𝛿𝑆 0

λ −𝜇 0 0 0 0

𝛽Λ 0 −(𝜇 + 𝜅) + 𝛽𝜀𝑆 𝛽𝑆(1 − 𝑞) 𝛽𝛿𝑆 0

0 0 𝑝𝜅 −(𝜇 + 𝛼) (1 − 𝑧)𝜂 0

0 0 (1 − 𝑝)𝜅 0 −(𝜇 + 𝜂) 0
0 0 0 𝑓𝛼 𝑧𝜂 𝜇]

 
 
 
 
 
 

 

جدول   پارامترهای  و  ژاکوبين  ماتریس  از  استفاده  λو    1با  = ε = 0 ،

که  به هستند  مثبت  ویژه،  مقادیر  برخي  بيماری،  بدون  تعادل  نقطه  ازای 

شود، بدان معنا که بيماری  بيماری ميموجب ناپایداری نقطه تعادل بدون  

به خود ریشه کن نمي ازای    .شودخود  به  مقادیر ویژه  با محاسبه  همچنين 

که نقطه تعادل  شود  گرفته ميها نتيجه  منفي شدن آنو   نقطه تعادل اندميک

اندميک پایدار است، به این معني که شيوع بيماری در جامعه ادامه دارد. از 

𝑅0،  (6)در معادله    1پارامترهای جدول  طرفي با قرار دادن   > شود که  مي  1

خود گواهي دوباره بر پایداری نقطه تعادل اندميک است. در نتيجه نياز به  

کننده، برای رسيدن به نقطه تعادل بدون بيماری امری  استفاده از یک کنترل 

 ضروری است. 

 .]SQEIAR  ]12: مقادیر پارامترهای مدل 1جدول 

 

و کنترل   وعیدر ش سازینهینرخ قرنط  ریتأث -4

 ی پاندم

.  شده است  ي جهان  پاندمي  کی   جادیباعث ا  ویروس کرونا  عیگسترش سر

این نكته را در نظر گرفت که زمان عرضه واکسن در ایران و حتي   اما باید

است،   نشده  مشخص  قطع  طور  به  هنوز  آن  مصونيت  ميزان  و  بودن  موثر 

رو، قرنطينه  مستلزم صرف زمان و هزینه است، از اینهمچنين توليد انبوه آن  

مبتنو   قرنطي  اقدامات  ش يمهمچنان    نه ي بر  از  این    وع يتواند    ی ماريب بيشتر 

سازی  و نرخ قرنطينه  نه يچگونه اقدامات قرنط   نكهیا  کرد.  کند  یريجلوگ

مذکوردر  افراد   محدود  مدل  گسترش  در  در  کردن  مویروس   ثر و جامعه 

  بيماری   وعي کوب شرس  ي در مورد چگونگ  ی ارزشمند  نشيتواند بي، ماست

 ما قرار دهد.  اريدر اخت

2 Pathogen 

 مقادیر پارامترها مقادیرپارامترها  مقادیرپارامترها 

𝜇  05/0 𝑝 1/0 𝜅 54/0 

𝑓 965/0 𝛿 1 𝛼 3/0 

𝑧 02/0 𝑞 5/0 𝜂 3/0 
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سازی  در این راستا، در این بخش سعي بر آن شده که تأثير نرخ قرنطينه

را مستقيماً روی افراد مستعد بررسي کرده تا در نتيجه آن بتوان اثرات بر  

. در  نمودهای جامعه را نيز به طور غير مستقيم مشاهده و بررسي سایر گروه 

های  روز روی تمام گروه  100سازی در مدت ، تأثير نرخ قرنطينه(2)شكل 

در شكل که  است. همانطور  نظر گرفته شده  در  مشاهده    (الف-2)  مدل، 

نفر به عنوان مقدار اوليه برای افراد مستعد   7000کنيد، با در نظر گرفتن مي

نفری که به عنوان یک جامعه آماری در نظر گرفته    10000از کل جمعيت 

- 2سازی انجام گيرد، با توجه به شكل )قرنطينه  0/ 1شده است، اگر با نرخ 

  2000نفر قرنطينه خواهند شد. پس همچنان حدود    5000(، تنها حدود  ب

ک  نفر فرد مستعد در جامعه خواهند بود. همچنين از آنجایيكه نرخ تماس ی

)هر فرد در جامعه در واحد زمان تنها با یک فرد    گرفته شده است در نظر

نفر همچنان در جامعه    2000دیگر در ارتباط باشد( در نتيجه تقریباً تعداد  

با سایر گروه  داشته و  )با علامت و بي  حضور  افراد عفوني  ها، مخصوصا 

شود. اما  علامت( ارتباط دارند که خود موجب شيوع گسترده بيماری مي

قرنطينه نرخ  بالا ميهمچنان که  بيشتر  سازی  قرنطينه شده  افراد  رود تعداد 

شود که به نزولي شدن روند بيماری  شده و ارتباطات در جامعه محدود مي

 کمک شایاني خواهد کرد.  

قرنطينه نرخ  بر سایر گروهتأثير  را  توان تحليل  نيز مي  ی جامعههاسازی 

سازی، تعداد افرادی  ج( با افزایش نرخ قرنطينه-2)برای مثال در شكل    نمود.

که در معرض بيماری قرار دارند روند نزولي گرفته و در نهایت تقریباً پس  

رسد. تعداد افراد عفوني با علامت و بدون  ها به صفر ميروز تعداد آن  70از  

شكل  در  شده  مشخص  )علامت  و)- 2های  تعداد  -2د(  کاهش  بيانگر  ه( 

اثر  آن در  قرنطينهها  استنرخ  بالاتر  نرخ    ،سازی  که  صورت  این  به 

ها  طور مستقيم روی تعداد افراد مستعد تأثير گذاشته و آنسازی بهقرنطينه

مي در جامعه کمتر  را کم  مستعد  افراد  تعداد  نتيجه، هر چقدر  در  و  کند 

شوند )عفوني با علامت یا بدون  باشند، تعداد افراد کمتری نيز عفوني مي

کني تدریجي بيماری در طول یک دوره تقریباً سه  . که باعث ریشهعلامت(

رسيم که هر چقدر  و( به این نتيجه مي-2ماهه خواهد شد. با مشاهده شكل ) 

کنند.  تعداد افراد کمتری بيمار شوند، تعداد افراد کمتری نيز بهبود پيدا مي

بهبودیافته با نرخ ترخيص    100در نهایت، پس از حدود   از   𝜇روز، افراد 

  سازی تأثير نرخ قرنطينه  ،شوند. نتایج حاصلیافته خارج ميگروه افراد بهبود

 . دندهرا نشان مي

 

 

 

 
 SQEIARسازی بر مدل تأثير نرخ قرنطينه: 2شكل 

اعمال قرنطينه در اکثر کشورها  که در    یيهاچالشبا وجود  حال،    نیا  با

سازی، جامعه چگونه  وجود دارد، بررسي این موضوع که با هر نرخ قرنطينه

نرخ   واقع  در  است.  اهميت  حائز  گرفت  خواهد  قرار  تأثير  تحت 

محدودیتقرنطينه ثابت  نرخ سازی  اگر  که  چرا  دارد  پيش  در  هایي 

پياده  قرنطينه امكان  شود  گرفته  نظر  در  زیاد  به  سازی  توجه  با  آن  سازی 

امر  هزینه مسئولان  هم  و  جامعه  هم  قرنطينه،  دوران  در  که  اقتصادی  های 
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شوند، دشوار است. همچنين اعمال قرنطينه با نرخ بالا فقط برای  متحمل مي

مدت زمان محدود کارساز است، چرا که کشور عملاً بعد از چندین ماه  

نطينه به حالت تعطيل درآمده و ضررهای جبران ناپذیری بر جامعه وارد  قر

قرنطينه دیگر،  طرف  از  شد.  ماندگاری  خواهد  باعث  پایين  نرخ  با  سازی 

مي داشت.  بيماری  نخواهد  بيماری  شيوع  کاهش  بر  تأثيری  عملاً  و  شود 

قطعيتهمچنين   عدم  با  همواره  پاندميک  مدل  ناخواسته  پارامترهای  های 

های انتقال، مرگ و مير  ه هستند، زیرا پارامترهای انتشار بيماری و نرخهمرا

ثابت نيستند و ممكن است بسته به  و نرخ تماس بين افراد مختلف در جامعه  

کنند.   تغيير  بيماری  جهش  همچنين  و  اجتماعي  اینشرایط  نرخ  از  رو 

ميقرنطينه را  نسازی  در صورت  تا  نظر گرفت  در  زمان  با  متغير  ياز،  توان 

نرخ را مي این  پيدا کند. در واقع  افزایش  یا  به صورت یک  کاهش  توان 

اعمال   سيستم  به  کنترلي  پرداخته  ورودی  آن  به  بعد  بخش  در  که  نمود 

 خواهد شد. 
 

 ی مد لغزش فازی کنندهکنترل یطراح -5

کن کردن عفونت ، برای ریشه19-کوویدسازی بيماری  پس از مدل 

صورت   به  جامعه  قرنطينهدر  روش  از  مستعد    سازیعملي،  استفاده  افراد 

به مدل  شود که در مدل مي به عنوان نرخ ورودی کنترلي،  سازی ریاضي 

، بطوریكه نرخ انتقال افراد مستعد به گروه افراد قرنطينه شده  گرددوارد مي

سازی  شد. با در نظر گرفتن نرخ قرنطينهخواهد  کننده مشخص  توسط کنترل 

توان به کنترل مستقيم افراد مستعد و کنترل  ورودی کنترلي ميبه عنوان یک  

ها که همان به صفر غيرمستقيم افراد عفوني برای تعقيب مقادیر نهایي آن

پرداخت.  همگرا شدن و ریشه بيماری است  لغزشيکن شدن  از   مد  یكي 

است. از آنجایيكه   های مدل جهت مقابله با نامعيني های کنترل مقاوم روش

این روش    است،محدود    يول  تي عدم قطع  ی پارامترها  یدارامذکور    ستميس

اباشدميمناسب   در  سطح  اهحالت  ستيیبا  استراتژینوع    نی.  ن  يبه    امبه 

به نقطه  در نهایت  و    شوندشته  نگه دا  آن  یو بر روشده    نزدیک  سطح لغزش

که   ينيسپس با قوان  و افتهیابتدا سطح لغزش را  در . پسشوندتعادل همگرا 

  .بردنقطه تعادل    سمت  را به  ستمي س توان  مي  شودیافت مي  کننده کنترل   یبرا

 است:  ]38[شامل دو مرحله  يلغزش کننده مد کنترل  يطراح

)به    ابدیکاهش    ستميس  یشود مرتبهيکه باعث م  1سطح لغزش   يطراح  -1

کار  آن  خطای  دیناميک  روی  بر  سيستم  دیناميک  روی  بر  کار  جای 

به سمت نقطه تعادل فراهم    ستمي حرکت س  مقاوم را در  ی و بستر  کنيم(مي

 سازد.

سطح حرکت    ن یرا به سمت ا  ستميمناسب که س  ي کنترل  است يانتخاب س  -2

 کند.  ني را تضم آن یماندن بر رو  يداده و قرار گرفتن و باق 

قرنطينه  يکنترل  یورود  برحسبتوان  يمرا  (  الف-1)معادله   -)نرخ 

 کرد: يسیبازنو  ریصورت زه  ب( 𝜆(𝑡)ازی س

𝜆(𝑡) = −
𝑆̇(𝑡)

𝑆(𝑡)
+

(1−𝑆(𝑡))𝜇

𝑆(𝑡)
− 𝛽Λ(t)  (8)                                      

 
1 Sliding Surface 
2 Lyapunov 

𝑆̃  ه فرمبافراد مستعد    حالت  یبرالغزش  سطح   = 𝑆 − 𝑆𝑑   در نظر گرفته  

  نسبت به مقدار مطلوب  مستعد حالت افراد  یخطادار  مقبرابر با   𝑆̃  .شوديم

𝑆𝑑 یک تابع پيوسته و مشتق پذیر  مقاله  است که در این(𝑆𝑑 = 𝑆0𝑒
−𝛼𝑡)   در

𝑆̇̃ه صورت  بسطح لغزش نيز  مشتق  نظر گرفته شده است.   = 𝑆̇ − 𝑆̇𝑑    محاسبه

با استفاده از قض   شود.مي ا،  دیآيبدست م  2لياپانوف   هيقانون کنترل    نیبه 

  سطح لغزش )خطا( برابر با   یبرا  ع لياپانوفتاب  درجه دو   یدایکاند  منظور

𝑉 =
1

2
𝑆̃2    .مشتق  است لياپانوف  سپس  معادله   (𝑉)تابع  𝑉̇با  = 𝑆̃𝑆̇̃ =

𝑆̃(𝑆̇ − 𝑆̇𝑑)  مي داده  لغزشبرا  شود.نشان  پایداری سطح  منفي شدن    ی  و 

𝑆̇  ستيلياپانوف بای مشتق تابع = −𝜉𝑆̃ + 𝑆̇𝑑 در آن که  𝜉  ثابت   پارامتریک

لغزشي    يکنترل  انونق   .استمثبت  و   قرنطينه  یبرامد  ه  ب   𝜆(𝑡)  سازینرخ 

 شود: يم فیتعر ریصورت ز

𝜆(𝑡) =
−(𝑆̇𝑑−𝜉𝑆̃)

𝑆(𝑡)
+

(1−𝑆(𝑡))𝜇̂

𝑆(𝑡)
− 𝛽̂Λ̂ + 𝛾

𝑠𝑔𝑛(𝑆̃)

𝑆(𝑡)
  (9            )                          

هستند    کروناپاندمي ویروس مدل  عدم قطعيت ریمقاد Λ̂و   𝛽̂ ،𝜇̂  که در آن

.  محدود هستند  یخطاها  یمربوطه دارا  معلومنا  يواقع  رینسبت به مقاد  که

لغزشي،  نكته   مد  کنترل  بحث  در  توجه  از    نگیچتر  ی ده یپدقابل  ناشي 

. از اینرو، از منطق فازی برای  ( استتابع علامت)  کنترل  گناليس  ي وستگيپنا

  شود. شكلپيشنهادی استفاده ميکننده ( کنترل 𝛾) 3مقاوم  فازی کردن بهره 

 دهد. سيستم منطق فازی را به صورت کلي نشان مي (3)

 
 بلوک دیاگرام منطق فازی : 3شكل 

فاز  و در  (3)  در شكل به    هایورود،  یسازیمرحله  های  مجموعهرا 

  ( 1تا  0 نيبي )تیعضو  درجه یفاز یو به هر مقدار ورودکرده  لیتبد یفاز

تغييرات    تیتوابع عضوبرای تعيين  دهد.  ياختصاص م نياز به دانستن بازه 

بالا    کرانورودی و خروجي است. برای بدست آوردن تخمين مناسبي از  

𝑆̃با دانستن ، 𝑆̇̃و  𝑆̃و پایين  = 𝑆 − 𝑆𝑑   ،𝑆̃𝑚𝑎𝑥 = 𝑆𝑚𝑎𝑥 − 𝑆𝑑𝑚𝑖𝑛
𝑆̃𝑚𝑖𝑛و    =

𝑆𝑚𝑖𝑛 − 𝑆𝑑𝑚𝑎𝑥
انتخاب   با  همچنين   ،𝑆𝑑 = 𝑆0𝑒

−𝛼𝑡    و𝑆 ∈ داریم   [0,1]

𝑆̃𝑚𝑖𝑛 = −𝑆0    و𝑆̃𝑚𝑎𝑥 = 𝑆𝑑̇به طریق مشابه و با توجه به  .  1 = 𝑆0𝑒
−𝛼𝑡    و

𝑆̇𝑚𝑖𝑛|𝑆=𝑆0،  الف(-1)رابطه 
≈ −𝑆0  و𝑆̇𝑚𝑎𝑥|𝑆=0 = 𝜇  :است. در نتيجه 

𝑆̇̃𝑚𝑖𝑛 = −𝑆0 
𝑆̇̃𝑚𝑎𝑥 = 𝜇 + 𝛼𝑆0 ≤ 𝜇 + 𝑆0 

 که بصورت تقریبي داریم:

𝑆̃, 𝑆̇̃ ∈ [−𝑆0, 𝑆0] 

  یقانون فاز   ک . یاستآنگاه  -اگر  ن يمتشكل از قوانقوانين نيز    پایگاه 

 نوشت:  ریتوان به صورت زيرا م

باشند • مثبت  دو  هر  لغزش  تغييرات سطح  و  لغزش    اگر سطح 

 زیاد است. 𝛾آنگاه مقدار  

3 Robust Gain 
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خروجي سيستم   𝛾که درآن سطح لغزش و تغييرات آن به عنوان ورودی و  

 اند. آورده شده  2کنترل فازی است. در ادامه، سایر قوانين فازی در جدول 

 : جدول قواعد فازی 2جدول

 

  ريمتغ  کیبه    یمجموعه فاز  کی ساز از  غيرفازی  کیتوسط    زين  يخروج

را نيز به صورت    𝛾بازه تغييرات خروجي    شود.مي  لیتبد  يقيمقدار حق  ای

  يخروج  نیعلاوه بر اگيریم.  تقریبي و مناسب بين صفر تا هشت در نظر مي

بدست    ریصورت زبه  1ساز ميانگين مرکزبا کمک غيرفازی  توانيرا م  یفاز

 آورد:

𝛾 =
∑ 𝑤𝑗𝑐𝑗

𝑚
𝑗=1

∑ 𝑤𝑗
𝑚
𝑗=1

= 𝜈𝑇𝜓 

𝑤𝑗بطوریكه،   = ∏ 𝜇
𝐹𝑖

𝑗(𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1  ،𝜈 = [𝑐1, … , 𝑐𝑚]𝑇    و𝜓 =

[𝑤1,…,𝑤𝑚]𝑇

∑ 𝑤𝑗
𝑚
𝑗=1

 

  . هستند  یورود  یرهايمتغو    ی فاز  ن يتعداد کل قوان  بيبه ترت   𝑛و    𝑚است.  

𝑐𝑗    قانون    آنگاه در قسمت    ت یعضو   تابعمرکز𝑗    دهد.ينشان مام را  𝜇
𝐹𝑖

𝑗    نشان

مقدار عضو  فاز  𝑥𝑖  يزبان  ريمتغ  تیدهنده  مجموعه  قانون    𝐹𝑖  یبه  ام   𝑗در 

 بردار وزن است.𝜓 و  دهدميرا نشان  ام 𝑗  قانوننيز وزن  𝑤𝑗  است.

کننده  دهنده سيستم حلقه بسته مدل، در حضور کنترل نشان  (4)شكل  

 باشد: فازی مد لغزشي مي

 
  وعيش ی برافازی مد لغزشي کنترل   یاستراتژ  : بلوک دیاگرام4شكل 

 ویروس کرونا 

( بدست آید  9که اگر ورودی کنترلي به صورت رابطه )  شدقبلا اثبات  

𝑆̃مشتق تابع لياپانوف منفي شده و   = 𝑆، در نتيجه  شودمي  0 ⟶ 𝑆𝑑    و از ،

∞→𝑆𝑑𝑡آنجایيكه  
= یافته و به  است.    0 بنابراین تعداد افراد مستعد کاهش 

 شود.  صورت مجانبي به صفر همگرا مي

ی  باتوجه به معادله  ،کندکاهش یافته و به صفر ميل مي  𝑆از آنجا که متغير 

مي-1) گفتج(  محدود   کیاز    پس   که   توان  𝛽𝑆Λی  نامعادله  زمان  <

(𝜇 + 𝜅)𝐸  در واقع،  آید.  بدست مي𝐸̇    منفي از مدت زمان محدود،  پس 

𝐸̇)شود  مي < 𝐸)با اطمينان از اینكه    (0 ≥ توان گفت بعد از  است مي  (0

مي  به صفر  درمعرض  افراد  تعداد  زماني  بازه  𝐸)رسد  یک  → بيان  .  (0 به 

 
1 Center Average Defuzzifier (CAD) 

پاسخ   𝐸̇(𝑡)دیگر،  = −(𝜅 + 𝜇)𝐸(𝑡)  دیفرانسيل معادله  یک    خطي  که 

𝐸(𝑡)مرتبه اول است برابر با   = 𝐸(0)𝑒−(𝜅+𝜇)𝑡 و با توجه به مثبت  باشد مي

پس  ه(  -1ی )، معادله𝐸و  𝑆 با صفر شدن    رسد.به صفر ميبودن شرایط اوليه  

𝐴̇(𝑡)به    محدود  يفاصله زمان  کیاز    = −(𝜂 + 𝜇)𝐴(𝑡)    خواهد شدتبدیل  

𝜂)−که ترم   + 𝜇)𝐴  ،𝐴  م برای    دهد يرا کاهش  استدلالي که  با همان  و 

  و   مانده يمحدود باق   𝐴توان نتيجه گرفت که  افراد در معرض انجام شد مي

A)شود  مي  همگرا  صفر  به → همين  (0 نيز  علامت  با  بيمار  افراد  برای   .

است.  نتيجه صادق  که  گيری  است  زمان  از    پس واضح  مدت  گذشتن 

صفر  حدود،  م به  بيماری  شيوع  در  اصلي  گروه  واقعميسه  در  و    رسند 

𝐸)  کن خواهد شد بيماری ریشه = 𝐼 = 𝐴 = 0). 
 

 جوامع  ری جامعه آلوده بر سا ریتأث -6

)بي کشورها  بين  روابط  پاندمي  و  شک  شيوع  مهم  عوامل  از  شهرها( 

توان به راحتي و بدون تحليل از این  باشد که نميویروس کرونا در دنيا مي

به   که  شده  موجب  بيماری  این  انتقال  بالای  نرخ  که  چرا  گذشت.  مسئله 

سرعت در جوامع و کشورها پخش شده و کنترل آن به سختي انجام گيرد.  

های مختلف افراد  طبيعتاً تأثير جوامع بر یكدیگر متأثر از روابط بين گروه

ض  )مستعد، در معرض، عفوني و بهبود یافته( در این جوامع است. اگر فر

کنيم افراد عفوني باعلامت، هم در جامعه مبدأ و هم در جامعه مقصد، اجازه 

در نوعي  به  و  نداشته  آمد  و  افراد    رفت  باشند،  ایزوله  )شهر( خود  کشور 

مستعد، در معرض، عفوني بدون علامت و بهبود یافته با یک نرخ یكسان به  

در    .روند(ميشوند )از جامعه مبدأ به مقصد  جمعيت جامعه مقصد اضافه مي

 صورت زیر بازنویسي کرد:  ( به1توان معادلات )نتيجه مي

𝑆̇(𝑡) = (1 − 𝑆(𝑡))𝜇 − 𝛽Λ(t)𝑆(𝑡) − 𝜆(𝑡)𝑆(𝑡) + 𝛼′𝑆′(𝑡) الف(-01)  
𝑄̇(𝑡) = 𝜆(𝑡)𝑆(𝑡) − 𝜇𝑄(𝑡) (                                                    ب-01)  

𝐸̇(𝑡) = 𝛽Λ(t)𝑆(𝑡) − (𝜅 + 𝜇)𝐸(𝑡) + 𝛼′𝐸′(𝑡                      ج(   -10) 

𝐼(̇𝑡) = (1 − 𝑧)𝜂𝐴(𝑡) − (𝛼 + 𝜇)𝐼(𝑡) + 𝑝𝜅𝐸(𝑡) د(                     -10)  

𝐴̇(𝑡)  = (1 − 𝑝)𝜅𝐸(𝑡) − (𝜂 + 𝜇)𝐴(𝑡) + 𝛼′𝐴′(𝑡)  (10-                )ه  

𝑅̇(𝑡) = 𝑧𝜂A(𝑡) + 𝑓𝛼𝐼(𝑡) − 𝜇𝑅(𝑡) + 𝛼′𝑅′(𝑡)  (10-                  )و     

و    ′𝛼که است  مقصد  به  مبدأ  جامعه  از  انتقال  𝑥′(𝑡)نرخ  =

[𝑆′(𝑡), 𝐸′(𝑡), 𝐴′(𝑡), 𝑅′(𝑡)]  هستند.  حالت مبدأ  جامعه  به  مربوط  های 

ها  ای که باید در نظر داشت این است که نرخ انتقال برای تمامي گروهنكته

استیكسان   شده  توزیع  فرض  یک  صورت  به  جامعه  افراد  چراکه   ،

برای رفت و آمد روی   دارند و شرط خاصي  امكان جابجایي  یكنواخت 

 افراد نيست.  

 سازی عددیشبیه -7

کننده فازی  سازی تأثير اعمال کنترل این بخش، بررسي و شبيهاز  هدف  

پارامترهای مدل باشد. مقادیر  مد لغزشي بر روی مدل دارای عدم قطيت مي

کننده بر تعداد افراد  از اینرو، تأثير اعمال کنترل اند.  آورده شده   1در جدول  

 

 

𝑆̇̃ < 0 

 

𝑆̇̃ = 0 

 

𝑆̇̃ > 0 

 تغييرات سطح لغزش

                       

          سطح لغزش

𝑆̃ زیاد متوسط کم > 0 

𝑆̃ متوسط صفر متوسط = 0 

𝑆̃ کم متوسط زیاد < 0 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
14

.5
.5

9 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
99

.1
4.

5.
7.

3 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-1

0-
20

 ]
 

                             8 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/joc.14.5.59
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1399.14.5.7.3
http://joc-isice.ir/article-1-820-fa.html


 19- د یکوو يپاندم یبرا سازینهي نرخ قرنط نتعيي  منظور به يمد لغزش فازی کنندهکنترل يو طراح SQEIARمدل  ليتحل 

 اعرابي مهرا، محسن شفيعي راد، زهره عباسي، ایمان زماني، زهره   یر يام  نيرحسيام

67 
 

 

Journal of Control, Vol. 14, No. 5, Special Issue on COVID-19 ،19-نامه کووید ویژه ،  5، شماره 14جلد  مجله کنترل 

 

 

بيان شده است.    (5) های متفاوت در شكل  مستعد در حضور عدم قطعيت

کننده، در مدت زمان بسيار  همانگونه که مشخص است در اثر اعمال کنترل 

کم و به صفر همگرا شده که  روز تعداد افراد مستعد به مرور  100کمتر از 

  کننده مقاوم توانسته با در نظر گرفتن عدم قطعيت بيانگر این است، کنترل 

درصد بخوبي عمل کرده و تعداد افراد مستعد را    80از صفر تا   پارامترهادر  

 روز به صفر برساند. 30در بازه زماني تقریباً 

 
افراد مستعد در حضور عدم  کننده بر تعداد تأثير اعمال کنترل: 5شكل 

 های متفاوت قطعيت

کننده )قرنطينه افراد مستعد در جامعه(  ( با اعمال کنترل 6با توجه به شكل )

انتقال آن قرنطينه  همزمان با کاهش تعداد افراد مستعد و  ها به گروه افراد 

مي افزایش  قرنطينه  در  افراد  )شده،  به شكل  توجه  با  همچنين  با  7یابند.   )

معرض    اعمال  در  افراد کمتری  جامعه،  در  مستعد  افراد  و کاهش  قرنطينه 

مي قرار  )با  بيماری  عفوني  نيز  کمتری  افراد  تعداد  آن،  نتيجه  در  گيرند، 

شوند و در نهایت تعداد کمتری نيز بهبود پيدا  علامت، بدون علامت( مي

)شكل  مي قطعيت 6کنند  عدم  است  مشخص  همانطورکه  خوبي  (.  به  ها 

های  کننده مهار شده و اختلاف تعداد نفرات در عدم قطعيت ل توسط کنتر 

 نفر در هر گروه است.  20مختلف، مقداری کمتر از  

 
کننده بر تعداد افراد قرنطينه شده و بهبودیافته در  تأثير اعمال کنترل: 6شكل 

 های متفاوت حضور عدم قطعيت

 
معرض و عفوني  کننده بر تعداد افراد در تأثير اعمال کنترل: 7شكل 

 های متفاوت)باعلامت و بدون علامت( در حضور عدم قطعيت

  ستم ياعمال شده به سسازی( ي )نرخ قرنطينهکنترل ی ورود(، 8) در شكل 

وجود نداشته باشد    يتي هرگاه در پارامترها عدم قطع.  نشان داده شده است

سازی افزایش پيدا کرده تا  ابتدا نرخ قرنطينه    ،نهياعمال قرنطشروع  پس از  

و   کند  جلوگيری  پاندمي  بيشتر  شيوع  از  اعمال  بتواند    تلاشحداکثر  با 

  روز ششم تا هفتم  ي در بازه زمان  41/0  برابر با   سازی( )نرخ قرنطينهي  کنترل

کاهش    در طول زمان  تعداد افراد مستعد  کرد.سازی  نهي افراد را قرنط  توانيم

قرنطينه.  است  از ين  ی رکمتي  کنترل  تلاش به    و  ابدیيم با  نرخ  متغير  سازی 

پذیر افزایش داشته و با عبور  زمان، متناسب با شيوع پاندمي به صورت تطبيق

 یابد. از پيک بيماری کاهش مي

 
 های متفاوتسازی در حضور عدم قطعيتنرخ قرنطينه:  8 شكل

  «جامعه سالمتأثير جامعه بيمار بر »بخش  تأثير جوامع بر یكدیگر به دو 

تقسيم شده است. همچنين با توجه به مقاوم  «  تأثير جامعه بيمار بر بيمار»و  

ها بر روند کنترل، در  چناني عدم قطعيت کننده و عدم تأثير آنبودن کنترل 

عكس بصری  پيچيدگي  کاهش  و  سادگي  برای  بخش  عدم  این  از  ها، 

کنترل  عملكرد  و  کردیم  استفاده  ثابت  بهقطعيت  را  نرخ  کننده  های  ازای 

به شكل   توجه  با  دادیم.  قرار  بررسي  مورد  مختلف  ازای    (9)انتقال  به  و 

انتقال مختلف، در جامعه آلوده مقصد، پيک افراد در معرض تا  نرخ های 

در  است،  گرفته  پيش  در  نزولي  روند  آن  از  بعد  و  داشته  ادامه  دوم  روز 

پنجم اتفاق افتاده و بعد  صورتيكه در جامعه سالم مقصد، این پيک در روز 

تواند عدم آمادگي  دليل این امر مي.  از آن روند شيوع، کاهشي شده است

جامعه سالم برای مواجه با اپيدمي باشد، یا از دیدگاه کنترلي، صفر بودن  

 سازی به عنوان ورودی در روز اول و افزایش تدریجي آن باشد. نرخ قرنطينه
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تعداد افراد در معرض در دو جامعه آلوده و  کننده بر  تأثير کنترل:  9 شكل

 های انتقال متفاوت سالم به ازای نرخ

شود، چرا که این مسئله برای افراد عفوني در جامعه سالم جدی تر مي

شوک اوليه ناشي از انتقال افراد جامعه آلوده مبدأ بر جامعه سالم بيشتر از  

به   توجه  با  است،  بوده  آلوده  بر جامعه  آن  )تأثير  نرخ  10شكل  ازای  به   )

نفر بوده است    100تغييرات افزایشي در جامعه آلوده در حدود   06/0انتقال  

، در صورتي که  در پيش گرفته استکاهشي    یروز روند  4و بعد از حدود  

نفر است و زمان رسيدن    400روند افزایشي بيماران در جامعه سالم تا حدود  

در حدود   پيک  این  افتاد  12به  اتفاق  مخرب    ه روز  تأثير  دهنده  نشان  که 

جامعه آلوده بر جامعه سالم است. افراد بيمار بدون علامت نيز با توجه به  

 ( به  11شكل  داشته و زمان رسيدن  باعلامت  بيمار  افراد  با  ( روندی مشابه 

  تر از جامعه بيمار است.ها در جامعه سالم طولانيپيک بيماری و کنترل آن

( به شكل  توجه  قرنطينهی(، ورود12با  )نرخ  کنترلي  ازای  های  به  سازی( 

های انتقال بزرگتر، افزایش داشته است. همچنين عليرغم تغييرات بيشتر  نرخ

افراد بيمار در جامعه سالم، افزایش این نرخ در جامعه سالم نسبت به جامعه  

است، درحالي    0/ 45آلوده کمتر بوده است و حداکثر این نرخ در حدود  

 افزایش یافته است.  9/0ار این نرخ تا که در جامعه بيم

 
کننده بر تعداد افراد بيمار با علامت در دو جامعه تأثير کنترل:   10 شكل

 های انتقال متفاوت آلوده و سالم به ازای نرخ

 
کننده بر تعداد افراد بيمار بدون علامت در دو جامعه تأثير کنترل:   11 شكل

 انتقال متفاوت های  آلوده و سالم به ازای نرخ

 
 های انتقال متفاوت سازی به ازای نرخنرخ قرنطينه: 12 شكل

 گیری  نتیجه -8

افراد    در شامل  مدلي  مستعد،  افراد  قرنطينه  لزوم  دليل  به  مقاله  این 

قرنطينه شده به عنوان یک گروه جدید در نظر گرفته شده است. این مدل  

با علامت   افراد مستعد، در معرض، عفوني  افراد  شامل  و بدون علامت و 

قرنطينه نرخ  آنجایيكه  از  است.  یافته  مي  سازیبهبود  با  ثابت  تواند 

ي برای بدست آوردن  لغزش مد هایي همراه باشد، از استراتژی مقاوم چالش

سازی افراد مستعد به عنوان یک ورودی کنترلي استفاده شده  نرخ قرنطينه

منطق   از  استفاده  با  آن  مقاوم  بهره  موجب  و  است که  آمده  بدست  فازی 

ریشه نهایت  در  و  کنترلي  سيگنال  بيماری گردیده  کاهش چترینگ  کني 

کنترل  حضور  در  شده  ارائه  مدل  ارزیابي  ادامه،  در  در  است.  با  و  کننده 

های مختلف برای مقادیر پارامترها انجام شده است.  نظرگرفتن عدم قطعيت

سالم مورد بررسي قرار گرفته و    سپس تأثير جامعه آلوده بر جوامع آلوده و

،  ارائه شده   تئوری  جی نتا  یيد أو ت   کننده کنترل عملكرد    ي ابیارزدر نهایت برای  

نجام شده است. با توجه به  ا ®MATLABسازی با استفاده از نرم افزار شبيه
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