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برای  ی  کننده کنترل طراحي  :  چکیده  بلمن  يستمسبهينه  بهينگي  اصل  سيستم طبق  ديناميك  بودن  معلوم  با  پيوسته  زمان  های دوخطي 

  .استفاده مي شود  کنندهکنترل تقريبي وابسته به دانستن ديناميك سيستم برای طراحي    هایروشاز    عموماًپيچيدگي محاسباتي بالايي دارد و  

رسد شناسايي  نظر مي   شود. اولين چيزی که برای حل اين مشكل بهتر ميکه ديناميك سيستم نامعلوم است اين مسئله بسيار پيچيده هنگامي

به کمك روش های  های شناسايي مدلي خطي شده بر اساس داده دانيم روشطور که ميهای شناسايي سيستم است. همانسيستم دوخطي 

ای برخط و  با استفاده از رويه نده برود. در اين مقاله  کندهد تا به سراغ طراحي کنترل و خروجي سيستم در اختيار طراح قرار مي   ورودی

به جديد  تكراری  روش  يك  کنترل تطبيقي،  طراحي  پيشنهاد  منظور  است  نامعلوم  آن  ديناميك  که  دوخطي  سيستم  يك  برای  بهينه  کننده 

جای دانستن ديناميك سيستم دوخطي با استفاده از اطلاعات برخط ورودی و  گردد. در روش تكرای پيشنهادی و به صورتي تطبيقي، بهمي

ی زماني خاص، نياز  منزله ورودی به سيستم در يك بازه گردد. همچنين با اعمال نويز بهی بهينه طراحي ميکننده ها، کنترل گيری حالتاندازه 

صورت قضيه  کننده بهينه بهل گردد. همگرايي روش تكراری تطبيقي به کنترها برای تكرارهای بعدی برطرف ميگيری مجدد حالتاندازه   به

 ارائه و اثبات شده است. 

 های دوخطي، ديناميك ناشناخته، تطبيقي، سياست تكرار. کنترل بهينه، سيستم: کلمات کلیدی

An online policy iteration for adaptive optimal control of unknown 

bilinear systems 
Seyyede Nafiseh Manoochehri rahbar, Naser Pariz, Mohammad Reza Ramezani-al, 

Aghileh Heydari 

 

Abstract: Bellman's optimality principle states that designing an optimal controller for continuous-time 

bilinear systems with known system dynamics has a high computational complexity. As a result, controller design 

typically uses approximation techniques that depend on system dynamics knowledge. This problem will become 

more challenging when the system dynamics are unknown. Identifying the bilinear system dynamics through 

identification techniques is the first step toward overcoming this. It is well known that the identification methods 

give the designer a linear model to use in the controller design, based on the input and output data of the system. 

This paper proposes a new iterative method to design an optimal controller for a bilinear system whose dynamics 

are unknown, using an online adaptive policy iteration. In the proposed iterative method, instead of knowing the 

dynamics of the bilinear system, the optimal controller is designed by using the online input information and 

measurement of states. Also, by applying noise as an input for the system in a certain time interval, the need to 

measure the states for the next iterations is eliminated. The convergence of the adaptive iterative process to the 

optimal controller has been presented and proved in a theorem. 
 

Keywords: Optimal control, Bilinear systems, Unknown dynamics, Adaptive policy iteration (PI) 
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مقدمه -1  
  يدوخط   هایيستمغيرخطي، س  هایيستمعنوان يك دسته خاص از سبه

دهه   اوايل  سواسطي  عنوان  به  1960از  س  هایيستمبين  و    هایيستمخطي 

در اين واقعيت نهفته   هايستماند.  اهميت اين سشده  در نظر گرفته يرخطيغ

که دارای مدل طبيعي هستند    هايستماست که علاوه براينكه بسياری از س

[، بلكه در  2،1]   تنها در مهندسي، بسياری از فرآيندهای مهم نهانديدوخط

  هایيستم[ با س7]  اجتماعي و اقتصادی[،  6،5]  [، شيمي4،3]    شناسييست ز

با    توانيرا نيز م  يرخطي غ  هایيستم. همچنين اکثر سشونديمدل م  يدوخط

دوخط سيستم  به  ي يك  نسبت  زدکه  س  يبتقرتقريب  دقت    هايستمخطي 

دارند  بنابراين  8]  بهتری  حوزه  [.  برای  اين  کاربردی  و  جالب  زمينه  يك 

 مطالعات و تحقيقات کنترلي است. 

ديناميكي   فرآيندهای  همه  در  رفتار  و  عملكرد  بهترين  به  دستيابي 

طراحان  کنترل  و  مهندسان  اصـلي  هدف  است  ی هاسيستمپذير،    .کنترل 

کنترل  سيستمکننده طراحي  برای  بهينه  مثبت  ها  ی  جواب  به  وابسته 

هميلتونيمعادله ی شده تعريف [.  9] است 1HJBبلمن -ژاکوبي-ی 

 2به حل معادله ريكاتي    HJBکه سيستم خطي است، حل معادله  هنگامي

ARE  مي سيستمکاهش  برای  ولي  ريكاتي  يابد  معادله  به  دوخطي  های 

شود که حل تحليلي ندارد و عموماً از  تبديل مي  SDRE 3وابسته به حالت 

برنامهروش پويا های  آنDP  [10  4ريزی  برای حل  مي  [  لذا  استفاده  شود. 

[ با جايگزيني  13ای از مسائل خطي، رساله ][ با توليد دنباله12،11مراجع ]

به تواني  سری  ماتريسبسط  ] جای  مرجع  حالت،  به  وابسته  يك  [  14های 

، مرجع  روش کنترل بهينه چندجمله ای  بر اساس مدل سيستم چند جمله ای  

کمينه  پايه متعامد برای مسئله  عنوان يكبه  5[ به کمك توابع بلاک پالس 15]

[ مرجع  ]4زمان،  مرجع  و  متناهي  تفاضل  عددی  روش  کمك  به  با  16[   ]

خطي سازی بازخورد  و تبديل کردن سيستم به مدل شبه خطي، کنترل بهينه  

  تقريبي  حل روش    بهطور وابسته به ديناميك سيستم  سيستم دوخطي را به

 . کننديمطراحي  SDREمعادله 

بروناين روش تغييرات در سيستم حساس   ها  به  خط هستند و نسبت 

استفاده شوند. همچنين در مواجهه   برخط توانند برای کنترل نيستند لذا نمي

اند. برای حل اين مشكل  های پيچيده و با ابعاد بالا با مشكل مواجهبا سيستم

بيشتر مورد  RL  6يادگيری تقويتي از  اخيراً   دليل کاربردهای موفق آن    به 

بهينه،    [. مشابه ساختار منطقي کنترل 19- 17] قرار گرفته است  توجه محققين  

حل  کند تا راه طور پيوسته با محيط ناشناخته تعامل ميکننده بهکنترل   RLدر  

ها به دست آورد. اين ويژگي در  های برخط حالتگيریبهينه را با اندازه 

و يا   ی ديناميك سيستم برای طراح مجهول استمواقعي که قسمتي يا همه

کنترل وجود دارد بسيار    فرآيندروند  مواقعي که احتمال بروز تغييراتي در  

اين برای  است.  طراحيسودمند  ]گونه  مرجع  برخط،  اعمال    [  20های  با 

  روشورودی پايدارساز به سيستم خطي، حالت و مشتق حالت را  در يك 

 
1 Hamiltonian Jacobi Bellman (HJB) 
2 Algebraic Rickety equation (ARE) 
3 State-dependent Riccati equation (SDRE) 
4 Dynamic  Programing (DP) 
5 Block-pulse functions 

جع  امر  .نمايدتكراری جديد جايگزين ماتريس حالت در معادله ريكاتي مي

[ با الهام از آن به کمك نظريه پايداری لياپانوف و در نظر گرفتن  22،21]

و برخطي   عنوان تابع هزينه سيستم، رابطه تطبيقي تكراریتابع لياپانوف به

  روش اندازه گيری مشتق حالت در هر مرحله تكرار  ند که  بهنکتوليد مي

به ندارد.  اين  نيازی  عملي  کاربرد  سيستم    روش عنوان  کننده  تنظيمدر 

کردن تابع هزينه افق  کمينه  [ از اين روش جهت  23، مرجع ]7خودکار ولتاژ 

های غيرخطي  برای سيستم  .  استفاده مي کندکننده مربعي  نهايت تنظيمبي

عنوان تابع  [ با در نظر گرفتن تابع لياپانوف به24]به طور مشابه مرجع    ،8تبار 

  به دانستن ديناميك  ازيايجاد رابطه تطبيقي تكراری برخط، نهزينه سيستم  و  

تبار   سيستم  حالت  غيرخطي  محاسبه  تابع  با  را    بهينه  کننده کنترل برای 

ی تكرار روش  پيشنهادی  هاگامدر  سيستم  يری شده از  گاندازه ی  هاحالت

برطرف  برای حل  و    نمايد  مي  خود  در هرگام از شبكه عصبي    معادلات 

  ،های تبار ای از سيستم[ برای دسته25مرجع ]  که  نمايد. درحالياستفاده مي

برخط  روش  نخست با خطي سازی به کمك شبكه عصبي چندلايه همان  

[  24با سرعت همگرايي بالاتر نسبت به ]و  ها  [ را برای اين سيستم22تطبيقي ] 

 نمايد. معرفي مي

برای حذف ماتريس ورودی علاوه بر ماتريس حالت در مورد سيستم  

[ به[  ضمن در نظر گرفتن  26های خطي، مرجع  لياپانوف  تابع  تابع  عنوان 

و ايجاد رابطه تكراری تطبيقي برخط، اعمال نويز شناسايي به   هزينه سيستم 

پيشنهاد   را  اوليه  پايدارساز  ورودی  اين دهديم يك  همگرايي   سرعت   .

کننده با درجه مشخصي از پايداری  مك تنظيم[ به ک27نيز در مرجع ]   روش  

های  [ به کمك بازخورد خروجي  بر نامعيني28. مرجع ]يافته است  افزايش  

کردن  کمينه  [ برای  29کند و مرجع ]صورت برخط غلبه ميسيستم خطي به

)تابع هزينه  غيرخطي ضرب حالت و ورودی شامل بخش هزينه مربعي تابع 

شده(   داده  خطيتوسعه  سيستم  تعميم  ،در  ريكاتي  معادله    و يافته  ساخت 

حالت ورودی  جايگذاری  مي  و  پيشنهاد  بر  دهد.  را  تكيه  با  همچنين 

محاسبات  هاروش از  حالت  ماتريس  حذف  مراجع    بهينه،  کننده کنترل ی 

ساز با    [  32-30] جبران  پيش  ديناميك  کردن  سيستم    9اضافه    توليد و  به 

افزوده  به    سيستم  نياز  توانستند   به کمك شبكه های عصبي  تقريب  با   و 

 . دانستن اطلاعات ماتريس ورودی را محاسبات خود مرتفع سازند

]اخ در  محدود  زماني  افق  حالت  برای  و  ،  33يراً  بهينه    کننده کنترل [ 

مبنای  يستمسموضعي   بر  ناشناخته  ديناميك  با  گسسته  زمان  دوخطي  های 

داده هاروش اصول    10محور -ی  کمك  به  و  تكراری  روش  از  استفاده  و 

محدبينهبه همچنين  -سازی  است.  شده  ارائه  ی  هاکننده کنترل مقعر 

بلاک توابع  اساس  بر  حالت  اين  - بازخورد  رديابي  مسئله  برای  پالس 

ير زماني متعدد در رفتار سيستم  تأخها با ديناميك ناشناخته به همراه  يستمس

[ در  مقيد  کنترل  ورودی  تحت  ] 34و  در  است.  شده  بررسي  از  35[   ]

6 Reinforcement learning (RL) 
7 Automatic voltage regulator (AVR) 
8 Affine 
9 Pre compensator 
10 Data-driven 
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يرخطي  غبرای تبديل يك سيستم    2و توابع ويژه کوپمن   1های کوپمن يلتبد

سيستم   يك  به  ناشناخته  ديناميك  مسئله دوخطبا  يك  حل  جهت  ي 

طراحي    برایسازی مربعي در افق زماني محدود استفاده شده  است.  ينهبه

نامتناهي  کنندهکنترل  افق  دوخطيسيستم  بهينه  پيوسته، های  مرجع    زمان 

ها را  صورت تطبيقي و برخط توانسته حالت[ به22]  روش  با الهام ازو  [  36]

سيستم پايداری  برقراری  طرفي  از  نمايد.  حالت  ماتريس  های  جايگزين 

به سيستمدوخطي  پايداری  طراحي  راحتي  عموماً  و  نيست  خطي  های 

لياپانوف  یکننده کنترل  نظريه  اساس  بر  تابع   پايدارساز  تشكيل  نيازمند 

. کارهای  است  مدنظر   کنندهکنترل ی آن با  ها شرطلياپانوف مربعي و بررسي  

بهانجام دارد،  تكيه  سيستم  ديناميك  کامل  شناخت  به  با    کهیطورشده  

دسته ]   یامعرفي  مرجع  لياپانوف  توابع  بنگ 73از  بنگ  کنترل  يك  با   ]3 

سيستم دوخطي را بررسي مي کند و  خاص شرايط پايدار مجانبي سراسری

[ و  38مرجع  محلي  مجانبي  پايدار  حالت شرايط  بازخورد خطي  با يك   ]

[ غ39مرجع   بازخورد  با يك  نيز  اين    يرخطي[  پايداری سراسری  شرايط 

م برقرار  لياپانوف   نظريه  طبق  را  ها  ]  .سازنديسيستم  روش  44در  يك   ]

سيستم های زمان پيوسته با ورودی    ∞𝐻يادگيری بر خط برای حل مسئله  

بر   نوين مبتني  های کران دار ارائه شده است به طوری که از روش های 

هميلتون معادله  حل  برای  عصبي  های  شبكه  و  بازی    -ژاکوبي-نظريه 

 استفاده مي نمايد.  HJI 4ايزاکس 

اين است که درصورت مقاله  اين  ماتريس حالت و    که يهدف اصلي 

  نهايتيمربعي افق ب   کننده يمامعلوم باشند کنترل بهينه تنظنماتريس ورودی  

پاسخ  دوخط  هایيستمسچنين  برای    بصورت برخط  را ناشناخته ای که  ي 

به دست آوريم. درواقع  قصد داريم به کمك    ورودی صفر آن پايدار است

ارائه دهيم  تكراری تطبيقي برخط جديد   روشبازخورد خطي حالت، يك  

بزند. در اينجا ما با   يبمنطبق با اصل بهينگي بلمن را تقر SDREکه پاسخ 

زماني خاص،    ی شده به سيستم تنها در يك بازه اعمال   هاییورودذخيره  

و اين اطلاعات را جايگزين   کنيميم  يریگ رفتار حالات سيستم را اندازه 

 .نماييميم  سازیينهماتريس حالت و ماتريس ورودی در روند محاسبات به

شده است. بخش دو ضمن    يدهصورت زير سامانمقاله به  ،در ادامه

سيستم  مسئله هافرضو    معرفي  بيان    ی  سيستم  ينهبهی  کننده کنترل به  ی 

سيستم  دوخط ديناميك  بودن  معلوم  حالت  در  بلمن  بهينگي  اصل  طبق  ي 

ی بهينه  هاکننده کنترل پردازد. در اين بخش ضمن اشاره به تقريبي بودن  يم

اين   ديناميك،  يستمسبرای  بودن  معلوم  حالت  در  حتي  سريع     مروربهها 

برخط] تطبيقي  بهينه  کنترل  طراحي  بيان  36روش  و  ن  آهای  يکاست[ 

بهينه ديناميك خطي سيستم دوخطي    کنندهکنترل   ،در بخش سه  پردازد.يم

گيرد و پايداری  يمبهينه اين سيستم در نظر    کننده کنترل را  تقريب موضعي  

بازخوردهای خطي   با  سيستم    مربوط  يدارسازپاسيستم  ديناميك خطي  به 

کمك  يمبررسي   به  همچنين  با    لياپانوفتابع  گردد.  سيستم  پايداری 

تكراری  ، يك روش  در اين بخش  شده مطرحيدارساز  پا  بازخوردهای خطي

 
1 Koopman canonical transform 
2 Koopman eigen functions 
3 Bang-Bang control 

م ارائه  حالت  خطي  بازخورد  کنترل  پايه  بر  جديد  برخط  شود.  يتطبيقي 

به   جديد  دانستن    کننده کنترل روش  به  نياز  بدون  مفروض  تقريبي  بهينه 

مطرح   قضيه  غالب  در  آن  اثبات  که  همگراست  سيستم  خطي  ديناميك 

کمك    پيشنهادی  روشبرخط    سازیياده پشود.  يم ی  هاضرببه 

. در بخش  چهار برای نشان دادن کارايي روش  شوديارائه م    [40]5کرونكر

   دارکننده بهينه يك راکتور مخزن هم زنپيشنهادی،  مسئله طراحي کنترل 

بهينه ماشين کاغذسازی و يك    کننده کنترل طراحي  با واکنش گرمازا  و  

دوخطي  ای يك سيستم  بر  پرتكرار  ی ينهبه  یکننده طراحي کنترل   یمسئله

ورودی دو  جديد    روشبا    دو  بخش  در  اشاره  مورد  روش    و  ارائهو 

 .گرددينتايج پژوهش  ارائه م انتها . درشوديم سازیيهشب

 

.‖  نماد  در طول اين مقاله   نمادگذاری: نرم اقليدسي بردارها يا    ‖

م  هاسيماتر نشان  نماد  دهدي را  کرون  ⊗،  ضرب  نمايش  و    ر  برای 

𝑣𝑒𝑐(𝐴)     برای نمايش يك بردار𝑚𝑛-هم قرار  عضوی حاصل از پشت

. يك قانون کنترلي  رونديبه کار م   𝐴𝜖ℝ𝑚×𝑛ماتريس    یهادادن ستون

م ناميده  سياست  يك  𝐾0.  شودينيز  ∈  𝑅𝑚×𝑛  ماتريس  ي ی  بهره ك 

̇ 𝑥سيستم      دارسازيپا = 𝐴𝑥 + 𝐵 𝑢 + {𝑥𝑁}𝑢  هاست  هرگا  𝐴 − 𝐵𝐾0  

   . باشدتس رويو ه

 مسئله    بیان -2
   ( را در نظر بگيريد2( و تابعي هزينه ) 1)سيستم دوخطي 

𝑥 ̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵 𝑢 + {𝑥𝑁}𝑢   (1) 

𝐽∞ = ∫ [𝑥𝑇
+∞

0

𝑄𝑥 + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡 (2) 

زوج درآن  ,𝐴)  که  𝐵)   يرکامل،پذکنترل  {𝑥𝑁} = ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑁𝑖  

،، 𝑥 ∈ ℝ𝑛  𝑢 ∈ ℝ𝑚   و𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛    و    ماتريس حالت 𝐵 ∈  ℝ𝑚×𝑛  

برایورودی    ماتريس  ،  𝑁𝑘  ∈ ℝ𝑛×𝑚  ،  𝑘 = 1,2, … , 𝑛    ماتريس

𝑄  همچنينمي شوند.    ناميده حالت     -ورودی   ∈ ℝ𝑛×𝑛    مثبت  ماتريس

معين 𝑅،  نيمه  ∈ ℝ𝑚×𝑚    معين  ماتريس ,A) زوج  و  مثبت  𝑄
1

2)   

در دسترس     ی سيستمهاحالتکه تمام    شود يمفرض  است.    رسازپذيرآشكا

پاسخ ورودی صفر سيستم  منفي بوده و     𝐴هستند و مقادير مشخصه ماتريس  

، مي  6. از طرفي مي دانيم با استفاده از روش ژاکوبي خطي ( پايدار است1)

سيستم) ديناميك  ديناميك  1توان  با  تقريبي  طور  به  تعادل  نقطع  راحول   )

 بخش خطي آن معادل کرد. 

 

𝑥 ̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵 𝑢 (3) 

 

4 Hamilton–Jacobi–Isaacs (HJI)   
5 Kronecker product 
6 Jacobian linearization 
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برای سيستم  تطبيقي  بهينه و  يك قانون کنترل  برخط  طراحي  ،  هدف

نامشخص و بقيه پارامترها معلوم     𝐴 و 𝐵  یهاسيماتردر آن  که  ( است  1)

 هستند.  

( با معلوم بودن  1مسئله کنترل بهينه سيستم دوخطي )   [ 13]در مرجع  

طبقهاسيماتر ورودی  و  حالت  بلمن    ی ضرايب  بهينگي  شده  اصل  حل 

 .  شوديمبيان  1است که در لم 

 

(  1( قانون کنترل بهينه سيستم دوخطي )4) کنترل  قانون    :([13])  1  لم

فرد معادله  و جواب منحصربه  ماتريسي متقارنتابع    𝑃(𝑥)طوريكه  ه  است ب

 باشد.  (5) جبری ريكاتي وابسته به حالت

(4)  𝑢 = −𝑅−1(𝐵 + {𝑥𝑁})𝑇𝑃(𝑥)𝑥 

 

(5) 
𝑄 + 𝑃(𝑥)𝐴 + 𝐴𝑇𝑃(𝑥) − 𝑃(𝑥)(𝐵 

+𝑥𝑁)𝑅−1(𝐵 + 𝑥𝑁)𝑇𝑃(𝑥) = 0, 

 

و  حل تحليلي ندارد ( راه 5معادله ريكاتي وابسته به حالت ): 1 تبصره 

]  ارائه  یهاروش مراجع  در  پايه15-11شده  بر   ]  ( معادله  عددی  (  5حل 

به دانستن    و   د ستنخط هبروناين مراجع      یهاهمچنين روش  استوار است. 

 . مندندنياز   (1ضرايب سيستم ) یهاسيکامل ماتر

روش[  36]    در برای    يك  برخط  و  تطبيقي    جواب ريب  تقتكراری 

فرض    (  5)معادله   )  کهنيابا  در  و  1ماتريس حالت  نيست  معلوم  ی  هي بق( 

مثبت    𝑃  ماتريس  و اثبات شده است که روش به  ارائهپارامترها معلوم هستند  

و توقف    معين  شرط  کردن  اضافه  با  روش  اين  گردد.  مي  همگرا  ثابت 

   .است گام آمده   4زير و در   صورتبه

 [: 36] 1روش

  𝜀ی و  سازهيشببرای گام    𝛿𝑡  مناسبزماني  مقدار  نخست   -1گام

𝑘قرار دهيد    شرط توقف در نظر بگيريد. = مثبت متقارن و    ماتريس،    0

𝑢0که    انتخاب کنيد  را طوری    𝑃0معين   = −𝑅−1𝐵𝑇𝑃0𝑥    قانون يك 

 . باشد (6)برای سيستم  دارسازيکنترل پا

(6) �̇� = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢0 

 𝑃𝑘+1، ماتريس مثبت معين و متقارن  𝑢𝑘کنترلي    استيس  با  -2گام

 کنيد.  تعيين (7)را با استفاده از رابطه 

(7) 𝑥(𝑡)𝑇𝑃𝑘+1𝑥(𝑡) = 
𝑥(𝑡 + 𝛿𝑡)𝑇𝑃𝑘+1𝑥(𝑡 + 𝛿𝑡) + 

∫ 𝑥(𝜏)𝑇𝑄𝑥(𝜏) + 𝑢𝑘
𝑇(𝜏)𝑅𝑢𝑘(𝜏))𝑑𝜏

𝑡+𝛿𝑡

𝑡

 

 نماييد.  روز به (8) یقانون کنترل را با استفاده از رابطه -3گام 

(8)  𝑢𝑘+1 = 
−𝑅−1(𝐵 + {𝑥𝑁})𝑇𝑃𝑘+1𝑥  

𝑘قرار دهيد    -4گام = 𝑘 + 𝑡  و   1 = 𝑡 + 𝛿𝑡     اگر شرط توقف  ،

‖𝑃𝑘 − 𝑃𝑘−1‖ < 𝜀  باشد قرار دهيد   برقرار𝑃𝑘+1 = 𝑃𝑘     د يبرو  3به گام  

 برويد.  2 به گام  صورت نيا، در غير 

 
1 Batch least square error 

جهت   1[  از روش کمترين مجموع مربعات خطای دسته ای  36در مرجع ] 

Dکه به تعداد Pمجهول ماتريس  محاسبه درايه های  = n(n + 1)/2  

نيازمند اعمال قانون کنترل و معكوس سازی    شده   استفاده است   است که 

است.  تكرار  ی سيستم در هر گام  هاحالت از    Dيك ماتريس مربعي با بعد  

است.   B ( نياز به معلوم بودن ماتريس  8همچنين جهت اعمال قانون کنترل )

کارايي ندارد لذا در   شده ارائهمجهول باشد روش   Bماتريس که يدرصورت

هم    Bروشي برای حل مسئله در حالتي که ماتريس    ارائهبخش بعدی به  

 . شوديممجهول است پرداخته 

 

برای    -3 برخط  تطبیقی  بهینه  کنترل  طراحی 

 دوخطی با دینامیک ناشناخته هاییستمس
در اين بخش سعي داريم با اعمال يك ورودی بازخورد خطي حالت  

يك روش تكراری تطبيقي و برخط   ( 10) ی( با ماتريس بهره 9صورت )به

 ارائه دهيم. ( 1جهت کنترل بهينه تطبيقي سيستم )جديد 

(9) 𝑢 = −𝐾𝑥 

(10   ) 𝐾 = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃 

خواهد شد.    ارائهاطلاعات    بر اساسجايگزيني    𝑩در ادامه برای ماتريس  

(  11از معادله ريكاتي  جبری )  𝑷ماتريس    باشدمعلوم    𝑩و    Aکه  يهنگام

 . آيديم به دست

(11) AT𝑃 + 𝑃𝐴 + 𝑄 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 = 0 

( معادله  پاسخ  بلمن  بهينگي  اصل  است که طبق  ذکر  به  به  11لازم   )

( است. لذا اين  3ی بهينه  برای سيستم )کننده کنترل (  10- 9همراه روابط )

کننده بهينه موضعي سيستم  کنترل کننده در صورت وجود به عنوان کنترل 

نسبت به   (11بودن معادله ) يرخطيبا توجه به غ ( در نظر گرفته مي شود.1)

𝑃  با ابعاد بالا با مشكل مواجه است لذا    یهاستم ي، عموماً حل آن برای س

 . شوديقضيه زير مطرح م

𝐾0اگر    :([ 38])  1  قضیه  ∈ 𝑅𝑚×𝑛   پايدارساز   یيك ماتريس بهره

، آنگاه  ماتريس  باشد   𝐵و    Aبا فرض معلوم بودن  (   3برای سيستم )  اوليه

𝑃𝑘   که یطوربه( است   12)لياپانوف    ی ن معادلهيمثبت مع  و جواب متقارن  

𝑘       برای(  13)   بازگشتي  رابطهبا تعريف   = 1,2, شرايط زير برقرار     …

 است :

𝐴ماتريس  (1 − 𝐵𝐾𝑘−1 است،  سرويت و ه 

2) 𝑃∗ ≤ 𝑃𝑘+1 ≤ 𝑃𝑘 ≤ ⋯   ، 

3)         𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝐾𝑘 = 𝐾∗ و   𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑃𝑘 = 𝑃∗آن در    ∗𝑃  که 

 ( است.   10بهره متناظر آن با رابطه )  ∗𝐾( و   11جواب )

(12) (A − BKk)TPk + Pk(A − BKk) + Q
+ Kk

TRKk = 0 

 
(13) Kk = R−1BTPk−1 
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( يك روش تكراری  13( و )12همانطور که مشاهده مي شود روابط )

و وابسته به ديناميك سيستم را جهت محاسبه کنترل کننده بهينه  برون خط  

 ( ارائه مي کند. 1موضعي سيستم ) 

نشان مي دهيم کنترل کننده های خطي حاصل از اين روابط سيستم    2ر لمد 

 . ( را به طور موضعي پايدار مي نمايد1)
𝐾0اگر    :  2لم ∈ 𝑅𝑚×𝑛   برای  پايدارساز اوليه    یيك ماتريس بهره

𝑘        برایآنگاه  ،   باشد   𝐵و    Aبا فرض معلوم بودن    (  1سيستم) = 1,2, … 

( را بطور مجانبي  1(، سيستم )13بازخورد های خطي با ماتريس بهره ی ) 

   حول نقطه ی کار پايدار مي نمايد.

)  اثبات: سيستم  های  1در  سيستم  برای  لياپانوف  نظريه  بر  بنا  و   )

اگر   با زمان  نامتغير  ,𝐴)غيرخطي  𝐵)    پايداری مجانبي باشد،  پذير  کنترل 

𝐴( با قرار دادن مقادير مشخصه 1سيستم حلقه بسته ) − 𝐵𝐾    در نيمه سمت

برای ماتريس های    1چپ صفحه مختلط تضمين مي شود. بر طبق قضيه   

𝐴( ، ماتريس  13بهره ی ) − 𝐵𝐾𝑘−1  است  سرويتو ه   . 

 س يماتر( با  1ی بهينه تطبيقي برای  سيستم )کننده کنترل ی  محاسبهجهت  

( توسط کنترل  1سيستم )   2حالت و ماتريس ورودی نامعلوم، مطابق با لم  

( ی  بهره  با  خطي  بازخورد  بنابراين  13کننده  پايداراست   )( (  1سيستم 

     .شوديبازنويسي م (14)صورت به
(14) 

𝑥 ̇ = (𝐴 − 𝐵𝐾𝑘)𝑥 + 𝐵(𝑢 + 𝐾𝑘𝑥) + ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑁𝑖u 

𝑉(𝑥)با انتخاب  حال    = 𝑥𝑇𝑃𝑘  𝑥  داريم فو لياپان تابع  عنوانبه : 
 V̇(x) = ẋTPkx + xTPkẋ 
    = xT[(A − BKk)TPk + Pk(A − BKk)]x 

+2(u + Kkx)TBTPkx + 2xTPk ∑ xi

n

i=1

Niu 

= −xT(Q + Kk
TRKk)x + 2(u + Kkx)TRKk+1x 

(15 ) 
+2xTPk ∑ xi

n

i=1

Niu 

)  1شرايط قضيه     2طبق لم:  2تبصره  برقرار است1برای سيستم  و    ( 

𝐴) ]  ی هاعبارت − 𝐵𝐾𝑘)𝑇𝑃𝑘 + 𝑃𝑘(𝐴 − 𝐵𝐾𝑘)]   و𝐵𝑇𝑃𝑘   در جمله  

طبق  هستند که به ترتيب  وابسته     𝐴 و 𝐵  یهاسيبه ماتر  (  15)اول و دوم  

𝑄با   ( 13و ) ( 12رابطه ) + 𝐾𝑘
𝑇𝑅𝐾𝑘    و𝑅𝐾𝑘+1  ند.  ه ا جايگزين شد 

,𝑡] در بازه زماني ( 15از طرفين رابطه ) يریگبا انتگرال  𝑡 + 𝛿𝑡]:داريم 

 x(t + δt)TPkx(t + δt) − x(t)TPkx(t) = 

− ∫ xTQkxdτ
t+δt

t

+ 2 ∫ (u + Kkx)T
t+δt

t

 

(16) 
RKk+1xdτ + 2 ∫ xTPk ∑ xi

n

i=1

Niudτ
t+δt

t

 

يك روش سياست تكرار جديد    (16)  کهقابل توجه است  :  3بصره ت

ی مرحله اول بدون  بهره کند. به طوريكه با معلوم بودن ماتريس  يمرا فرموله  

ی دوم  جملهبه کمك      𝐵ی مجدد سيستم و نياز به ماتريس  اندازراه نياز به  

نمايد.  بنابراين  يمی مرحله  بعد را محاسبه  بهره طرف راست آن، ماتريس  

،  (1برای سيستم )پايدارساز معلوم    𝐾0حفظ اين جمله با فرض يك    منظوربه

ورودی    نخست  گام  𝑢در  = −𝐾0𝑥      نويز با  𝑢صورت  بههمراه  =

−𝐾0𝑥 + 𝑒(𝑡)   نويز    با در نظر گرفتن    درواقع .  شوديمر نظر گرفته  د𝑒(t) 

نيازی به    ،  عنوان سيگنال ورودی برای يادگيریبه  در نقش نويز شناسايي

  منظور به   هاحالتی مجدد  ريگاندازه و راه اندازه مجدد سيستم و    𝐵ماتريس  

 ی مرحله بعد نيست.بهره ی ماتريس محاسبه

  ی سازساده  جهت ضرب کرونكر بر اساس  یرويكرد جديددر ادامه 

ماتريسي   معادله  )حل  و  16غيرخطي  برخط  (    ارائه  𝑃𝑘  و  𝐾𝑘+1محاسبه 

،       �̅�    ،𝑣𝑒𝑐(𝑃)    ،𝑥𝑇𝑄𝑘𝑥ی  هاعبارتنمايش     شود.يم

(𝑢 + 𝐾𝑘)𝑇𝑅𝐾𝑘+1𝑥     و𝑥𝑇𝑃 ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑁𝑖𝑢    ضرب کرونكر   صورتبه  

 ( آمده است. 21- 17در روابط ) [28با الهام از مرجع ]

(17)   �̅� = (𝑥 ⊗ 𝑥)𝜖ℝ𝑛2  

(18) 𝑣𝑒𝑐(𝑃)𝜖ℝ𝑛2×1 

(19) 𝑥𝑇𝑄𝑘𝑥 = (𝑥𝑇 ⊗ 𝑥𝑇)𝑣𝑒𝑐(𝑄𝑘)        

(20) (𝑢 + 𝐾𝑘)𝑇𝑅𝐾𝑘+1𝑥 = 
 [(𝑥𝑇 ⊗ 𝑥𝑇)(𝐼𝑛 ⊗ 𝐾𝑘

𝑇𝑅) 
+( 𝑥𝑇 ⊗ 𝑢𝑇)(𝐼𝑛 ⊗ 𝑅)]𝑣𝑒𝑐(𝐾𝑘+1) 

 

(21) 
𝑥𝑇𝑃 ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑁𝑖𝑢 =   

(( ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑁𝑖𝑢)

𝑇

   ⊗ 𝑥𝑇) 𝑣𝑒𝑐(𝑃) 

ثابت  به عدد  برای  پرداخته    𝐿علاوه  آن  به  ادامه  در  ،  شوديمکه 

 . شونديتعريف م (25  – 22) یهاسيماتر

(22) 𝛿𝑥𝑥 = [�̅�(𝑡1) − �̅�(𝑡0), �̅�(𝑡2) − �̅�(𝑡1), …

, �̅�(𝑡𝐿) − �̅�(𝑡𝐿−1) ]𝑇  ∈ 𝑅𝐿×𝑛2
 

  

 

 

(23    ) Λ𝑥𝑥 = [∫ (( ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑁𝑖𝑢)

𝑇

   ⊗ 𝑥𝑇)  𝑑𝜏
𝑡1

𝑡0

, 

∫ 𝑥 (( ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑁𝑖𝑢)

𝑇

   ⊗ 𝑥𝑇)  𝑑𝜏
𝑡2

𝑡1

, …, 

∫ (( ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑁𝑖𝑢)

𝑇

   ⊗ 𝑥𝑇)  𝑑𝜏
𝑡𝐿

𝑡𝐿−1

 ]𝑇

∈  ℝ𝐿×𝑛2
 

 

(24) 
𝐼𝑥𝑥 = [ ∫ �̅�(𝜏)𝑑𝜏

𝑡1

𝑡0

, ∫ �̅�(𝜏)𝑑𝜏
𝑡2

𝑡1

, … 

, ∫ �̅�(𝜏) 𝑑𝜏
𝑡𝐿

𝑡𝐿−1

]𝑇 ∈  ℝ𝐿×𝑛2
 

(25) 
𝐼𝑥𝑢 = [ ∫ 𝑥 ⊗ 𝑢 𝑑𝜏

𝑡1

𝑡0

, ∫ 𝑥 ⊗ 𝑢 𝑑𝜏
𝑡2

𝑡1

, … 

, ∫ 𝑥 ⊗ 𝑢 𝑑𝜏
𝑡𝐿

𝑡𝐿−1

 ]𝑇 ∈  ℝ𝐿×𝑚𝑛   
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𝑡0  صورتبهدر اين روابط لحظات زماني  < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝐿   

جايگزين ( 26)  معادله ماتريسي ها سيماترمرتب هستند. به کمك اين 

 . شودي( م16خطي )غيرمعادله جبری 

 

(26) Θ𝑘 [
𝑣𝑒𝑐(𝑃𝑘)

𝑣𝑒𝑐(𝐾𝑘+1)
 ] = Ξ𝑘  

 

Θk  که در آن ∈ 𝑅𝐿×[𝑛2+𝑚𝑛]    وΞ𝑘 ∈ 𝑅𝐿  ( 28و )    (27)صورت  به

 : شونديتعريف م

 
(27) 

Θ𝑘 = [ 𝛿𝑥𝑥 − 2Λ𝑥𝑥 , 

−2𝐼𝑥𝑥(𝐼𝑛 ⊗ 𝐾𝑘
𝑇𝑅) − 2𝐼𝑥𝑢(𝐼𝑛 ⊗ 𝑅)] 

 
Ξ𝑘 = −𝐼𝑥𝑥𝑣𝑒𝑐(𝑄𝑘) 

از تخمين کمترين مجموع مربعات خطا    توانيم( 26برای حل رابطه )

پارمتر   بردار  و  ]استفاده 
𝑣𝑒𝑐(𝑃𝑘)

𝑣𝑒𝑐(𝐾𝑘+1)
اگر    [  کرد.  محاسبه  𝐿را  ≥

[𝑛2 + 𝑚𝑛]     ماتريس Θ𝑘و 
𝑇Θ𝑘  تخمين    ريپذمعكوس براساس  باشد 

معادله توان  مي  خطا  مربعات  مجموع  به26)  کمترين    (28)صورت  ( 

 .کرد يسيبازنو 

(28) 
[

vec(Pk)

vec(Kk+1)
 ] = (  Θk

TΘk)
−1

Θk
TΞk. 

 

نويز  :  4بصره  ت سيستم  شناساجهت  انتخاب  برای    ژه يوبه  يي 

[ انواع مختلفي از نويز  42است. در ]  مهميهای با ابعاد بالا، موضوع سيستم

𝐿  با انتخاب نويز شناسايي برای شده است.معرفي و بكار گرفته ≥ [𝑛2 +

𝑚𝑛]      از کامل بودن رتبه ماتريسΘ𝑘     طبق اصل رتبه کاملي ماتريس با

 [.  43ی تصادفي اطمينان حاصل مي شود ]هاهيدرا

𝑘( برای  28همانطور که مشاهده مي شود رابطه ) = 0,1,2, يك    …

𝑘=0{𝑃𝑘}دنباله از 
𝑘=0{𝐾𝑘}و    ∞

توليد مي کند. از اين رو همگرا بودن اين     ∞

بيان و    2 ( را در قضيه10( با بهره ی )9دنباله به کنترل کننده بهينه موضعي )

 اثبات مي کنيم.

 

𝐾0  اگر  :   2قضیه   ∈ 𝑅𝑚×𝑛      برای سيستمبرای    اوليه   دارسازيپابهره  

𝑖=0{𝑃𝑖}دنباله    باشد    (  1)
{𝐾𝑗}و    ∞

𝑗=0

∞
( به ترتيب به  29حاصل از رابطه )   

𝑃∗    و𝐾∗      همگراست.   (10بهره )  و   (11معادله )پاسخ 

)پايدارساز    یبهره    𝐾𝑘اگر     اثبات: و    (1سيستم  پاسخ    𝑃𝑘باشد 

𝐾𝑘+1    1آنگاه بنا به قضيه   ،(12)  یمعادله = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑘  صورت يكتا  به

م در  شو يتعيين  و  ) (  16) د  نيز صدق  28و  𝑃𝑞اگر    همچنين.  کنديم(  ∈

𝑅𝑛×𝑛  و𝐾𝑞+1 ∈ 𝑅𝑚×𝑛     ( برای  ديگری  باشد  28جواب   )

Θ𝑘بطوريكه  [
𝑣𝑒𝑐(𝑃𝑞)

𝑣𝑒𝑐(𝐾𝑞+1)
 ] = Ξ𝑘    چون  ،Θ𝑘   لذا دارد  کامل    رتبه 

𝑣𝑒𝑐(𝑃𝑞) = 𝑣𝑒𝑐(𝑃𝑘)     و𝑣𝑒𝑐(𝐾𝑞+1) = 𝑣𝑒𝑐(𝐾𝑘+1)  .  بنابراين  

به ترتيب    (  12شده در رابطه ) ( مطابق سياست تكرار ارائه29سياست تكرار )

∗𝐾   و(11معادله )پاسخ    ∗𝑃  به = 𝑅−1𝐵𝑇𝑃∗   ( 10به  بهره  )استا  همگر .

∞𝑃در نتيجه     = 𝑃∗ , 𝐾∞ = 𝐾∗ .  

با رابطه )همانطور که   ايجاد شده  به  28مشاهده شد روش تكراری   )

بهينه تقريبي همگرا مي شود.   بلوکي روش    1شكل  کنترل کننده  نمودار 

 جديد پيشنهادی را نشان مي دهد. 

 

 
 : نمودار بلوکي روش جديد1شكل

 

 تطبیقی برخط جدید:  روش

به  روش خلاصهپيشنهادی  حداقل    طور  تخمين  از  استفاده  اساس  بر 

 زير ارائه شده است:  یهادر گام (28مربعات دسته ای )

دهيد    :1امگ 𝑘قرار  = که اوليه    𝐾0  یبهره ،    0 بگيريد  نظر  در    طوری 

( باشد. (  1سيستم  مناسب  با    پايدار  ورودی𝑒(𝑡)نويز   ،  𝑢 = −𝐾0𝑥 +

𝑒(𝑡)   بازه در  , 𝑡0]زماني    یرا  𝑡𝐿]  کنيد اعمال  سيستم  و    به 

𝛿𝑥𝑥، Λ𝑥𝑥 ، 𝐼𝑥𝑥 ، 𝐼𝑥𝑢 Ξ𝑘 Θ𝑘و   محاسبه کنيد.    و 

𝑃𝑘 :2گام  ( به دست آوريد.28) ی را از حل رابطه 𝐾𝑘+1 و 

𝑘قرار دهيد    :3گام + 1 → 𝑘     اگر  .𝑘 =   Θ𝑘 باشد ماتريس های    1

غير اينصورت  به  برويد. در    2بروز نماييد و به گام   2ی گام بهره را با     Ξ𝑘و

 برويد.  4گام 

𝑃𝑘‖   اگر  :4گام − 𝑃𝑘−1‖ <  𝜀    صورت  نيابرويد. در غير    5و به گام     

Θ𝑘   وΞ𝑘   برويد.  2بروز نماييد و به گام  2ی گام بهره را با 

𝑢𝑘از  :  5گام = −𝐾𝑘𝑥  تقريبي  به تطبيقي  بهينه  کنترل  سياست  عنوان 

 استفاده نماييد. 

 

تطبیقی  ی  سازادهیپ  -4 بهینه  برخط کنترل 

 پیشنهادی 

در اين بخش جهت بررسي کارايي روش پيشنهادی به شبيه سازی سه  

شود مي  پرداخته  کاربردی  شبسيستم  اين  در  اطلاعات  از  هایسازهي. 

پيشنهادی    Bو    A  یهاسيماتر باروش  بهينه  کننده  کنترل  محاسبه  جهت 
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است نشده  توقف     استفاده  شرط  𝑃𝑘‖و  − 𝑃𝑘−1‖ < 𝜀,    مقدار  با 

(𝜀 =  انتخاب شده است.  (0.03

 

ن  راکتور تانك هم زسيستم دوخطي    -  1سیستم شبیه سای شده 

 [.36را در نظر بگيريد] با واکنش گرمازا دار

 

�̇� = [

13

6

5

12

−
50

3
−

8

3

] 𝑥 + [ 
−1
0

] 𝑥1𝑢 + [ −
1

8
0

] 𝑢 

 

(29) 𝑥0 = [ 
0.15

0
] 

 

 صورت زير هستند: وزني تابع هزينه به یهاسيماتر

 

  𝑄 = [
6.02 −0.6
−0.6 5.11

]              𝑅 = 1, 

 

𝐾0  ،پايدار است  سيستم حلقه بازجا که  ازآن = ه شده  در نظر گرفت  0

  شناسايي  نويز  ثانيه 0.5نخست برای مدت برای اجرای روش جديد، . است

𝑒(𝑡) = 0.8 ∑ sin (𝑤𝑖𝑡)100
𝑖=1   کهیطوربهد و ش مي به سيستم اعمال  

𝑤𝑖 ها برای  i =1,…,100    انتخاب  [2,2-]  صورت تصادفي در بازه به

با    1همچنين روش    .شدند  يریگثانيه اندازه 0.01(  در هر  29)  یهاحالت  و

ثانيه شبيه سازی شده    0.5هر    Pگام های زماني مشابه و بروزرساني ماتريس  

برای    سيستم   ليسيگنال کنترو    مودارهای رفتار مسير متغيرهای حالتاست. ن

هر دو روش در طول دوه يادگيری و پس از اعمال کنترل کننده بهينه به  

 . رسم شده است زير صورت به  3 و 2در شكل ترتيب

 

 

  در طول فرآيند يادگيری و بعد  يحالت سيستم دوخط هایمسير :2لشك

 ازآن

 

در طول فرآيند   : سيگنال کنترلي واردشده به سيستم دوخطي3لشك

 ازآن  يادگيری و بعد

برای هر دو روش  3و شكل  2شكل ميرايي سيستم  تقريبا يكسان را    زمان 

اندازه   نشان مي دهد. در روش جديد مبنای حالات  نويز    يریگبر  شده و 

  8، همگرايي پس از  نيهثا  [0,0.5]   زماني   یشده به سيستم در بازه اعمال 

 . ه استبار تكرار حاصل شد

 

   𝑃∗ = 𝑃8 = [
149.2359 9.1416

9.1416 2.1417
] 

𝐾∗ = 𝐾8 = [
2.1417

−1.1427
 ] 

 

ديناميك   بودن  معلوم  با  که  محاسبات    1روش    Bدر حالي  انجام  با 

به   𝐾𝑘و    𝑃𝑘همگرايي  تكرار همگرا شده است. نحوه ی    14مشابه بعد از  

 شده است. نشان داده  4خود در شكل   ینهيمقادير به

 

 
𝐾𝑘تعداد تكرارها و همگرايي   :4لشك → 𝐾∗ و  𝑃𝑘 → 𝑃∗ 

صورت گرفته    1عملكرد روش جديد و روش در جدول زير مقايسه ای بين  

 .است

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

61
18

6/
jo

c.
17

.4
.7

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-0

5-
24

 ]
 

                             7 / 13

http://dx.doi.org/10.61186/joc.17.4.75
https://joc-isice.ir/article-1-1004-fa.html


 82 

 

 با ديناميك ناشناخته  زمان پيوستههای دوخطي کنترل بهينه تطبيقي برخط سيستم 

 سيده نفيسه منوچهری رهبر، ناصر پريز، محمد رضا رمضاني آل، عقيله حيدری
 

Journal of Control, Vol. 17, No. 4, Winter 2024  1402زمستان، 4، شماره 17مجله کنترل، جلد 

 

 1برای سيستم 1. مقايسه روش جديد و روش1جدول

زمان 

 محاسبات

 )ثانيه(

تعداد  

اجرای 

 سيستم 

تعداد  

 تكرار روش 

عدم وابستگي  

 به 
 روش 

 1روش   Aماتريس  14 14    8.143

0.976   2 8 
 ماتريسهای 

A  وB 

روش  

 جديد 

 

بر عملكرد  روش پيشنهادی     اشباع  تاثير ورودی های  بررسي  جهت  

|𝑢| ، سيگنال ورودی را بصورت کران دار با شرط  1و روش  < به     0.5

به ترتيب رفتار حالت سيستم و    6و  5شكل های    اعمال شد.   (29)  سيستم

 سيگنال های کنترلي تحت اشباع را نشان مي دهد. 

 
  از در طول فرآيند يادگيری و بعد   يحالت سيستم دوخط هایمسير :5لشك

 با در نظر گرفتن اشباع در ورودی  آن

همانطور که مشاهده مي شود اشباع زمان نشست حالت های سيستم را در  

پيشنهادی   روش  همچنين  دهد.  مي  افزايش  ميزان  يك  به  روش  دو  هر 

 . تحت اشباع نشان مي دهد 1عملكرد بهتری را نسبت به روش

 

دوخطي6لشك سيستم  به  واردشده  کنترلي  سيگنال  فرآيند    :  طول  در 

 با در نظر گرفتن اشباع در ورودی آن از  يادگيری و بعد

جدول   که  شدند  همگرا  خود  بهينه  کننده  کنترل  به  روش  دو    2هر 

جهت   سيستم  سپری  زمان  و  تكرار  دفعات  تعداد  لحاظ  از  را  ای  مقايسه 

 محدوديت اشباع مدنظر را نشان مي دهد. محاسبه کنترل کننده بهينه با 

 
 تحت اشباع در ورودی   1برای سيستم 1. مقايسه روش جديد و روش2جدول

 محاسبات زمان

 )ثانيه(

تعداد  

اجرای 

 سيستم 

تعداد  

تكرار  

 روش 

 روش  عدم وابستگي به 

 1روش   Aماتريس  24 24    12.634

0.976   2 8 
 ماتريسهای 

A  وB 

روش  

 جديد 

 

شده سیستم   سازی  ورودی  دارای  سيستم    - 2شبیه  نظر  زير  دو  در  را 

 . [11،12،36]بگيريد 

�̇� = [
−1 4
−4 −1

] 𝑥 + [
3 1
0 2

] [ 
𝑢1

𝑢2
] 

+𝑥1 [
1 0
1 1

] [ 
𝑢1

𝑢2
] + 𝑥2 [

0 1
1 1

] [ 
𝑢1

𝑢2
] 

(30) 𝑥0 = [ 
1
0

] 

 وزني تابع هزينه صورت زير هستند:  یهاسيماتر

   𝑄 = [
2 0
0 1

]              𝑅 = [
1 1
1 4

], 

انتخاب    𝐾0با  = نيم  0 مدت  برای  نوي  نخست  شناسايي ثانيه    ز 

𝑒(𝑡) = 0.5 ∑ sin (𝑤𝑖𝑡)100
𝑖=1    شد اعمال  سيستم  است به    ه 

برای    𝑤𝑖  که یطوربه بازه  به    i =1,…,100ها  در  تصادفي  -]صورت 

  يریگثانيه اندازه 0.01(  در هر  30) سيستم    یها. حالتاندانتخاب شده   [2,2

  Pبا گام های زماني مشابه و بروزرساني ماتريس  1همچنين روش.  نده ا شد

در هر    سيستم  ليسيگنال کنترها و  حالتثانيه شبيه سازی شده است.    0.5هر  

  8و  7ل هایدر شك   دو روش در طول دوه يادگيری و پس از آن به ترتيب

 . ندرسم شده ا 

  
 در طول فرآيند يادگيری و   يحالت سيستم دوخطهای مسير :7لشك

 ازآن  بعد
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 د در طول فرآين کنترلي واردشده به سيستم دوخطيهای سيگنال  :8شكل

 ازآن  يادگيری و بعد

يكسان   8و   7شكل تقريبا  را  دو روش  برای هر  سيستم  ميرايي   زمان 

اندازه روش جديد    در  .نشان مي دهد مبنای حالات  نويز    يریگبر  شده و 

بار    4همگرايي پس از    ،ثانيه  [0,0.5]زماني    یشده به سيستم در بازه اعمال 

 .  ه استحاصل شد تكرار 

ماتريس  روش    بهره ∗𝑃   پيشنهادی  ماتريس  را    ∗𝐾بازخورد    یو 

 . دهديصورت زير نتيجه مبه

   𝑃∗ = 𝑃4 = [
0.3530 0.0009
0.0009 0.3985

] 

 

𝐾∗ = 𝐾4 = [
1.2936 −0.2622

−0.2347 0.2650
] 

ديناميك   بودن  معلوم  با  که  محاسبات    1روش    Bدر حالي  انجام  با 

به    𝐾𝑘  و  𝑃𝑘همگرايي  تكرار همگرا شده است. نحوه ی    6مشابه بعد از  

 شده است. نشان داده  9ل خود در شك ینهيمقادير به

 
𝐾𝑘. تعداد تكرارها و همگرايي  9شكل → 𝐾∗ و  𝑃𝑘 → 𝑃∗ 

صورت    1مقايسه ای بين عملكرد روش جديد و روشدر جدول زير  

 گرفته است. 

 2برای سيستم   1. مقايسه روش جديد و روش3جدول

 )ثانيه( زمان محاسبات

تعداد  

اجرای 

 سيستم 

تعداد  

تكرار  

 روش 

 روش  عدم وابستگي به 

 1روش   Aماتريس  6 6 ثانيه  7.519

 4 2 ثانيه 0.793
 ماتريسهای 

A  وB 

روش  

 جديد 

 

بر عملكرد  روش     اشباعتاثير ورودی با در نظر گرفتن  بررسي  جهت  

روش   و  شرط   1پيشنهادی  با  دار  کران  صورت  به  را  ورودی  سيگنال   ،  

|𝑢| < به ترتيب رفتار    11و  10شكل های    به سيستم اعمال شد.    0.15

 حالت سيستم و سيگنال های کنترلي تحت اشباع را نشان مي دهد. 

 
  د در طول فرآين کنترلي واردشده به سيستم دوخطي های  سيگنال  :10شكل 

 در نظر گرفتن اشباع در ورودی  يادگيری و بعدازآن 

 
 در طول فرآيند يادگيری و  يحالت سيستم دوخط هایمسير :11شكل 

 در نظر گرفتن اشباع در ورودی  ازآن بعد

 

همانطور که مشاهده مي شود اشباع زمان نشست حالت های سيستم را 

در هر دو روش به يك ميزان افزايش مي دهد. همچنين برای اين سيستم  

تحت اشباع کنترل    1نيز روش پيشنهادی عملكرد بهتری را نسبت به روش 

کننده نشان مي دهد. هر دو روش به کنترل کننده بهينه خود همگرا شدند  

مقايسه ای را از لحاظ تعداد دفعات تكرار و زمان سپری سيستم    4که جدول  
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مي   نشان  را  مدنظر  اشباع  محدوديت  با  بهينه  کننده  کنترل  محاسبه  جهت 

 دهد. 
 تحت اشباع در ورودی  2برای سيستم  1. مقايسه روش جديد و روش 4جدول 

 زمان محاسبات

 )ثانيه(

تعداد  

اجرای 

 سيستم 

تعداد  

 تكرار روش 
 روش  عدم وابستگي به 

 1روش   Aماتريس  6 6    8.561

1.032   2 4 
 ماتريسهای 

A  وB 

روش  

 جديد 

 

مسئله کنترل ماشين کاغذسازی      -3سیستم شبیه سازی شده

  . [11،12،34]است  شده في توسط يك مدل دوخطي توص

 
 [34]  بخش هايي از فرآيند توليد کاغذی :12شكل

  بر اساس  پارامتر های داده به صورت مدل رياضي دوخطي اين سيستم  

 است. ماتريس های اين سيستم بصورت ذيل بيان مي شود:  (  2)-(1روابط )

𝐴 = [

−1.930 0
0.394 −0.426

0             0
0              0

0 0
0.095 −0.103

−0.630 0
0.413 −0.426

] 

𝑋0 = [ 

4
3.2
4

2.8

] 𝐵 = [

1.274
0

1.274
0

1.34
0

−0.65
0

]  

𝑁2 = 𝑁4 = [

0
0

0
0

0
0

0
0

] 

𝑁1

= [

0
0

0
0

0.755
0

−0.366
0

] 

    

, 𝑁3 = [

0
0

0
0

−0.718
0

−0.718
0

]. 

 وزني تابع هزينه صورت زير هستند:  یهاسيماتر

𝑄 = [

1      0
0    1

  0.13  0
0        0.09

0.13 0
0 0.09

0.1     0
0            0.2

],            

        𝑅 = [
1 0
0 1

] 

𝐾0با انتخاب   = 𝑒(𝑡)  شناسايي    ثانيه نويز  1.5،  نخست برای مدت  0 =

0.5 ∑ 𝑠𝑖𝑛 (𝑤𝑖𝑡)100
𝑖=1    که یطوربه  ه استبه سيستم اعمال شد  𝑤𝑖   ها

بازه به  i =1,…,100برای   در  تصادفي    [10,10−] صورت 

  .ند  ه اشد  يریگثانيه اندازه 0.01سيستم  در هر    یها د.  حالتن شدانتخاب

  0.5هر     P  سماتريرا با تقسيم بندی مشابه و بروزرساني    1همچنين روش 

هر دو    سيستم  ليکنترهای    سيگنالثانيه شبيه سازی شده است. حالت ها و  

   14 و 13ل های در شك  روش در طول دوه يادگيری و پس از آن به ترتيب

 . رسم شده است

 
  در طول فرآيند يادگيری و   يحالت سيستم دوخط هایمسير :13لشك

 بعدازآن

 
 د در طول فرآين کنترلي واردشده به سيستم دوخطيهای سيگنال  :14شكل

 ازآن  يادگيری و بعد 

از روش  13شكل تر  با روش جديد،  سريع  را    1همگرايي حالت ها 

اندازه روش جديد    درنشان مي دهد.   مبنای حالات  نويز    يریگبر  شده و 

بار    3، همگرايي پس از  ثانيه  [0,1.5]زماني    یشده به سيستم در بازه اعمال 

 .  ه استحاصل شد تكرار 

صورت  را به  ∗𝐾بازخورد    ی و ماتريس بهره ∗𝑃   پيشنهادی ماتريس  روش  

 . دهديزير نتيجه م

𝑃∗ = [

0.2365 0.1380
0.1380 1.0867

0.0328    0.0087
−0.0052   0.655

0.0328 −0.0052
0.0087 0.0655

0.0996 0.0686
0.0686 0.2210

] 

𝐾∗ =  [
0.3452 0.1688 0.1752 0.1031
0.2799 0.1791 −0.0229 −0.0334

] 
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و انجام محاسبات مشابه    Bدر حالي که با معلوم بودن ديناميك 

به   𝐾𝑘و   𝑃𝑘همگرايي تكرار همگرا شده است.نحوه ی  7بعد از   1روش

 شده است. نشان داده  15ل خود در شك ینهيمقادير به

 
𝐾𝑘تعداد تكرارها و همگرايي   :15شكل → 𝐾∗ و  𝑃𝑘 → 𝑃∗ 

  1در جدول زير مقايسه ای بين دو عملكرد روش جديد و روش 

 . استصورت گرفته 
 3برای سيستم 1. مقايسه روش جديد و روش5جدول

زمان 

 )ثانيه( محاسبات

تعداد  

اجرای 

 سيستم 

تعداد  

تكرار  

 روش 

عدم  

 وابستگي به 
 روش 

 1روش   Aماتريس  6 6 ثانيه  9.910

 3 2 ثاميه  2.180
 ماتريسهای 

A  وB 

روش  

 جديد 

 
 

 ی ریگجهینت -5

کنترل   ی هاروش س  ی کننده طراحي  برای    ي دوخط  ی هاستميبهينه 

به  و  تقريبي    ييهاروش حداقل  ديناميك  دانستن  وابسته  يا  سيستم  کامل 

ا در  هستند.  ورودی  ماتريس  ديناميك  به  از    نيوابسته  استفاده  با  مقاله 

يك   يادگيری،  سياست  پايه  بر  حالت  خطي  بهينه  روش  بازخورد  کنترل 

  HJBتقريبي معادله  پيشنهادی پاسخ  روش تطبيقي بر خط جديد ارائه شد. 

  ی ريگتطبيقي با اندازه -را در يك فرآيند تكراری تقريبي  هاستميبرای اين س

و  زماني ثابت    یشده به سيستم در يك بازه برخط حالت و ورودی اعمال 

در اختيار قرار مي  بدون نياز به دانستن ماتريس حالت و ماتريس ورودی  

برخط روشهمگرايي     دهد. و  به  جديد    تكرای  بهينه   کننده  کنترل  به 

در پايان نيز برای نشان دادن کارايي  صورت قضيه بيان و اثبات شده است. 

توسط    مورد استفاده پژوهشگران پيشينفيزيكي   سيستمروش پيشنهادی سه  

بدون استفاده از ماتريس های حالت و ماتريس ورودی سيستم    جديد  روش

تعداد    پاسخ  زماني و از نظر    شبيه سازی ها نشان مي دهد.  شبيه سازی شدند

روش جديد عملكرد قابل مقايسه   اجرای سيستم    زمانوروش  دفعات تكرار  

اعمال مي   ماتريس ورودی را در محاسبات خود  به روشي که  ای نسبت 

و    .داردکند   سازی  شبيه  اشباع  ورودی  تحت  پيشنهادی  روش  همچنين 

تحليل شد. در اين حالت نيز عملكرد قابل قبولي را علي رغم عدم دسترسي  

دهد.   مي  نشان  شده  ذکر  روش  به  نسبت  سيستم  های  ماتريس  روش  به 

م برای  به  تواند يپيشنهادی  محاسباتي  کارای  و  مفيد  ابزار  يك  عنوان 

س   ی نهي به  یکننده کنترل   یمطالعه ديناميك    يرخطيغ   یهاستميتطبيقي  با 

 نامعلوم باشد . 

 

 مراجع 

[1] M. Ven, “Input-to-State Stability for bilinear 

systems,” MS thesis. University of Twente, 2020. 

[2] R.R Mohler, And A.Y.  Khapalov, “Bilinear control 

and application to flexible ac transmission 

systems. Journal of Optimization Theory and 

Applications,” 105, pp. 621-637, 2000. 

[3] D. Williamson, “Observation of bilinear                  

systems with application to biological 

control,” Automatica, 13(3), pp. 243-254, 1977. 

[4] O. Balatif, I. Abdelbaki, M.  Rachik, and Z. Rachik, 

“Optimal control for multi-input bilinear systems 

with an application in cancer chemotherapy,” 

International Journal of Scientific and Innovative 

Mathematical Research (IJSIMR), 3(2), pp.  22-31, 

2015. 

[5] D.  Gao, Q. Yang, M. Wang and Y.  Yu, “Feedback 

linearization optimal control approach for bilinear 

systems in CSTR chemical reactor,” Intelligent 

Control and Automation, 3(03), p. 274, 2012. 

[6] M.V. Basin and M.A.A. García, “Optimal filtering 

for bilinear system states and its application to 

terpolymerization process identification’. Applied 

Mathematics E-Notes, 4, pp.  7-15, 2004 . 

[7] T.  Naik, “Uncertainty propagation in bilinear and 

polynomial system for probabilistic threshold 

detection,”  Master Thesis, Delf University of 

Technology, 2021. 

[8] P.M.S.  Burt and J.H. de Morais Goulart, “Efficient 

computation of bilinear approximations and 

volterra models of nonlinear systems,” IEEE 

Transactions on Signal Processing, 66(3), pp.  804-

816, 2017. 

[9] F.L. Lewis, D.L. Vrabie, and V.L. Syrmos, 

“Reinforcement learning and optimal adaptive 

control. Optimal Control,” Third Edition, John 

Wiley & Sons, Inc., Hoboken, NJ, USA, 2012. 

[10] D.E. Kirk, Optimal control theory: An introduction. 

Courier Corporation, 2004. 

[11] W.A. Cebuhar, and V. Costanza, “Approximation 

procedures for the optimal control of bilinear and 

nonlinear systems,” Journal of Optimization 

Theory and Applications, 43, pp. 615-627,1984. 

[12] Z. Aganovic, and Z. Gajic, “Successive 

approximation procedure for steady-state optimal 

 [
 D

O
I:

 1
0.

61
18

6/
jo

c.
17

.4
.7

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-0

5-
24

 ]
 

                            11 / 13

http://dx.doi.org/10.61186/joc.17.4.75
https://joc-isice.ir/article-1-1004-fa.html


 86 

 

 با ديناميك ناشناخته  زمان پيوستههای دوخطي کنترل بهينه تطبيقي برخط سيستم 

 سيده نفيسه منوچهری رهبر، ناصر پريز، محمد رضا رمضاني آل، عقيله حيدری
 

Journal of Control, Vol. 17, No. 4, Winter 2024  1402زمستان، 4، شماره 17مجله کنترل، جلد 

 

control of bilinear systems,” Journal of 

optimization theory and applications, 84, pp. 273-

291. 1995. 

[13] M. Ekman, Modeling and control of bilinear 

systems: application to the activated sludge 

process. Diss. Acta Universitatis Upsaliensis, 2005. 

[14] H.Wang, M. Zhu, W. Hong, C. Wang, W. Li, 

G.Tao, and Y. Wang, “Network-wide traffic signal 

control using bilinear system modeling and 

adaptive optimization,” IEEE Transactions on 

Intelligent Transportation Systems, 24(1),  pp.79-

91, 2022. 

[15] S. Bichiou, M.K. Bouafoura, and N. Benhadj 

Braiek, “Time optimal control laws for bilinear 

systems,” Mathematical Problems in 

Engineering, 2018. 

[16] D. Gao, Q. Yang,   M. Wang, and Y. Yu, “Feedback 

linearization optimal control approach for bilinear 

systems in CSTR chemical reactor,” Intelligent 

Control and Automation, 3(03), pp. 274-277, 2012. 

[17] X. Yang, H. He, D. Liu, and Y. Zhu, “Adaptive 

dynamic programming for robust neural control of 

unknown continuous‐time non‐linear 

systems,” IET Control Theory & 

Applications, 11(14), pp. 2307-2316, 2017. 

[18] Y. Wen, J. Si, A. Brandt, X. Gao, and H.H.  Huang, 

“Online reinforcement learning control for the 

personalization of a robotic knee prosthesis,” IEEE 

Transactions on Cybernetics, 50(6), pp. 2346-2356, 

2019.  

[19] T. Tan, F. Bao, Y. Deng, A. Jin, Q.  Dai, and J.  

Wang, Cooperative deep reinforcement learning 

for large-scale traffic grid signal control. IEEE 

transactions on cybernetics, 50(6), pp. 2687-2700,  

2019. 

[20] J.J. Murray, C.J. Cox, G.G. Lendaris, and   R.   

Saeks, “Adaptive dynamic programming,” IEEE 

Transactions on Systems, Man, and Cybernetics, 

Part C (Applications and Reviews), 32(2), pp. 140-

153, 2002.  

[21] D.  Vrabie, “Online adaptive optimal control for 

continuous-time systems”, 2010. 

[22] D. Vrabie, O.  Pastravanu, M. Abu-Khalaf, and F.L. 

Lewis, “Adaptive optimal control for continuous-

time linear systems based on policy 

iteration,” Automatica, 45(2), pp. 477-484, 2009. 

[23] L.B. Prasad, H.O. Gupta, and B. Tyagi,                              

“Application of policy iteration technique based 

adaptive optimal control design for automatic 

voltage regulator of power system,” International 

Journal of Electrical Power & Energy Systems, 63, 

pp. 940-949, 2014. 

[24] D. Vrabie and F.L. Lewis, “Adaptive optimal 

control algorithm for continuous-time nonlinear 

systems based on policy iteration,” In 2008 47th 

IEEE Conference on Decision and Control, pp. 73-

79, IEEE, 2008.  

[25] S. He, H. Fang, M. Zhang, F. Liu, and Z. Ding, 

“Adaptive optimal control for a class of nonlinear 

systems: The online policy iteration 

approach,” IEEE transactions on neural networks 

and learning systems, 31(2), pp. 549-558, 2019. 

[26] Y. Jiang, and Z.P. Jiang, “Computational adaptive 

optimal control for continuous-time linear systems 

with completely unknown 

dynamics,”   Automatica, 48(10), pp.  2699-2704, 

2012. 

[27] K. Zhang, and S.L. Ge, “Adaptive optimal control 

with guaranteed convergence rate for continuous-

time linear systems with completely unknown 

dynamics,” IEEE Access, 7, pp. 11526-11532, 

2019. 

[28] Z. Shi, and Z. Wang, “Adaptive output-feedback 

optimal control for continuous-time linear systems 

based on adaptive dynamic programming 

approach” Neurocomputing, 438, pp. 334-344, 

2021. 

[29] M. Gan, J. and C. Zhang, “Extended adaptive 

optimal Zhao, control of linear systems with 

unknown dynamics using adaptive dynamic 

programming,” Asian Journal of Control, 23(2), 

pp. 1097-1106, 2021. 

[30] Q. Wei, L. Zhu , R. Song, P. Zhang, D. Liu, and  J. 

Xiao, “Model-free adaptive optimal control for 

unknown nonlinear multiplayer nonzero-sum 

game,” IEEE Transactions on Neural Networks and 

Learning Systems, 33(2), pp. 879-892, 2020.  

[31] D. Xu,   Q.Wang and Y. Li, “Adaptive optimal 

control approach to robust tracking of uncertain 

linear systems based on policy 

iteration,” Measurement and Control, 54(5-6), pp. 

668-680, 2021. 

 [32] J. Zhang, H. Zhang, Z.Liu, and Y. Wang, “Model-

free optimal controller design for continuous-time 

nonlinear systems by adaptive dynamic 

programming based on a pre-compensator,” ISA 

Transactions, 57, pp. 63-70, 2015. 

[33] Z.Yuan, and J. Cortés. “Data-driven optimal 

control of bilinear systems,” IEEE Control Systems 

Letters, 6, pp. 2479-2484, 2022. 

[34] B. Iben Warrad,  M.K. Bouafoura and  N.Benhadj 

Braiek, “Combined constrained robust least 

squares approach and block-pulse functions 

technique for tracking control synthesis of 

uncertain bilinear systems with multiple time-

delayed states under bounded input 

control,” Mathematical Problems in 

Engineering, 2020, pp. 1-28, 2020. 

[35] D. Goswami, and D.A. Paley, “Bilinearization, 

reachability, and optimal control of control-affine 

nonlinear systems: A Koopman spectral 

approach,” IEEE Transactions on Automatic 

Control, 67(6), pp. 2715-2728, 2021. 

 [
 D

O
I:

 1
0.

61
18

6/
jo

c.
17

.4
.7

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-0

5-
24

 ]
 

                            12 / 13

http://dx.doi.org/10.61186/joc.17.4.75
https://joc-isice.ir/article-1-1004-fa.html


 با ديناميك ناشناخته  زمان پيوستههای دوخطي کنترل بهينه تطبيقي برخط سيستم 

 محمد رضا رمضاني آل، عقيله حيدریسيده نفيسه منوچهری رهبر، ناصر پريز، 

87 
 

 

Journal of Control, Vol. 17, No. 4, Winter 2024  1402زمستان، 4، شماره 17مجله کنترل، جلد 

 

[36] B. Luo, and H.N. Wu, “Online adaptive optimal 

control for bilinear systems,” In 2012 American 

Control Conference (ACC), pp. 5507-5512, IEEE, 

June 2012. 

[37] R. Longchamp,   “Controller design for bilinear 

systems,” IEEE Transactions on Automatic 

Control, 25(3), pp. 547-548.1980. 

[38] I. Derese, and E.Noldus, “Design of linear feedback 

laws for bilinear systems,” International Journal of 

Control, 31(2), pp. 219-237. 1980. 

[39] A. Benallou, D.A Mellichamp, and D.E. Seborg, 

“Optimal stabilizing controllers for bilinear 

systems,” International Journal of Control, 48(4), 

pp. 1487-1501, 1988. 

[40] J. Brewer, “Kronecker products and matrix calculus 

in system theory,” IEEE Transactions on Circuits 

and Systems, 25(9), pp. 772-781.        1978. 

[41] D. Kleinman, “On an iterative technique for Riccati 

equation computations,” IEEE Transactions on 

Automatic Control, 13(1), pp. 114-115. 1968 

[42] A. Al-Tamimi, F.L. Lewis and M. Abu-Khalaf, 

“Model-free Q-learning designs for linear discrete-

time zero-sum games with application to H-infinity 

control,” Automatica, 43(3), pp. 473-481. 2007. 

[43] X. Feng, and Z. Zhang, “The rank of a random 

matrix,” Applied mathematics and 

computation, 185(1), pp. 689-694. 2007.  

 [44] H. Modares, F.L. Lewis, and M.B.N. Sistani, 

“Online solution of nonquadratic two‐player zero‐

sum games arising in the H∞ control of constrained 

input systems,” International Journal of Adaptive 

Control and Signal Processing, 28(3-5), pp. 232-

254. 2014. 

 

 

 

 

 [
 D

O
I:

 1
0.

61
18

6/
jo

c.
17

.4
.7

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-0

5-
24

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            13 / 13

http://dx.doi.org/10.61186/joc.17.4.75
https://joc-isice.ir/article-1-1004-fa.html
http://www.tcpdf.org

