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 اعمال قيود نيروييدر اين روش با . نمايدارائه مي افزونه اين مقاله روش جديدي را براي طراحي مسير بازوهاي مكانيكي: چكيده
. ريتم براي اين منظور پيشنهاد شده استدو الگو. شودعلاوه بر تعقيقب مسير محقق مي هدف ثانويه توزيع بار نسبي بين عملگرها مناسب،

الگوريتم اول از مجموعه كامل معادلات لازم براي توزيع بار بين عملگرها سودجسبته و سپس مجموعه فوق معين معادلات حاصل از 
نتخاب يك نقطه شروع با ا، الگوريتم دوم، اما. نمايدحل ميدار وزنمعكوس  شبه افزودن اين معادلات به معادلات سينماتيكي را به روش

به تعداد (لازم  قيد نيرويي اين الگوريتم سپس با افزودن تعداد معادلات. ي شرايط توزيع بار قابل قبول استĤغاز ميشودمناسب كه دارا
 دهد كه ضمن برآورده نمودن كامل شرط تعقيب مسيربه معادلات سينماتيك ديفرانسيلي حركت پاسخي را به دست مي) درجات افزونگي

اي نتايج براي يك ربات سه عضوي صفحه. داردآن را در يك محدوده تعريف شده قابل قبول نگه مي مجاز نسبت بار هر عملگر به حد
  .هاي قبلي مقايسه شده استارائه و با نتايج حل

 ، قيود نيروييهاي افزونه، طراحي مسير، كنترل مدار باز، توزيع بارربات .:كلمات كليدي

Application of Dynamic Constraint Equations to Open 
Loop Control of Redundant Manipulators 

Mohammad Jafar Sadigh and Sevak Tahmasian 
Abstract: This paper presents a novel method for path planning of redundant manipulators. The 

idea is to use load distribution as an objective function for resolving kinematic redundancy. The 
method is based on imposing a set of convenient relation among joint torques as dynamic 
constraints to system. Two algorithms for path planning of redundant manipulators subject to 
dynamic constraints are proposed. The first algorithm takes advantage of all necessary dynamic 
constraint equations which can be approximately solved using a pseudo-inverse technique, whereas 
the second algorithm is based on finding a good starting point with fair load distribution and 
generate the path by imposing as many dynamic constraint equations as the number of degrees of 
redundancy. The results for path planning of a 3-DOF planar manipulator using this method are 
presenteded. 
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  مقدمه -1
خوب آنها  مانور پذيريهاي افزونه به دليل چابكي و كاربرد ربات

با توجه به درجات آزادي . به نحو روزافزوني در حال افزايش است
هاي افزونه مسئله سينماتيك معكوس و به تبع آن اضافي در ربات

اين موضوع . پاسخ خواهد بود نهايتبي يدارادر اين رباتها طراحي مسير
در عين ايجاد مشكلات محاسباتي، در مقايسه با رباتهاي بدون افزونگي، 
-فضاي كار وسيعي را در مقابل محققين گشوده است تا با اعمال خواسته

. نهايت مسير ممكن طراحي نمايندهاي اضافي مسير مطلوب را از بين بي
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ازي يك تابع هدف و يا برقراري سها معمولاً در قالب بهينهاين خواسته
روابط خاص سينماتيكي بين درجات آزادي ربات و مشتقات آنها و يا 

رفع افزونگي  .گرددبرقراري روابط خاص بين عملگرها مشخص مي
- تيكي به انجام مينسي يادرجات آزادي معمولاً در دو سطح سينماتيكي 

ات تعميم يافته و هاي ثانويه تابعي صرف از مختصرسد اگر كليه خواسته
حاكم مستقل از ديناميك سيستم مشتق زماني آنها باشد حل معادلات 

ل تحت عنوان رفع افزونگي سينماتيكي شناخته حاين نوع . خواهد بود
قابل مشاهده  ]4[ الي ]1[هايي از اين دست در مراجع شود نمونهمي

  .هستند
از كميات هاي ثانويه تابعي از سوي ديگر در مواردي كه خواسته

ا، توان مصرفي و انرژي باشند آنگاه هديناميكي همچون ترك عملگر
فرآيند رفع افزونگي و طراحي مسير نيازمند به كارگيري معادلات 

موجود در  يحركت براي برقراري رابطه لازم بين پارامترهاي سينماتيك
معادلات مسير مطلوب و پارامترهاي ديناميكي موجود در معادلات 

اين دسته از الگوريتمها تحت عنوان . اي ثانويه خواهد بودهخواسته
 الي ]5[مراجع . شونديكي شناخته ميسينتهاي رفع افزونگي الگوريتم

  .دهندهايي از تحقيقات اوليه در اين زمينه را نشان مينمونه ]7[
هاي هوش مصنوعي در حل مسئله سينماتيك استفاده از الگوريتم

هايي است كه هاي افزونه از ديگر روشاتمعكوس و طراحي مسير رب
هر و . در دو دهه اخير توسط محققين مورد استفاده قرار گرفته است

روشي را بر مبناي ايده انتخاب مفصل اصلي براي دوران  ]8[همكاران 
سازي روش خود از منطق فازي استفاده آنها براي پياده. پيشنهاد نمودند
را با استفاده از الگوريتم ژنتيك براي  فادهزباني مورد استنموده و قوانين 

نيز با استفاده از روش  ]9[راموس و كويو . مسئله مورد نظر تنظيم نمودند
فازي مسئله سينماتيك معكوس بازوهاي مكانيكي را با هدف اوليه 

اي توان مصرفي حل سازي لحظهتعقيب مسير و هدف ثانويه حداقل
نيز با استفاده از روش فازي مسئله  ]10[آنتونيلي و چيواريني. كردند

در اين حل . سينماتيك معكوس را براي چند وظيفه ثانويه حل كردند
نيز تعقيب مسير هدف اوليه بوده و اهداف ثانويه صرفاً در صورتي امكان 

ژانگ و . يابند كه در تناقض با اهداف اوليه نباشندبرآورده شدن مي
ه عصبي راه حلي را براي حل بر با استفاده از روش شبك ]11[همكاران 

خط سينماتيك معكوس رباتهاي افزونه با اهداف ثانويه اجتناب از حد 
بوكاتايا و همكاران  .فيزيكي مفاصل و حد سرعت مفاصل ارائه نمودند

موبايل  هاي يك كنترلر موقعيت فازي براي رفع افزونگي ربات ]12[
 .معرفي نمودند

لي از اهميت بالايي مبه لحاظ ع ،توزيع بار يكنواخت بين عملگرها
، يكي از موضوعاتي است كه ميتواند به عنوان هدف برخوردار است

منظور از توزيع بار بين عملگرها اينست كه . ثانويه مورد نظر قرار گيرد
از ترك ) تقريباً مساوي(در طي حركت تمامي عملگرها درصد متعادلي 

ضمن اجتناب حداكثري از چنين حركتي . حداكثر خود را اعمال نمايند
اشباع عملگرها موجب افزايش راندمان موتورها و افزايش طول عمر 

اي باشد كه به طور مثال اگر مسير حركت ربات به گونه. شودآنها مي
يك عملگر به دفعات بار نسبي بيشتري را اعمال نمايد خطر از كارافتادن 

بار به عنوان يك  موضوع توزيع.  يابداين عملگر به سرعت افزايش مي
 . خواسته ثانويه توسط محققين متعددي مورد بررسي قرار گرفته است

- روشي را بر مبناي حل شبه معكوس براي حداقل ]7[هولرباخ و سو

در اين روش آنها . اي ترك مصرفي مفاصل پيشنهاد نمودندسازي لحظه
ن تنظيم مقدار ترك مفاصل در نزديكي مقدار متوسط حدود بالا و پايي

روشي  ]13[چونگ ولي . علگرها به عنوان هدف ثانويه در نظر گرفتند
دار سازي موضعي يك نرم مناسب از ترك وزنرا بر مبناي حداقل
روش پيشنهادي آنها نيز از حل شبه معكوس . مفاصل ارائه نمودند

تنگ . كردمعادلات ديناميكي و سينماتيكي ديفرانسيلي ربات استفاده مي
از يك روش شبكه عصبي براي حداقل سازي نرم به  ]14[و همكاران 

نشان  ]15[ژانگ و همكاران . بينهايت ترك عملگرها استفاده نمودند
توان در دادند كه رفع افزونگي در هر دو سطح سرعت و شتاب را مي

ريزي مربعي مقيد با قيود تساوي و نامساوي قالب يك مسئله برنامه
- سپس اين روش را براي حداقل ]16[ژانگ . بندي و حل نمودفرمول

  .هاي مصرفي مفاصل مورد استفاده قرار دادسازي نرم بينهايت ترك
در  كه ،همانطور كه مشخص است حجم قابل توجهي از تحقيقات

اي از آنها اشاره شد، در زمينه رفع افزونگي به طور تنها به گوشه اينجا
ازي ترك عملگرها عام و رفع افزونگي با موضوع توزيع بار و حداقل س

هرچند از، آنجا كه عمده اين . به انجام رسيده و گزارش شده است
تحقيقات عمدتاً بر پايه حل شبه معكوس استوار است عموماً با مشكلاتي 

نياز   -]7[ گزارش شده در مرجع– تكرارپذيري حركت ضعفاز قبيل 
ي ها و حجم بالاي محاسبات و نيز ناپايداربه معكوس سازي ماتريس

  .مواجه هستند -]16[گزارش شده در مرجع –هاي محاسبه شده ترك
اين مقاله روشي را براي توزيع بار متناسب با توجه به مشكلات فوق، 

ها به عنوان بين عملگرها بر پايه اعمال يكدسته معادله خطي بين ترك
ايده اصلي روش بر اين پايه استوار است .  نمايدخواسته ثانويه معرفي مي

-اگر يك تركيب خطي از توزيع بار عملگرها در يك نقطه رضايت كه
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شود كه در آن بخش است حتماً يك همسايگي از آن نقطه يافت مي
همان تركيب خطي از ترك عملگرهابه عنوان قيود نيرويي  اعمال

شود كه شرايط توزيع بار را ارضاء خواهند هايي ميتركموجب اعمال 
  .كرد

مناسب شروع كه ترك اعمالي در آن از توزيع به منظور تعيين نقطه 
يك الگوريتم جستجوي هدفدار براي كاهش قابل قبول برخوردار باشد، 

هايي كه مقدار آنها بيش از محدوده مجاز باشد تحت عنوان ترك
روش پيشنهادي براي يك . ترك ارائه شده استتوزيع  الگوريتم بهبود

شده و نتايج با نتايج يك  اي اجرانمونه ربات سه درجه آزادي صفحه
تايج ارائه شده توسط ا نبشبه معكوس و  حل روش استاندارد بر مبناي

  .مقايسه شده است ]7[هولرباخ و سو 
مطالب اين مقاله در شش بخش ارائه شده است پس از اين مقدمه، 
. روش رفع سينتيكي افزونگي در بخش دوم مورد بحث قرار گرفته است

. پردازدان شرط توزيع بار به فرم قيود نيرويي ميبخش سوم به موضوع بي
سازي براي الگوريتم بهبود ترك در بخش چهارم ارائه شده و نتايج شبيه
گيري مقاله يك مسئله نمونه در بخش پنجم ارائه شده و در نهايت نتيجه

بخشي از مطالب اين مقاله قبلا در  .در بخش ششم مطرح گرديده است
 رائه شده استا ]18[و  ]17[مراجع 

 

  سينتيكي رفع افزونگي -2
nm(R(و  nR∈qفرض كنيم  m <∈X  به ترتيب
اي كار يك ربات هاي مختصات فضاي مفاصل و فضنشان دهنده آرايه
توان به مسئله طراحي مسير براي چنين رباتي را مي. سري افزونه باشند

  :صورت زير تعريف نمود
به قسمي كه  ،t(q(،در فضاي مفاصل تابع زماني مختصاتتعيين "

دد پنجه ربات از يك شرايط اوليه حركت ربات بر اساس آن موجب گر

),( 00 XX ),(به يك شرايط نهايي  & ff XX داد مسير در امت &
  ."حركت نمايد t(X(مطلوب 
ن منظور لازم است معادلات سينماتيك معكوس بازو براي مسير به اي

از رابطه زير محاسبه  qمقدار  مطلوب در فضاي كار حل شود يعني
  :شود

)()( tXqX =  (1) 

توان مسير را با انتگرالگيري به جاي حل معادلات غير خطي فوق مي
به اين . انسيلي ربات به دست آورداز حل معادلات سينماتيك ديفر

  .منظور لازم است معادلات زير حل شوند

)(tXqJ && =  (2) 

) 2(دسته معادلات . نشاندهنده ژاكوبين بازو است nm×Jكه در آن 
ت يك دسته معادلات مجهول اس nمعادله خطي و  mكه نشاندهنده 

همانطور كه . است خنهايت پاسمحسوب گشته كه داراي بي 1تحت معين
در بخش اول ذكر شد براي تعيين يك حل يگانه براي معادلات فوق 

 rسازي يك تابع هدف و يا افزودن هايي نظير بهينهتوان از روشمي
در اين مقاله ما . ويه كمك گرفتهاي ثانمعادله اضافي به عنوان خواسته

به اين . استفاده خواهيم كرد اضافياز روش دوم يعني افزودن معادلات 
 .كنيممنظور يك دسته معادلات قيود نيرويي به فرم زير تعريف مي

αLτ =  (3) 

عملگرها در  ياي بين  ترك هاي اعمالتواند نشاندهنده رابطهكه مي

توانند مي 1r×αو  nr×Lت كميا ) 3(در معادله . شدمسير حركت با
 t(X(و حتي &qو qمقادير ثابت و يا تابع متغيرهاي مسير نظير 

معادله nلازم است از ) 3(و ) 2(براي حل دسته معادلات . باشند
 زماننسبت به ) 2(به اين منظور از معادله  .حركت نيز كمك گرفته شود

  .مشتق گرفته تا رابطه زير حاصل گردد

qJXqJ &&&&&& −= )t(  (4) 

قابل بيان فرم كلي معادله حركت بازو به فرم زير  از سوي ديگر، 
  .است

BτhqM =+&&  (5) 

t,(nn( كه در آن qM اندهنده ماتريس جرم تعميم يافته، نش ×

)t,,(1n qqh -شتاب ناشي از  هاي غيرخطينشاندهنده بردار ترم ×&

t,(nn( كريوليس، جانب مركز و ثقلي بازو و هاي qB يك   ×
كه در غالب موارد با فرض هم موقعيتي  ،ماتريس غيرمنفرد است

تواند به ا با مفاصل و با انتخاب مناسب درجات آزادي ميعملگرده
  .ماتريس واحد تبديل گردد

  
1- under determined 
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-رابطه زير را به دست مي) 3(در معادله ) 5(از معادله  τجاگذاري

  .دهد

hLBαqMLB 11 −− −=&&  (6) 

  توان به صورت زير بازنويسي كردرا مي) 6(و ) 4(مجموعه معادلات 
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rmاين مجموعه معادلات نشاندهنده  معادله ديفرانسيل مرتبه  +
يادآوري اين . دهددو است كه حل آنها مسير مطلوب را به دست مي

mnr نكته لازم است كه با فرض مسير حاصل هم معادلات  =−
سينماتيك معكوس و هم معادلات قيود نيرويي را به طور كامل ارضاء 

  . نمايدمي
ها با توجه به دلخواه  &&qسيري عليرغم وجود حل يگانه براي چنين م

00يط اوليه بدون شرا ,qq 00، كه با استفاده از  & , xx -بدست مي &

تواند اي ميبه عبارت ديگر چينن شرايط اوليه. آيند، يگانه نخواهد بود
با اعمال شرايط سينماتيك معكوس قابل قبول  نهايت حلاز بين بي

هرچند وقتي يك مجموعه شرايط اوليه . اضافي مورد نظر حاصل گردد
از سوي . شود يد ميتول) 7(شد يك مسير واحد بر اساس معادله انتخاب 

منفرد باشد هيچ  Mديگر اين دسته معادلات در نقاطي كه ماتريس 
  . حل قابل قبولي نخواهد داشت

ماتريس  كعلاوه بر نقاط منفرد سينماتيكي ربات كه در آنها رن

 .شودمي Mماتريس  كژاكوبين كاهش يافته و موجب كاهش رن

دچار  Mنقاط ديگري نيز وجود خواهد داشت كه در آنها ماتريس 
توان از آنها به عنوان نقاط منفرد اين نقاط كه مي. شودمي ككاهش رن
يت ربات عقبه مو صرفا توانياد كرد، را نمي ويا منفرد ديناميكي مجازي
پذيري ايجاد امكان بلكه اين نقاطه به نوعي نشان دهنده عدم. ربط داد
در عين رعايت فرم خاص  مطلوب در موقعيت مورد نظر &&qشتاب 

 هولر باخ و اين پديده فيزيكي توسط  .رابطه بين ترك عملگرهاست
شناسايي شرايط فيزيكي كه موجب بروز . نيز گزارش شده است  [7]سو

سبي براي تحقيقات تواند موضوع مناگردد ميچنين نقاط منفردي مي
 . آتي به شمار آيد

تواند مستقيماً به عنوان كنترل مدار باز كه مي) 7(فرم دوگان معادله 
در ) 5(از رابطه  &&qبراي بازو مورد استفاده قرار گيرد از جاگذاري 
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  .است α=0و 
) 8(استفاده از اين دسته معادلات به عنوان قيود نيرويي در معادلات 

كنترل مدار بازي را توليد خواهد كرد كه موجب تعقيب مسير و ارضاء 
هرچند چنين امكاني . يع با رخواهد شدزهمزمان قيد نيرويي مربوط به تو

يعني ) 8(يد چرا كه معمولاً تعداد معادلات آمعمولاً در عمل بوجود نمي
1−n  بيشتر از تعداد درجات افزونگي سيستمmn دو . است −

تواند مورد توجه قرار گيرد كه اولي روش براي حل اين موضوع مي
و حل دستگاه ) 7(در معادلات ) 10(جاگذاري تمامي معادلات دستگاه 

معكوس است و راه حل دوم  شبه حاصل با استفاده از روش 1معين فوق 
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mnبه ) 10(تقليل تعداد معادلات دستگاه  اين دو راه . خواهد بود −
با هم  در بخش پنجم حل در ادامه مورد بحث قرار گرفته و نتايج آنها

 .مقايسه خواهد شد
  
  :حل به روش شبه معكوس -1- 3

) 7(پارتيشن شده  ياينكه سطر اول معادله ماتريسبا توجه به 
نشاندهنده معادلات مربوط به مسير حركت و سطر دوم مبين معادلات 

دار توان به جاي آن دستگاه معادلات وزنمربوط به توزيع نيرو است مي
  معكوس  حل كرد شبه زير را به روش
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معكوس  شبه حل دستگاه فوق به روش. وزن است تابعنشاندهنده  wو
آن نسبت به  &&qنرم دوم خطاي  دهد كهمسير تقريبي را بدست مي

يع بار دقيق را را تعقيب كرده و معادلات توز tX)(ير سپاسخي كه م
به عبارت ديگر چنين پاسخي نه مسير را . ارضاء كند حداقل باشد زني

بلكه هر  دقيق مي شود، توزيع بارمنجر به  كند و نهكاملاً تعقيب مي
وزن  تابعاستفاده از . نمايدكدام از اين دو خواسته را تا حدي ارضاء مي

w شدن نسبي اين دو خواسته را كنترل نمايد تواند ميزان برآورده مي
كوچك موجب تعقيب مسير بدتر و  wبه اين صورت كه انتخاب 

بزرگ موجب تعقيب مسير بهتر و توزيع بار wتوزيع بار بهتر و انتخاب 
به فرم ) 11(معادله از حل  &&qدر اين روش . تر خواهد شدضعيف

hMq ~~ حاصل خواهد شد كه در آن  &&=+

( ) TT MMMM ~~~~ 1−+ معكوس ماتريس جرم  شبه نشاندهنده =
در  wتابع وزن هايي از حل عددي براي مقادير مختلف نمونه. است

  . مقاله ارائه شده استبخش پنجم 
) 7(جه به اينكه پاسخ بدست آمده معادله همانطور كه ذكر شد با تو
كند نه تعقيب مسير در اين روش به صورت را به طور دقيق ارضاء نمي

از آنجا كه معمولاً تعقيب مسير خواسته اوليه و  .شودمين انجامدقيق 
اصلي در مسئله طراحي مسير است حل مسئله نيازمند الگوريتمي است 

صرفاً توزيع بار را به صورت تقريبي را تضمين نموده و تعقيب مسير كه 
اين موضوع از طريق اعمال تعداد كمتري معادله قيد . ارضاء نمايد

كه مستلزم نوعي تقريب در توزيع ) به تعداد درجات افزونگي(نيرويي 
  .بار است ميسر خواهد شد

  

  حل به روش كاهش معادلات قيود-2- 
به  n−1از ) 10(بر مبناي كاهش تعداد معادلات  روشاين 

mn بديهي است كه دسته معادلات كاهش يافته  .استوار است −
به عبارت ديگر در اين . نمي توانندشرايط توزيع بار دقيق را مدل نمايند

فرض  بنا بر اين . شرايط خواسته ثانويه به توزيع بار تقريبي تقليل مي يابد
متوازن نگهداشتن تقريبي توزيع بار بين  يهثانو كنيم كه هدفمي

بعد شده هاي بيبه اين منظور باند قابل قبول براي ترك. عملگرهاست
  .به صورت زير تعريف شود) حداكثر مجاز هر عملگر بر حسب(
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اي آغاز شود ايده اصلي الگوريتم حاضر اينست كه اگر مسير از نقطه
قابل  هايروي مسير دلخواه مستلزم اعمال ترك نقطه كه حركت از آن

آنگاه با توجه به پيوستگي ناشي از شرايط فيزيكي  شداب τ*قبول
بار حركت با توزيع  در يك همسايگي از نقطه مذكورحتماً  ،سيستم

00(نقطه دلخواهبنابراين اگر در يك . خواهد بود ميسر مناسب ,qq & (

نمايد موجب حركت را ارضاء مي) 12( رابطهكه  τ*اعمال ترك 
طول  سيستم روي مسير گردد آنگاه يك همسايگي از نقطه مورد نظر در
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Lτα*توان يافت كه در آن رابطه مسير را مي صادق است كه در  =
mni. به ازا آن −= ,,1 K خواهيم داشت:  
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 )r(بع معكوسي از عرض باند قابل قبول ين همسايگي تاچنطول 
توان حالت خاصي از توزيع بار دقيق را ميدر اين روش . خواهد بود

هرچند . در نظر گرفت ،r=0 ،توزيع بار تقريبي با عرض باند صفر
به معني كوتاه  rبايد به اين نكته توجه داشت كه كوچك كردن 

) 12(ه رابطاي است كه در آن شرط كردن طول همسايگي نقطه اوليه
اين  ولنكته جالب در اين روش اينست كه در ط. شودارضاء مي
معادله  nحل مسئله طراحي مسير به حل يك دستگاه خطي  ،همسايگي

mnي و كمعادلات سينماتي mمركب از  معادله خطي قيد  −
نين ذكر اين نكته نيز لازم است كه در اين همچ. شودنيروي تبديل مي

  .شودروش تعقيب مسير نيز به صورت دقيق انجام مي
) 8(در معادلات ) 13(تعريف شده در معادله αو Lاستفاده از 
ه رابطبراي تعقيب مسير با رعايت شرط مندرج در  لازم كنترلر مدار باز

  .دهدراي توزيع بار را بدست ميب) 12(

 در τ* آنچه در اين الگوريتم نياز به تدقيق بيشتر دارد نحوه محاسبه
شود اولين بار زماني كه حركت آغاز مي اين محاسبهنقطه شروع است 

براي توزيع بار ) 12(و پس از آن نيز هر زمان كه شرط  .الزامي است

كه حركت از آن  ، τ*، شروع مناسبي شرايطت شود لازم اسنقض مي
. در امتداد مسير نيازمند اعمال ترك قابل قبول باشد محاسبه شود

 الگوريتم بهبود«الگوريتم مورد نياز براي اين مسئله كه تحت عنوان 
 .شودناميده خواهد شد در بخش بعد تشريح مي» TMA، ترك توزيع
 

  تركتوزيع بود الگوريتم به -4
هاي عملگرها شرط توزيع بار فرض كنيم در طي مسير يكي از ترك

در اين صورت سعي خواهيم كرد با كاهش مقدار . را نقض نمايد) 12(
شرايطي  بر مبناي آن  ترك اين عملگر و محاسبه ترك ساير عملگرها

در . قرار گيرند قابل قبول ها در باندرا پيدا نماييم كه مجدداً كليه ترك
اينجا توجه به اين نكته لازم است كه تغيير مقدار ترك يك عملگر و به 

 ،εترك، متوسط  شاخص تبع آن ساير عملگرها موجب تغيير مقدار

كاهش  به عبارت ديگر اگر شرايط به نحوي باشد كه. نيز خواهد شد
د وش ير عملگرهااسموجب افزايش احتمالي ترك يك عملگر  ترك
شده و موجب برآورده شدن شرط اضافه ها مقدار متوسط ترك نهايتا

  . گرددتوزيع بار مي

)max(م مقدار به طور مثال فرض كني ij ττ و  ′=′
),,1( ni K=  از حد مجاز بيشتر باشد، بنابراين مقدار آن را با

10ضرب نمودن در يك فاكتور  << k دهيم تا مقدار اهش ميك
  :جديد آن به شكل زير بدست آيد

j
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ساير عملگرها از رابطه  ظر برايناتپس از آن مقادير شتاب و ترك م
  :گرددزير حاصل مي
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 B يسام ماترjماتريسي است كه از حذف ستون  ~B  ه در آنك
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از ماتريس ام jنشان دهنده ستون در معادلات فوق  jBعبارت 
B15(توجه به اين نكته ضروري است كه دستگاه معادلات  .است (

12معادله و mn+−1حاوي  −n   مجهول است كه حل آن با
 :آيداستفاده از روش شبه معكوس به صورت زير به دست مي

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

′−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−× qJX
h

OJ
BM

τ
q

&&&&

&&

)t(

~

~
)1n(m

 (17) 

ست، حل به روش شبه معين اتحت ) 17(با توجه به اينكه معادلات 
پس از محاسبه . دداخواهد  نرم بدست حداقل معكوس پاسخ دقيق داراي

τ ها با باند قابل قبول براي ترك) 17(و ) 14(با استفاده از معادلات
پس . شودمحاسبه مي) 12(جديد و بر اساس معادله τاستفاده از مقدار 

نماييم كه آيا ن مجدداً بررسي مياز اي
∞
′τ داخل باند قابل قبول قرار

گرفته است؟ در صورتي كه پاسخ منفي بود همين الگوريتم براي 
اين كار . تكرار خواهد شد) 17(و ) 14(جديد از معادلات τمحاسبه 

يابد و ا صدق نمايد ادامه مير) 12(تا زماني كه ترك عملگرها نامساوي 
براي ادامه محاسبات بر τ*پس از آن ترك بدست آمده به عنوان 

  .شودگفته شد به كار گرفته مي 2-4اساس آن چه در بخش 
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توان كل الگوريتم طراحي مسير را به صورت زير بر اين اساس مي
   .خلاصه نمود

00يك مجموعه شرايط اوليه  -1 ,qq را با استفاده از  &
00مطابق با ) 2(، )1(معادلات  , XX را بر حسب  &&0q و &

0X&&  نماييد محاسبه )4(از معادله.  
 .محاسبه نماييد) 5(نظير را با استفاده از معادله 0τمقدار  - -2
ها، اصلاح را با استفاده از الگوريتم بهبود ترك0τر مقدا -3

*نموده تا ترك 
0τ نمايد كه شرط توزيع بار را ارضاء مي

 .محاسبه گردد
محاسبه ) 13(را با استفاده از معادلات αو Lمقادير  -4

 .نماييد
ر باز را با يا كنترل مدا- )7(با استفاده از معادله مسير را  -5

محاسبه نماييد تا جايي كه يكي از  -)8( استفاده از معادلات
 .ها شرط توزيع بار را نقض نمايدترك

 .تكرار كنيد تا مسير كامل شود را 5الي  3هاي قدم
  
  شبيه سازي عددي -5

احي مسير يك ربات هاي پيشنهادي براي طردر اين بخش الگوريتم
مشخصات فيزيكي . اي سه درجه آزادي به كار گرفته خواهد شدصفحه

  :نشان داده شده عبارتند از) 2(ربات كه شماتيك آن در شكل 

[ ] )m.N(62454

)m(1l,)m(1l,)m(1l
)kg(10m,)kg(10m,)kg(10m

T
321

321

=

===
===

maxτ

 

به صورت زير تعريف  x‐yمسير مطلوب پنجه ربات در صفحه افقي 
  .شده است

( )

⎩
⎨
⎧

≤<−−−
<≤−+

=

⎩
⎨
⎧

≤<+−−
<≤+

=

T2tT;6142.0t8944.0t5.0
Tt0;21t5.0)t(y

T2tT;2142.1t8944.0t5.0
Tt0;2t5.0tx

2

2

2

2

  

] كه در آن ] (deg)13513545 T−−=0q  و

0=0q&   و( )sT   .اختيار شده اند  =2.0

  
  ايشماتيك يك ربات سه در جه آزادي صفحه -2شكل 

  
 ،سنجي و نيز ايجاد امكان مقايسه نتايجپذيري صحتبه منظور امكان

 اخ و سومطرح شده توسط هولرب يمثال فوق مشابه مثال عددپارامترهاي 
 . انتخاب شده است ]7[

  
  :الگوريتم شبه معكوس -1- 5

مسير طراحي شده بر اساس الگوريتم شبه معكوس معرفي شده در 
و انحراف پنجه از مسير ) 3(در شكل  w=2.1به ازاء ) 1-4(بخش 

بعد نيز مقدار ترك بي) 5(شكل . اندارائه شده) 4(مطلوب نيز در شكل 
ها پيداست همانطور كه از شكل. دهدحداكثر مجاز را نشان مي شده با

اند هرچند عدم تعقيب مسير و توزيع بار به صورت تقريبي انجام شده
مشخص گرديده به عنوان يك ) 4(دقت در تعقيب مسير كه در شكل 

دو شاخص اصلي . نقطه ضعف اساسي در اين روش مشهود است
و شاخص  ،ε، ترك طيعني شاخص متوسچگونگي توزيع بار 

متوسط اند شاخص نشان داده شده) 6(نيز در شكل  ،β، انحراف ترك
انحراف تعريف مي شود و شاخص ) 12(ترك مطابق رابطه ذيل معادله 

  شود به صورت زير تعريف مياز مقدار متوسط نيز ترك 

( )
2
1

n

1i

2
i

n

1i

2
i

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

τ′

µ−τ′
=β

∑

∑

=

=  (18) 

 كه در آن ∑
=

τ′=µ
n

1i
in

1
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مسير طراحي شده در فضاي مفاصل با استفاده از الگوريتم شبه  -3شكل 

  معكوس
  
  الگوريتم بهبود توزيع ترك -2- 5

مسير طراحي شده براي مسئله مورد نظر و نيز مقدار انحراف پنجه از 
- نتظار ميهمانطور كه ا. اندنشان داده شده) 8(و ) 7(هاي مسير در شكل

رفت نتايج روش حاضر در بعد تعقيب مسير به مراتب بهتر از الگوريتم 
 r=23.0مقدار انديس خلاصي در اين مسئله برابر . اول بوده است

  
مسير طراحي  –انحراف پنجه ربات از مسير مطلوب در فضاي كار  -4شكل 

  شده بر اساس الگوريتم شبه معكوس
  

  

مسير طراحي شده بر  –بعد شده مفاصل هاي بييخچه زماني تركتار -5شكل 
  اساس الگوريتم شبه معكوس

  

  
هاي بي بعد و انحراف ترك، ε ،بعد مفاصلمقادير متوسط ترك بي -6شكل 

  حل بر اساس الگوريتم شبه معكوس، β ،از مقدار متوسط
  

بعد شده در طول مسير هاي بيمقادير ترك. ده استدر نظر گرفته ش
ها از و شاخص انحراف ترك εو مقادير متوسط ترك ) 9(در شكل 

مقايسه نتايج اين . اندنشان داده شده) 10(در شكل  βمقدار متوسط 
نه تنها تعقيب نمايد كه الگوريتم با الگوريتم شبه معكوس مشخص مي

رفي نيز كاهش پيدا كرده صمسير بهبود يافته بلكه مقدار متوسط ترك م
 . است

  
  بهبود ترك مسير طراحي شده در فضاي مفاصل با استفاده از الگوريتم 7شكل 
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مسير طراحي شده  –انحراف پنجه ربات از مسير مطلوب در فضاي كار  -8شكل

  بهبود ترك بر اساس الگوريتم
  

  
مسير طراحي شده بر  –بعد شده مفاصل هاي بيتاريخچه زماني ترك -9شكل

  بهبود ترك اساس الگوريتم
  

  
هاي بي بعد و انحراف تركεبعد مفاصل مقادير متوسط ترك بي -10شكل 

  ترك توزيع بهبود حل بر اساس الگوريتمβاز مقدار متوسط 
  

مقدار روشن نمودن اثر الگوريتم بهبود توزيع ترك،  به منظور
 ،β، هاو شاخص انحراف ترك، ε ،رفيصمتوسط ترك مشاخص 

ستون اول جدول نقاطي را . اندارائه شده) 1(در طول مسير در جدول 

مقادير دهد كه در آن الگوريتم بهبود ترك عمل نموده و نشان مي
هاي بين مقادير مندرج در ستون اول در زمان . اندها اصلاح شدهترك

mnطراحي مسير بر اساس اعمال  . قيد نيرويي انجام گرفته است −
ها نه فقط نكته جالب در مورد نتايج اينست كه الگوريتم بهبود ترك

لكه در برخي موارد مقدار متوسط ترك دهد برا كاهش مي βمقدار 
 .دهدرا نيز كاهش مي، ε، مصرفي 

  
قبل و )   β(و شاخص انحراف ترك )  ε(مقادير ترك متوسط  -1جدول 

  بعد از اجرا الگوريتم بهبود ترك
   قبل  بعد

βε  β  ε  Time 
0.2140.3130.449 0.318 0 
0.2050.3140.219 0.313 0.025 
0.1940.3140.204 0.315 0.055 
0.1850.3140.195 0.314 0.074 
0.1760.3140.187 0.314 0.089 
0.1690.3150.180 0.315 0.104 
  

نقش  ، r، همانطور كه قبلاً توضيح داده شده شاخص خلاصي 
و نيز طول مسير محاسبه ، β، ها اي بر شاخص انحراف تركعمده

براي نشان دادن اين . ها داردشده قبل از نياز به اصلاح مجدد ترك
براي شرايط اوليه مثال مورد نظر بر اساس βموضوع مقادير مختلف 

مقدار شاخص ) 2(جدول . محاسبه شده است rمقادير متفاوت 
ها را نشان هاي محاسبات ترك براي بهبود تركانحراف و نيز تعداد قدم

ب افزايش موجrهمانطور كه از نتايج مشخص است افزايش . دهدمي
افزايش (قت توزيع بار دسرعت الگوريتم بهبود ترك به قيمت كاهش 

β (شده است.  
  

هاي لازم براي اجراي الگوريتم بهبود ترك و شاخص مقدار قدم -2جدول 
  هاي قابل قبولانحراف ترك از مقدار متوسط به عنوان تابعي از عرض باند ترك

β  
 r تعداد قدم محاسبات

0.3476 9 0.40 

0.3040 13 0.35 

0.2624 17 0.30 

0.2234 21 0.25 

0.1965 24 0.20 

0.1646 28 0.15 
  

مقدار انحراف پنجه از مسير و شاخص ) 12(و ) 11(هاي شكل
در مقايسه با الگوريتم  wها را به ازاء مقادير مختلف انحراف ترك
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 wرود افزايش همانطور كه انتظار مي. دهدها نشان ميبهبود ترك
- مي توزيع بارقت دهزينه كاهش  در قبال موجب بهبود تعقيب مسير

ها نتايج بهتري در تعقيب از سوي ديگر الگوريتم بهبود ترك. گردد
- نه افزايش نسبي حجم محاسبات ارائه ميمسير و توزيع بار در مقابل هزي

 .نمايد

  
با روش  روش شبه معكوس دراثر تابع وزن بر خطاي مسير  مقايسه-11شكل 

 (TMA)بهبود ترك 
  

ها را با نتايج نتايج الگوريتم بهبود ترك) 14(و ) 13(هاي شكل
  . دهدنشان مي ]7[ حاصل از سه روش ارائه شده در مرجع

  

  
روش شبه  –ها از مقدار متوسط وزن بر انحراف ترك اثر تابع -12شكل 

  معكوس
  

همانطور كه از نتايج مشخص است روش پيشنهادي در اين مقاله 
را ، β، و شاخص انحراف ترك  ،ε، مقادير متوسط ترك عملگرها

از . بخشيده استنسبت به نتايج ارائه شده توسط هولرباخ و سو بهبود 
هاي پيشنهادي هولرباخ و سو نيز توزيع بار را به عنوان آنجا كه روش

تعقيب مسير  كيفيتاي در اختلاف عمده. اندوظيفه ثانويه لحاظ كرده
  شودمشاهده نمي

  گيرينتيجه -6
كنترل (اين مقاله روشي را براي طراحي مسير و محاسبه ترك لازم 

ونه بر اساس هدف ثانويه توزيع بار بين براي يك ربات افز) مدار باز
دو الگوريتم براي حل مسئله فوق بر مبناي . نمايدعملگرها ارائه مي

اند كه الگوريتم اول از روش استاندارد حل اعمال قيود نيرويي ارائه شده
 الگوريتم دوم كه دستاورد اصلي اين. نمايدشبه معكوس استفاده مي

  
هاي ارائه شده در مرجع بهبود ترك با نتايج روشمقايسه نتايج روش  -13شكل 

  براي مقدار متوسط ترك مصرف ]7[
  

  
هاي ارائه شده در مرجع مقايسه نتايج روش بهبود ترك با نتايج روش -14شكل 

  براي شاخص انحراف ترك از مقدار متوسط ]7[
  

گردد بر مبناي يك روش بديع براي بهبود ترك مطالعه محسوب مي
نتايج اين الگوريتم با الگوريتم اول و نيز نتايج . شده است گذاريپايه

ارائه شده توسط ساير محققين در حل مسئله طراحي مسير براي يك 
اي مقايسه شده است كه نشان از توانايي ربات سه درجه آزادي صفحه

رود حل مسئله همانطور كه از روابط انتظار مي. الگوريتم پيشنهادي دارد
نقاط منفرد سينماتيكي، ربات را با نقاط منفرد ديگري  حاضر علاوه بر

كه قبلاً نيز توسط محققين گزارش شده است و از آن به عنوان نقاط 
حجم كم . نمايدشود مواجه ميمجازي و يا نقاط منفرد ديناميكي ياد مي
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سازي بر خط آن را در صورت محاسبات براي الگوريتم حاضر پياده
  ..سازداط منفرد ديناميكي ميسر ميرفع مشكلات ناشي از نق
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