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 (x/x/xx13، تبسيخ پزيشش ٔمبِٝ x/x/xx13مبِٝ )تبسيخ دسيبفت ٔ 

 

-ٞبي چٙذػبّٔي خغي ٘بٍٕٞٗ ٚ تحت ٌشاف استجبعبت خٟتدس ايٗ ٔمبِٝ، ثٝ ٔغبِؼٝ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ سيستٓ: چکيده

ٞبيي وٝ ثٝ تٙظيٓ خشٚخي داس، ثش اسبس لبِت تٙظيٓ خشٚخي ٚ ثب استفبدٜ اص فيذثه خشٚخي پشداختٝ ضذٜ است. ثب ايذٜ ٌشفتٗ اص پژٚٞص

ٞبي سشدستٝ ثٝ غٛست سيستٓ خبسخي ثب ديٙبٔيه ٞبي چٙذػبّٔي ثب ٚخٛد ػبُٔ سشدستٝ دس حٛصٜ سضبيت خٕؼي پشداختٝ ا٘ذ، ػبُٔسيستٓ

است. خٟت  يبفتٝ استفبدٜ ضذٜوٙٙذٜ ثشاي ٞش ػبُٔ پيشٚ، اص فيذثه خشٚخي ديٙبٔيىي تٛصيغا٘ذ. دس عشاحي وٙتشَيىسبٖ دس ٘ظش ٌشفتٝ ضذٜ

حُ ٔسئّٝ اص خغبي وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثٟشٜ ٌشفتٝ ضذٜ است وٝ ايٗ أش، أىبٖ دس ٘ظش ٌشفتٗ ثيص اص يه ػبُٔ سشدستٝ سا دس 

ٞبي اغلاح ضذٜ تٙظيٓ خشٚخي ثٝ حُ ٔسئّٝ پشداختٝ ضذٜ است. يه ٔجحث تٙظيٓ خشٚخي فشاٞٓ سبختٝ ٚ دس ٟ٘بيت، ثب استفبدٜ اص سٚش

 ثبضذ.وٙٙذٜ ٔيوٙٙذٜ پيطٟٙبدي ا٘دبْ يبفتٝ، وٝ حبوي اص ػّٕىشد ٔٙبست وٙتشَدي ٘يض خٟت اسصيبثي ػّٕىشد وٙتشَسبصي ػذضجيٝ

 ٞبي غيشيىسبٖ، تٙظيٓ خشٚخي، فيذثه خشٚخي. وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ، ػبُٔکلمبت کليدي: 

Containment Control of Linear Multi-Agent Systems with Non-

Identical Agents Using Dynamic Output Feedback 

Hamed Haghshenas, Mohammad Ali Badamchizadeh, Mahdi Baradarannia 

 

Abstract: In this paper, we study the containment control problem of heterogeneous linear 

multi-agent systems under directed topology based on output regulation framework and using 

output feedback control. Motivated by leader-follower output regulation problems, the leaders are 

assumed to be exosystems with identical dynamics. In controller design approach for each follower, 

we utilize a distributed dynamic output feedback control scheme. To achieve the objective of this 

work we utilize the containment error, which enables us to consider more than one leader in output 

regulation framework and to use output regulation techniques with some modifications to solve the 

containment problem. Finally, the validity of theoretical results are demonstrated through an 

example. 
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 مقدمه -1

ثٝ دِيُ وبسثشدٞبي ٚسيؼي وٝ دس  1ٞبي چٙذػبّٔي أشٚصٜ سيستٓ

خٕؼي حيٛا٘بت، آسايص ٞٙذسي ٞٛاپيٕبٞب،  سبصي سفتبس دستٝ ٔذَ

سبصي  ٌش، تدسس ٘ظبٔي، ػّٕيبت ٘دبت ٚ حتي ٔذَ ٞبي حس ضجىٝ
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[. 2، 1] خٛأغ ا٘سب٘ي داس٘ذ، ٔٛسد تٛخٝ ثسيبسي اص ٔحممبٖ لشاس داس٘ذ

ثبضذ وٝ ٔي 2ٞبي چٙذػبّٔي، سضبيت خٕؼياغّي سيستٓيىي اص ٔجبحث 

ٞبي ثذٖٚ ػبُٔ سشدستٝ ٔٛسد ثشسسي لشاس ٌشفتٝ دس اثتذا ثشاي سيستٓ

تٛا٘ٙذ يه ٞب ٔي[. سپس، ثب تٛخٝ ثٝ ايٙىٝ ٌشٚٞي اص ػب2ُٔ، 1است ]

ٞبيي ثب ٚخٛد ػبُٔ سشدستٝ سيٍٙبَ ٔشخغ سا تؼميت وٙٙذ، ثشاي سيستٓ

 [.3] شفتٝ استٔٛسد ٔغبِؼٝ لشاس ٌ

ٞبي چٙذػبّٔي اص خّٕٝ ٞبي اخيش، تٙظيٓ خشٚخي سيستٓدس سبَ

ٔجبحثي ثٛدٜ است وٝ دس حٛصٜ سضبيت خٕؼي ٔٛسد تٛخٝ ٔحممبٖ لشاس 

ٌشفتٝ است. ثشاي ٔثبَ، سضبيت خٕؼي خشٚخي ثذٖٚ ػبُٔ سشدستٝ ثشاي 

[ 4] ثش اسبس اغُ ٔذَ داخّي دس 3ٞبي چٙذػبّٔي خغي ٘بٍٕٞٗسيستٓ

ٞبي ٕٞچٙيٗ، تٙظيٓ خشٚخي سيستٓ ٔغبِؼٝ لشاس ٌشفتٝ است.ٔٛسد 

دس ٘ظش  4اي وٝ ثٝ غٛست يه سيستٓ خبسخيچٙذػبّٔي ثب ػبُٔ سشدستٝ

ٌشفتٝ ضذٜ، دس ٔشاخغ ٔختّفي ٔٛسد ثحث لشاس ٌشفتٝ است، وٝ ثشاي ٔثبَ 

ٞبي چٙذػبّٔي  ، ثٝ تحّيُ سيستٓ]17[[ اضبسٜ وشد. دس 6، 5] تٛاٖ ثٝٔي

ٞب پشداختٝ ضذٜ وٝ  تٙظيٓ خشٚخي ٚ سفتبس ٌزساي ػبُٔ خغي ثش اسبس

 سجت ثٟجٛد سفتبس ٌزساي سيستٓ ضذٜ است. 

ٞبي چٙذػبّٔي، وٙتشَ ٔحذٚد  ٞبي ٟٔٓ وٙتشَ سيستٓ يىي اص ضبخٝ

است ٚ   ثبضذ وٝ اص چٙذيٗ پذيذٜ عجيؼي اِٟبْ ٌشفتٝ ضذٜ  ٔي 5ٍٟ٘ذاس٘ذٜ 

ثبضذ. ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ،  داضتٝ  تٛا٘ذ ٞبي ػّٕي ثب إٞيت ٚ ٔختّفي ٔي وبسثشد

ٞبي وشْ اثشيطٓ ٘ش اص عشيك فشٖٚٔٛ  است وٝ پشٚا٘ٝ ٔطبٞذٜ ضذٜ 

ٞبي وشْ  پشٚا٘ٝ 6ضذٜ تٛسظ خٙس ٔبدٜ، ثٝ سٕت پٛش ٔحذة پخص

[. ثشاي يه سيستٓ چٙذػبّٔي، وٙتشَ 7] ضٛ٘ذ اثشيطٓ ٔبدٜ خزة ٔي

ي ٞش ػبُٔ يبثذ وٝ ثتٛاٖ لبٖ٘ٛ وٙتشِ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ٚلتي تحمك ٔي

ٞبي پيشٚ دس ٟ٘بيت، ثٝ پٛش ٔحذة  پيشٚ سا عٛسي عشاحي وشد وٝ ػبُٔ

ٞبي سشدستٝ ٞذايت ضٛ٘ذ. يه ٕ٘ٛ٘ٝ اص  ايدبدضذٜ تٛسظ ػبُٔ

وبسثشدٞبي وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ، ايدبد فضبي أٗ تٛسظ ٌشٚٞي اص 

خغش ٚ حسبس  ٞب خٟت حفبظت ٌشٚٞي ديٍش ٚ يب ا٘تمبَ ٔٛاد پش سثبت

ػٙٛاٖ سشدستٝ ٔؼشفي    ٞب ثٝ دس ايٗ ٔٛسد، ٌشٚٞي اص ػبُٔ ثبضذ. ٔي

ضٛ٘ذ ٚ ٚظيفٝ ٔطخع وشدٖ پٛش ٔحذة أٗ سا داس٘ذ. ثب اػٕبَ  ٔي

ٞبي پيشٚ وٝ ثبيذ ٔٛسد  وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثٝ چٙيٗ سيستٕي، ػبُٔ

خغش ٚ حسبس سا داس٘ذ، ثٝ  حفبظت لشاس ٌيش٘ذ ٚ يب ٚظيفٝ ا٘تمبَ ٔٛاد پش

است، ٞذايت  ٞبي سشدستٝ ايدبد ضذٜ  ٝ تٛسظ ػبُٔپٛش ٔحذثي و

ٞبي پيشٚ تدٟيضات اضبفي  ضٛ٘ذ. دس ٘تيدٝ، لاصْ ٘خٛاٞذ ثٛد وٝ ػبُٔ ٔي

 [.8] ٌشٞبي تطخيع ٔٛا٘غ ٚ ٘مبط پشخغش ٔدٟض ثبضٙذ داضتٝ ٚ يب ثٝ حس

ٞب ثب  ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثشاي ٌستشٜ ٚسيؼي اص سيستٓ

ٗ ٚ اتفبلي ٔٛسد ٔغبِؼٝ لشاس ٌشفتٝ است. ثشاي ديٙبٔيه غيشخغي، ٘بٔؼي

ٞبي غيشخغي اتفبلي ٚ ثب استفبدٜ اص  ، ايٗ ٔسئّٝ ثشاي سيستٓ]18[ٔثبَ دس 

سٚش ثبصٌطت ثٝ ػمت ثشسسي ضذٜ است.  ٕٞچٙيٗ، ٔغبِؼبتي وٝ تبوٖٙٛ 

ٞبي  ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ا٘دبْ ٌشفتٝ، غبِجب ثش سٚي سيستٓ دس حٛصٜ وٙتشَ ٔحذٚد 

ا٘ذ. دس  ٞبيي ثب ديٙبٔيه يىسبٖ ثٛدٜ اص ػبُٔچٙذػبّٔي ٔتطىُ 

ٞب  وبسثشدٞبي ػّٕي ثٝ دِيُ ضشايظ ٔختّف ٚ ليذٞبيي وٝ ثش سٚي ػبُٔ

تٛا٘ذ ٔتفبٚت اص ٞٓ ثبضذ. ديٙبٔيه  ٞب ٔي ٚخٛد داسد، ديٙبٔيه ػبُٔ

دٞذ. ثذيٗ  پزيشي سيستٓ سا ٘يض افضايص  تٛا٘ذ ا٘ؼغبف ٞب ٔي  ٔتفبٚت ػبُٔ

ٞبي ٔختّف داسد ٘سجت ثٝ  ٞبيي ثب ديٙبٔيه ػبُٔ ٔؼٙي وٝ، سيستٕي وٝ

تٛا٘ذ  تش ٚ وبسايي ثبلاتشي ٔي ٞبي يىسبٖ، اٞذاف ٚسيغ سيستٕي ثب ػبُٔ 

ٞبي  ثبضذ. ثٝ ٕٞيٗ خٟت، ٔغبِؼٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ سيستٓ داضتٝ 

[، وٙتشَ 9] ثبضذ. دس يىسبٖ داساي إٞيت ٔي چٙذػبّٔي ثب ديٙبٔيه غيش

يىسبٖ دس دٚ حبِت ثشسسي ضذٜ  ٞبي غيش ذٜ ثشاي ػبٍُٟٔ٘ذاس٘ ٔحذٚد 

ٌيش ٔشتجٝ اَٚ ٚ  ٞبي سشدستٝ ا٘تٍشاَ است. دس حبِت اَٚ، ديٙبٔيه ػبُٔ 

است. دس ايٗ  ٌيش ٔشتجٝ دْٚ فشؼ ضذٜ  ٞبي پيشٚ، ا٘تٍشاَ ديٙبٔيه ػبُٔ

است. دس حبِت دْٚ،  حبِت، ٚسٚدي وٙتشِي ثٝ غٛست خغي ٔؼشفي ضذٜ 

خغي ثشاي تحمك  ٚ لبٖ٘ٛ وٙتشِي غيش  فشؼ ضذٜٔؼىٛس حبِت اَٚ 

است. ثشاي   ٔحذٚد ٔؼشفي ضذٜ غٛست صٔبٖ ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثٝ  وٙتشَ ٔحذٚد 

است.  آٔذٜ   دست ايٗ حبِت، ضشايظ لاصْ ٚ وبفي ثشاي حُ ٔسئّٝ ثٝ 

ٞبي  [ ٘يض ثٝ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ سيست11ٓ، 10ٔشاخغ ]

ٞبي  [، ايٗ ٔسئّٝ ثشاي ٌشٚٞي اص ػب11ُٔا٘ذ. دس ] چٙذػبّٔي پشداختٝ

غيشيىسبٖ ثب ديٙبٔيه غيشخغي ٚ ضبُٔ پبسأتشٞبي ٘بٔؼيٗ، ثب استفبدٜ اص 

[، ٔحذٚديتي ثش سٚي 11وٙتشَ تغجيمي ثشسسي ضذٜ است. ٕٞچٙيٗ دس  ]

ٞبي ٔٛسد  ٌشاف استجبعبت سيستٓ فشؼ ضذٜ است وٝ ٌستشٜ سيستٓ

وٙٙذٜ ثش اسبس وٙتشَ  حي وٙتشَعشا [،11دس  ]وٙذ.  ثحث سا ٔحذٚدتش ٔي

 تغجيمي ثٛدٜ است. 

وٙٙذٜ فيذثه حبِت، فشؼ ثش ٞبي عشاحي وٙتشَاص عشفي دس سٚش

ثبضٙذ. دس غٛستي وٝ ايٗ است وٝ وّيٝ ٔتغيشٞبي حبِت دس دستشس ٔي

ٌيشي ٞش يه اص ٔتغيشٞبي حبِت لاصْ است وٝ يه دس ػُٕ ثشاي ا٘ذاصٜ

ٝ ٕ٘ٛد وٝ ٔستّضْ ٞضيٙٝ صيبدي است. اص ٌيشي تؼجيٌش ٚ سيستٓ ا٘ذاصٜحس

ٞبي سيستٓ ٕٞيطٝ دس دستشس ٘يستٙذ سٚ دس وبسثشدٞبي ػّٕي، حبِت ايٗ

تٛاٖ دستشسي داضت. دس چٙيٗ ٔٛالؼي، ٞبي سيستٓ ٔيٚ فمظ ثٝ خشٚخي

وٙٙذٜ ثش اسبس پزيش ٘جٛدٜ ٚ عشاحي وٙتشَاستفبدٜ اص فيذثه حبِت أىبٖ

[، وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ 10دس ] ثبضذ.فيذثه خشٚخي ٔغّٛة ٔي

ٞبي چٙذػبّٔي خغي ٘بٍٕٞٗ ثب استفبدٜ اص فيذثه حبِت ثشسسي سيستٓ

 ضذٜ است.

-ٞذف ايٗ ٔمبِٝ، حُ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثشاي سيستٓ

ٞبي چٙذػبّٔي خغي ثب ديٙبٔيه غيشيىسبٖ، تحت ٔجحث تٙظيٓ خشٚخي 

ٞبيي وٝ ب ايذٜ ٌشفتٗ اص پژٚٞصثبضذ. ثٚ ثب استفبدٜ اص فيذثه خشٚخي ٔي

ٞبي چٙذػبّٔي ثب ٚخٛد ػبُٔ سشدستٝ دس حٛصٜ ثٝ تٙظيٓ خشٚخي سيستٓ

ٞبي سشدستٝ سا ثٝ غٛست سضبيت خٕؼي پشداختٝ ا٘ذ، ديٙبٔيه ػبُٔ

[ وٝ دس آٖ ديٙبٔيه ثيٗ 9] ٌيشيٓ. دس ٔمبيسٝ ثبسيستٓ خبسخي دس ٘ظش ٔي

ٔيه ثيٗ پيشٚٞب يىسبٖ است، دس ٞب ٔتفبٚت است أب ديٙبپيشٚٞب ٚ سشدستٝ

ايٗ ٔمبِٝ ديٙبٔيه پيشٚٞب ثب يىذيٍش ٘يض ٔتفبٚت دس ٘ظش ٌفتٝ ضذٜ است. 

[ وٝ دس آٖ اص فيذثه حبِت ثٟشٜ ٌشفتٝ ضذٜ، دس ايٗ 10دس ٔمبيسٝ ثب ]

وٙٙذٜ ثش اسبس فيذثه خشٚخي خٛاٞذ ثٛد. ٕٞچٙيٗ، ٔمبِٝ عشاحي وٙتشَ

خشٚخي ثٝ ٔٙظٛس دس ٘ظش ٌشفتٗ  ثب اغلاح خغبي ٔشسْٛ دس ٔجحث تٙظيٓ

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
95

.1
0.

4.
1.

7 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-1

1-
18

 ]
 

                             2 / 11

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1395.10.4.1.7
https://joc-isice.ir/article-1-226-fa.html


16 

 

 استفبدٜ اص فيذثه خشٚخي ديٙبٔيىي ٞبي غيشيىسبٖ ثبٞبي چٙذػبّٔي خغي ٔتطىُ اص ػبُٔوٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ سيستٓ

 ٘يبصادٜ، ٟٔذي ثشادساٖػّي ثبدأچيضٙبس، ٔحٕذحبٔذ حك
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ٞبي ٔٛخٛد دس حٛصٜ تٙظيٓ خشٚخي ثيص اص يه ػبُٔ سشدستٝ، اص سٚش

ضٛد. دس تحّيُ ثشاي حُ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ استفبدٜ ٔي

ثٙذي خغبي وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثش اسبس ٔبتشيس ٔسئّٝ اص فشَٔٛ

kH ضذٜ ٞبي اغلاحضٛد تب ثتٛاٖ اص سٚشسجت ٔي ضٛد وٝاستفبدٜ ٔي

 تٙظيٓ خشٚخي خٟت حُ ٔسئّٝ ثٟشٜ ٌشفت.

ٔمبِٝ حبضش دس ضص ثخص تٙظيٓ ضذٜ است. دس ثخص دْٚ ٔفبٞيٕي 

اص ٘ظشيٝ ٌشاف ٚ تؼبسيف ٚ ٕ٘بدٞبي استفبدٜ ضذٜ دس ٔمبِٝ اسائٝ ضذٜ 

ؼشفي است. ثخص سْٛ ثٝ ثيبٖ ٔسئّٝ پشداختٝ ٚ سيستٓ ٔٛسد ٔغبِؼٝ سا ٔ

وٙٙذٜ پيطٟٙبدي اسائٝ ضذٜ ٚ ٔفبٞيٓ اغّي وٙذ. دس ثخص چٟبسْ وٙتشَٔي

وٙٙذٜ پيطٟٙبدي، يه ضٛد. خٟت اسصيبثي ػّٕىشد وٙتشَٔمبِٝ ثيبٖ ٔي

ضٛد. دس سبصي ػذدي ٘يض ا٘دبْ ٌشفتٝ وٝ دس ثخص پٙدٓ اسائٝ ٔيضجيٝ

 ٟ٘بيت، ٘تبيح ٔمبِٝ ٚ وبسٞبي پژٚٞطي آيٙذٜ ثيبٖ ضذٜ است.

 

 

 نظري هبي‌پبيه -2

 [(12)] ٌشاف ٘ظشيٝ -2-1

ٞب دس يه سيستٓ چٙذػبّٔي اص سبصي استجبط ثيٗ ػبُٔثشاي ٔذَ

 nثشاي يه سيستٓ چٙذػبّٔي ٔتطىُ اص  ضٛد.ٞب استفبدٜ ٔيٌشاف

ٛسظ  تٛا٘ذ ت ٔي Gداس ٔتٙبظش  داس يب غيشخٟت ػبُٔ، ٌشاف خٟت

( , )V E  ٖ1,2}دادٜ ضٛد، وٝ  ٘طب,..., }nV ٜٞب ٚ  ٔدٕٛػٝ ٌش

 E V V َغٛست  ثبضذ. يبِي وٝ ثٝ  ٞب ٔي ٔدٕٛػٝ يب( , )i j E 

ػبُٔ ثٝ اعلاػبت   أيjٗضٛد ثٝ ايٗ ٔؼٙي است وٝ  دادٜ ٔي ٕ٘بيص 

i ُٔأيٗ ػبُٔ دستشسي داسد ٚ ٕٞچٙيٗ، ػبi  ُٔيه ٕٞسبيٝ ػبj 

، j  تٛاٖ ٌفت وٝ ٔدٕٛػٝ ٕٞسبيٍبٖ ػبُٔ ثبضذ. ثٙبثشايٗ، ٔي ٔي

 وٙذ. ٞب دسيبفت ٔي اعلاػبت سا اص آٖ j ػبُٔثبضٙذ وٝ  ٞبيي ٔي ػبُٔ

)داس ٌٛيٙذ اٌش  سا غيشخٟت Gٌشاف  , )i j E ،( , )j i E  سا

ٞب  اي اص ٌشٜ سضتٝ jثٝ ٌشٜ  i داس اص ٌشٜ خٟت ايدبة وٙذ. يه ٔسيش 

عٛسي  يبثذ، ثٝ  پبيبٖ ٔي jضٛد ٚ دس ٌشٜ  ضشٚع ٔي iثبضذ وٝ ثب ٌشٜ  ٔي

)غٛست  ٞبي ٔتٛاِي ٔيب٘ي ثٝ  وٝ ٌشٜ , ),( , ),...,( , )i p p q r j  ٔدبٚس

ثٙذ ٌٛيٙذ اٌش ثشاي ٞش خفت  داس سا لٛيبً ٞٓ ثبضٙذ. يه ٌشاف خٟت

]غٛست  ٞبي ٔتفبٚت ثٝ  ٔشتت اص ٌشٜ , ]i jداسي اص ٌشٜ  ، ٔسيش خٟت

i  ٜثٝ ٌشj  ثبضذ.  داضتٝ  ٚخٛد 

]  ٔبتشيس ٔدبٚست ] n n

ija  A  ٔتٙبظش ثب ٌشافG  ٝث

0ijaضٛد وٝ  اي تؼشيف ٔي ٌٛ٘ٝ   اٌش( , )j i E، 0iia  دس ٚ ،

0ijaغيش ايٗ غٛست    ٗثبضذ. ٔبتشيس لاپلاسي[ ] n n

ijl  L 

 ضٛد:غٛست صيش تؼشيف ٔي ٘يض ثٝ  Gٌشاف 
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n
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r r iij
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a i j

 




 
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ٞبي  أيٗ سشدستٝ ثب وذأيه اص ػبkُٔوٝ  ثشاي ٔطخع وشدٖ ايٗ

ثبضذ، اص ٔبتشيس  پيشٚ دس استجبط ٔي
k ضٛد وٝ يه  استفبدٜ ٔي

1ي ٞبي لغش ٔبتشيس لغشي ثب دسايٝ 2, ,...,k k k

n   ثبضذ. اٌش ثيٗ  ٔي

kوب٘بَ استجبعي ثشلشاس ثبضذ، دسايٝ  kٚ سشدستٝ  iپيشٚ 

i  ٚ ثشاثش يه

 دس غيش ايٗ غٛست ثشاثش ثب غفش خٛاٞذ ثٛد.

 

 ٕ٘بدٞب ٚ تؼبسيف -2-2
ػبُٔ پيشٚ ٚ  nچٙذػبّٔي ٔتطىُ اص   بِٝ، ثشاي يه سيستٓدس ايٗ ٔم

m  ،ٝػبُٔ سشدستn mG  ٚnG ٝٞبيي دس ٘ظش ٌشفتٝ  تشتيت، ٌشاف  ث

nسبصي استجبعبت ثيٗ تٕبٔي  ضٛ٘ذ وٝ ثشاي ٔذَ ٔي   m  ٚ ُٔػبn 

ا٘ذ.  وبس سفتٝ ػبُٔ پيشٚ ثٝ 
nG تٛاٖ اص ٌشاف سا ٔي

n mG  اص عشيك ،

دست  ٞب ثٝ  ٞبي ٔتػُ ثٝ آٖ ٌشٜ ٞبي سشدستٝ ٚ يبَ ٞبي ػبُٔ حزف ٌشٜ

ٞبي ٔدبٚست ٚ  دادٖ ٔبتشيس تشتيت، ثشاي ٘طبٖ  ثٝ  A  ٚLاص  .آٚسد

ٞبي پيشٚ ٚ  ضٛد. ثشاي ػبُٔ استفبدٜ ٔي nGلاپلاسيٗ ٔتٙبظش ثب ٌشاف 

,...,1}ٞبي  تشتيت، ا٘ذيس سشدستٝ ثٝ  }n  ٚ{ 1, . . . , }n n m   ٝث

سٚد  وبس ٔي اي ثٝ  دادٖ ٔدٕٛػٝ ثشاي ٘طبٖ  iNسٚد. ٕٞچٙيٗ،  وبس ٔي 

دست  ٚ ٔدٕٛػٝ پيشٚٞب ثٝ  iوٝ اص اضتشان ٔدٕٛػٝ ٕٞسبيٍبٖ پيشٚ 

عٛسي  ثبضذ ثٝ  ٔي iٔدٕٛػٝ ٕٞسبيٍبٖ پيشٚ  iNاست. دس ٚالغ،  آٔذٜ 

 ا٘ذ. ٞبي سشدستٝ اص آٖ حزف ضذٜ وٝ ػبُٔ

٘طبٖ  R  ٚFتشتيت ثب  ٞب ٚ ٔدٕٛػٝ پيشٚٞب ثٝ ٔدٕٛػٝ سشدستٝ

دٞٙذٜ ثشداس  تشتيت ٘طبٖ ثٝ  n1،pI  ٚ0ٞبي ضٛد. ٔبتشيس دادٜ ٔي

ٚ ٔبتشيس  pٞبي يه، ٔبتشيس ٕٞب٘ي ثب اثؼبد  ثب دسايٝ 1nستٛ٘ي 

ثّٛوي ايدبدضذٜ تٛسظ -ثبضٙذ. ٔبتشيس لغشي غفش ثب اثؼبد ٔٙبست ٔي

1ٞبي  ٔبتشيس 2, ,..., nx x x  1ثب 2diag{ , ,..., }nx x x  ٜٕ٘بيص داد

)distاست.  7ٌش ضشة وشٚ٘ىشثيبٖ ضٛد. ٕ٘بد  ٔي , )x C  ٘يض ثيبٍ٘ش

 اص ٔدٕٛػNxٝفبغّٝ 
NC  :ثبضذ. ثٝ ػجبستي ديٍش ٔي  

(2) 
2dist( , ) inf

y
x x y


 

C
C ‖ ‖

 
ضٛد وٝ دس ايٗ ٔمبِٝ ٔٛسد استفبدٜ دس ادأٝ چٙذيٗ تؼشيف ثيبٖ ٔي

 لشاس خٛاٞٙذ ٌشفت.

اصاي  ٔحذة است اٌش ثٝ  NCٔدٕٛػٝ  - [(13)] 1تعريف 

x,ٞش  yC  [0,1]ٚ ٞش  ٝ1)ثبضيٓ داضت )x y   C. 

1پٛش ٔحذة ٔدٕٛػٝ ٘مبط ٔتٙبٞي  2{ , ,..., }nX x x x  وٝ ثب

Co( )X ضٛد، وٛچىتشيٗ ٔدٕٛػٝ ٔحذة ضبُٔ تٕبٔي  ٘طبٖ دادٜ ٔي

 ػجبستي ديٍش: ثبضذ. ثٝ  ٔي X٘مبط ٔٛخٛد دس 

(3) 1

1

( ) { | ,

                 , 0, 1}

n

i i i i

i

n

i i

i

Co X x x X 

 





  

 




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M-ٞب ٞستٙذ وٝ دس تحّيُ  اي اص ٔبتشيس ٞب دستٝ  ٔبتشيس

ٞبي چٙذػبّٔي وبسثشدٞبي ٔختّفي داس٘ذ. تؼشيف ثؼذي ثٝ ٔؼشفي  سيستٓ

M-پشداصد. ٞب ٔي  ٔبتشيس 

ٞبي ٔشثؼي دس ٘ظش  سا ٔدٕٛػٝ ٔبتشيسZ - ([14)] 2تعريف 

 :ٞبي غيشلغشيطبٖ غيشٔثجت ثبضٙذ. ثٝ ػجبستي ديٍش ثٍيشيذ وٝ دسايٝ

(4)  [ ] : 0,s s

ij ijQ q q i j   Z
 
ٛد اٌش ض ٘بٚيژٜ )ٚيژٜ( ٘بٔيذٜ ٔي   ٔبتشيس-Mيه  Qٔبتشيس 

QZ  تٕبٔي وٟبدٞبي اغّي ٚQ .ٔثجت )غيشٔٙفي( ثبضٙذ 

ثشاي يه سيستٓ چٙذػبّٔي، وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ‌-3تعريف 

يبثذ اٌش ثتٛاٖ لبٖ٘ٛ وٙتشِي ٞش ػبُٔ پيشٚ سا عٛسي عشاحي  تحمك ٔي

t اصاي  وشد وٝ ثٝ ُٔٞبي پيشٚ ثٝ پٛش ٔحذة ايدبدضذٜ  ، ػب

 ٞبي سشدستٝ ٞذايت ضٛ٘ذ. تٛسظ ػبُٔ

ٞبي پيشٚ ٚ وٙتشَ ٔٙبست  ثب تؼشيف ٔٙبست ضجىٝ استجبعي ثيٗ ػبُٔ

 تٛاٖ اص تػبدْ خٌّٛيشي وشد. ٔي

 

 مسئلهبيبن  -3

ػبُٔ پيشٚ ثب ديٙبٔيه  nضذٜ دس ايٗ ٔمبِٝ اص سيستٓ دس ٘ظش ٌشفتٝ

ػبُٔ سشدستٝ يىسبٖ تطىيُ يبفتٝ است. ٔؼبدِٝ  mخغي غيشيىسبٖ ٚ 

 ثبضذ: أيٗ پيشٚ ثٝ غٛست صيش ٔيi  ديٙبٔيىي حبوٓ ثش

(5) 

,

i i i i i

i i i

x A x B u

y C x i

 

 F  
)وٝ دس آٖ  ) N

ix t   ،ٔتغيش حبِت( ) p

iu t   ٘يشٚي

)وٙتشِي ٚ  ) M

iy t   خشٚخيi .أيٗ پيشٚ استiA ،iB  ٚiC 

ضٛد وٝ دس ذ. ٕٞچٙيٗ فشؼ ٔيٞبيي ثب اثؼبد ٔٙبست ٞستٙ ٘يض ٔبتشيس

ٞبي پيشٚ ٞبي ػبُٔيبفتٝ، فمظ ثٝ خشٚخيوٙٙذٜ تٛصيغعشاحي وٙتشَ

ٞبي سشدستٝ ٘يض، سيستٕي خبسخي ثٝ  دستشسي داسيٓ. ٞش يه اص ػبُٔ

 ضٛد: غٛست صيش دس ٘ظش ٌشفتٝ ٔي 

(6) 
,k kw Sw k R  

Nوٝ 

kw  خي ٔتغيش حبِت خبسkثبضذ.  أيٗ ػبُٔ سشدستٝ ٔي

 ثبضذ. ٞبي سشدستٝ يىسبٖ ٔي ٘يض ثشاي تٕبٔي ػبُٔ Sٔبتشيس

ٞذف ايٗ ٔمبِٝ، تحمك وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثشاي سيستٓ 

iثبضذ. يؼٙي ٔي (6)ٚ  (5)چٙذػبّٔي  F ثشلشاس ثبضذ: ساثغٝ صيش 

(7) limdist ( ),Co( ( ), ) 0( )i k
t

x t w t k


 R
 

 

  کننده طراحي کنترل -4

ٚ  (5)وٙٙذٜ ثشاي سيستٓ چٙذػبّٔي  ادأٝ، سٚ٘ذ عشاحي وٙتشَ دس

 ضٛد.  دادٜ ٔي ثٝ ٔٙظٛس حُ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ضشح  (6)

 خغبي وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ -4-1

بي وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ضذٜ، اثتذا خغ ثشاي حُ ٔسئّٝ ٔغشح 

 ضٛد: غٛست صيش تؼشيف ٔي أيٗ ػبُٔ پيشٚ ثٝ  iپيطٟٙبدي ثشاي 

(8) 

1

( ) ( ) ( )
i

n m
k

i ij i j i i k

j k n

e t a x x x w


  
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 ثشداس خغبي خبٔغ 

(9) 
1 2

T
T T T

ne e e e     

 تٛاٖ ثٝ غٛست صيش ثيبٖ وشد:ٔي (8)سا ثب استفبدٜ اص ساثغٝ 

(10) 

1

( ) ( )( ( ))
n m

k N n k

k n

e t H I x w t


 

    1  

 وٝ دس آٖ

(11) 1
,k kH k

m
   L R  

 ٚ1 2

T
T T T

nx x x x   . 

ضٛد وٝ ثٝ  ثبػث ٔي (11)ضذٜ دس ساثغٝ  استفبدٜ اص ٔبتشيس ٔؼشفي

ٞبي سشدستٝ دستشسي داضتٝ ثبضيٓ. دس ٚالغ، دس  ٔتغيشٞبي حبِت ػبُٔ

وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ،  يبفتٝ دس صٔيٙٝ اغّت وبسٞبي پژٚٞطي ا٘دبْ

ٞبي سشدستٝ تٛسظ ٔبتشيس  دٞٙذٜ پٛش ٔحذة ػبُٔ ضشايت تطىيُ
1

1 2
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ٞبي پيشٚ اص عشيك  ٞبي ٟ٘بيي ػبُٔ آيٙذ. ٕٞچٙيٗ، ٔىبٖ دست ٔي ثٝ 

 آيٙذ: دست ٔي ػجبست صيش ثٝ 
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wوٝ  R ٝثبضذ. ثٝ ػجبستي ديٍش:ٞب ٔي ثشداس حبِت خبٔغ سشدست 
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 ٞبي پيشٚ سا ثٝ سٕت ػجبست  ٍٕٞشايي ػبُٔ
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ت وٙذ، وٝ تشويت ٔحذثي اص ٔتغيشٞبي حبِ ايدبة ٔي

,kw kR ثبضذ. دس ٘تيدٝ، استفبدٜ اص ٔبتشيس پيطٟٙبدي   ٔي

,kH kR آٚسد تب ثتٛاٖ حبِت ٟ٘بيي  ايٗ أىبٖ سا فشاٞٓ ٔي

 (13)٘سجت ثٝ  (15)ثيبٖ وشد. ٔضيت ػجبست  (15)ٞبي پيشٚ سا تٛسظ  ػبُٔ

ٞب دستشسي  خبٔغ سشدستٝ فمظ ثٝ ثشداس حبِت (13)ثبضذ وٝ دس  ايٗ ٔي

ٞبي سشدستٝ دستشسي داسيٓ  ثٝ ٔتغيشٞبي حبِت ػبُٔ (15) داضتٝ، أب دس

 ضٛد. پزيشي ٔحبسجبتي ٔي  وٝ ثبػث افضايص ا٘ؼغبف
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ثٙذي خغبي ٔشسْٛ ٔجحث تٙظيٓ خشٚخي حذاوثش يه  دس فشَٔٛ

وٝ دس وٙتشَ ٔحذٚد  دِيُ ايٗ تٛاٖ دس ٘ظش ٌشفت. ثٝ  ػبُٔ سشدستٝ سا ٔي

ذاس٘ذٜ ثب ثيص اص يه ػبُٔ سشدستٝ سشٚوبس داسيٓ، دس ايٗ ٔمبِٝ ٍٟ٘

اي اغلاح ضذٜ است تب خغبي ٔشسْٛ دس ٔجحث تٙظيٓ خشٚخي ثٝ ٌٛ٘ٝ

ٞبي ٔٛخٛد  ثتٛاٖ ثيص اص يه ػبُٔ سشدستٝ سا دس ٘ظش ٌشفت ٚ اص سٚش

دس ٔجحث تٙظيٓ خشٚخي ثشاي حُ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ 

 ٞبي ظٛس ثب تؼشيف ٔبتشيساستفبدٜ وشد. ثذيٗ ٔٙ
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 غٛست صيش ثبص٘ٛيسي وشد: تٛاٖ ثٝ  سا ٔي (10)ساثغٝ 
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ثبضذ، ثب ايٗ  [ ٔي15، 6، 5] وبس سفتٝ دس وٝ ٔطبثٝ ثشداس خغبي ثٝ

  تٝ ضذٜدس ٘ظش ٌشف (17)تفبٚت وٝ ثيص اص يه ػبُٔ سشدستٝ دس ساثغٝ 

غٛست سٚاثظ  است. ثٙبثشايٗ، ثيبٖ خغبي وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثٝ 

ٞبي ٔٛخٛد دس ٔجحث وٙتشَ  ، أىبٖ استفبدٜ اص سٚش(17)ٚ  (10)

خشٚخي سا ثب ثشخي اغلاحبت، ثشاي حُ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ 

 سبصد. سيستٓ چٙذػبّٔي فشاٞٓ ٔي

 لبٖ٘ٛ وٙتشِي پيطٟٙبدي -4-2
وٙٙذٜ ثشاي ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد  ثٝ ٔٙظٛس عشاحي وٙتشَ دس ادأٝ،

سبص ديٙبٔيىي ثب ثشداس  ، يه خجشاٖ(6)ٚ  (5)ٍٟ٘ذاس٘ذٜ سيستٓ چٙذػبّٔي 

Nحبِت 

i   ثشايi ٌٝشدد: غٛست صيش ٔؼشفي ٔي أيٗ پيشٚ ث 
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عٛس وٝ دس  ثبضذ. ٕٞبٖ ضشيجي ثبثت ٚ ٔثجت ٔي س ساثغٝ ثبلا، وٝ د

ثبضذ، ٔي (18)وٝ ضىُ فطشدٜ  (35)ٔطبٞذٜ خٛاٞذ ضذ، ساثغٝ  1ٔلاحظٝ 

ٞبي ٌش تشويت ٔحذة ثشداسٞبي حبِت ػبُٔتٛا٘ذ ثٝ ػٙٛاٖ سٚيتٔي

 دس ٘ظش ٌشفتٝ ضٛد.سشدستٝ 

سبص يبفتٝ صيش وٝ ٔتطىُ اص يه خجشاٖ دس ادأٝ، لبٖ٘ٛ وٙتشِي تٛصيغ

Nٌش ثب ٔتغيش ديٙبٔيىي ٚ يه سٚيت

i   است، ثشايi ُٔأيٗ ػب

 ضٛد: پيشٚ پيطٟٙبد ٔي
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1وٝ  2, p N

i iK K  وٙٙذٜ ٚ  ٞبي ثٟشٜ وٙتشَ ٔبتشيس
N M

iL  ٞبي ثؼذي دس  ٌش ٞستٙذ ٚ دس ثخصثٟشٜ سٚيت  ٔبتشيس

 ٞب ثحث خٛاٞذ ضذ.  ٔٛسد عشاحي آٖ

 (19)ٚ لبٖ٘ٛ وٙتشِي  (8)، (6)، (5)ضذٜ اص  ثستٝ تطىيُ- سيستٓ حّمٝ

 غٛست صيش ثيبٖ وشد:  تٛاٖ ثٝ  سا ٔي
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nSثستٝ، -ثشداس حبِت حّمٝ cxوٝ  I S  ٞبي  ٚ ثميٝ ٔبتشيس

اسائٝ خٛاٞٙذ ضذ. ثذيٗ تشتيت،   ٞبي ثؼذي دس ثخص (20)ٔٛخٛد دس 

اي وٝ پيص سٚ خٛاٞيٓ داضت ثٝ ايٗ غٛست خٛاٞذ ثٛد وٝ ثشاي  ٔسئّٝ

عٛسي تؼييٗ ضٛد وٝ  (19)، لبٖ٘ٛ وٙتشِي (6)ٚ  (5)ّٔي سيستٓ چٙذػب

cٔجذأ سيستٓ  c cx A x  ٝاصاي ضشايظ اِٚيٝ  پبيذاس ٕ٘بيي ثبضذ ٚ ث

,(0)دِخٛاٜ  (0), (0),i i ix i  F  ٚ( 0 ) ,kw kR  ٝداضت

 ثبضيٓ: 

(21) lim ( )
t

e t


 0  

ثبضذ وٝ دس ادأٝ  ٝ ثٝ چٙذ فشؼ استب٘ذاسد ٘يبص ٔيثشاي حُ ايٗ ٔسئّ

 ضٛ٘ذ. آٚسدٜ ٔي

)_1فرض  , )i iA B ٝاصاي   ثiF ثبضذ. پبيذاسپزيش ٔي 

)_2فرض  , )i iC A ٝاصاي   ثiF ثبضذ.آضىبسپزيش ٔي 

 ٔؼبدلات ٔبتشيسي خغي  _3فرض 

(22) ,i i iS A BU i  F  

 ٞستٙذ. iUتشتيت داساي پبسخ  ثٝ 

 

ٔٛسد استفبدٜ لشاس خٛاٞٙذ  1لضيٝ دس اثجبت  2فشؼ ٚ  1فشؼ 

 (22)ا٘ذ. دس ساثغٝ  [ آٚسدٜ ضذ6ٜ، 5] دس 3فشؼ ٞبيي ٔطبثٝ  ٌشفت. فشؼ

ٞب، ثشاي ٔبتشيس ثب تٛخٝ ثٝ اثؼبد ٔبتشيس
iU  ٚ يب خٛاثي ٘خٛاٞيٓ داضت

، ٚخٛد 3يب يه خٛاة ٔٙحػش ثٝ فشد خٛاٞيٓ داضت وٝ عجك فشؼ 

استفبدٜ  1ِٓ خٛاة ٔٙحػش ثٝ فشد فشؼ ضذٜ است. فشؼ صيش ٘يض ثؼذاً دس 

 خٛاٞذ ضذ.

nG  ٚn ٞبيٌشاف _4فرض  mG ٓٞ ًثٙذ  ٞٓ ثٙذ ٚ  ثٝ تشتيت، لٛيب

 ثبضٙذ.ٔي

 

ثشاي ثشسسي استجبط ثيٗ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ٚ ٔؼبدِٝ 

آضٙب ضذ. ثٝ  kHٞبي ٔبتشيس  ، اثتذا لاصْ است ثب ٚيژٌي(10)  خغب

 ٌشدد: ائٝ ٔيٕٞيٗ ٔٙظٛس ِٓ ثؼذي اس  
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، ٔبتشيس 4فشؼ ثب ثشلشاس ثٛدٖ  _ [(11)] 1لم 
kH ٔؼيٗ ٚ   ٔثجت

ٔتمبسٖ است. ٕٞچٙيٗ 
kH  يهM- ٚ ٜداساي ٔبتشيس ٘بٚيژٜ ثٛد

 ٞبي صيش است: ٚيژٌي

  ٜلسٕت حميمي ٔمبديش ٚيژ
kH ثبضذ. ٔثجت ٔي 

 1
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 وٙذ. غذق ٔي

 

دس ادأٝ، استجبط ثيٗ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ٚ ٔؼبدِٝ خغب 

است وٝ ٍٕٞشايي  ضذٜ   دادٜ  ٚسيّٝ ِٕي ثيبٖ ٌشديذٜ ٚ ٘طبٖ  ثٝ  (10)

 ثبضذ. ٔفْٟٛ تحمك وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ٔي  ثٝ غفش، ثٝ (10)خغبي 

، ثب تؼشيف 4فشؼ ٚ تحت  (6)ٚ  (5)چٙذػبّٔي   ثشاي سيستٓ _2لم 

lim، (10)خغب ثٝ غٛست  ( )
t

e t
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 سٕت  ٞبي پيشٚ سا ثٝ  ٞذايت ػبُٔ 0

 وٙذ. ٞبي سشدستٝ ايدبة ٔي ضذٜ تٛسظ ػبُٔپٛش ٔحذة ايدبد

lim: اٌش اثببت ( )
t

e t


 ٚ ثب تٛخٝ  (10)ثشلشاس ثبضذ، اص ساثغٝ  0

tاصاي  ثٝ خٛاظ ضشة وشٚ٘ىش ثٝ   تٛاٖ ٘ٛضت: ٔي 
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1دس ٚالغ، 
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 1 R دٞٙذٜ  يت تطىيُضشا

ضٛ٘ذ ٚ ثبيذ اثجبت ضٛد وٝ  ٞبي سشدستٝ ٔحسٛة ٔي پٛش ٔحذة ػبُٔ

ثبضذ. ثب  ايٗ ضشايت ٘بٔٙفي ٞستٙذ ٚ ٔدٕٛػطبٖ دس ٞش سغش ثشاثش يه ٔي

 وٝ: تٛخٝ ثٝ ايٗ
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تٛاٖ ٘تيدٝ ٌشفت وٝ ٔدٕٛع ضشايت ٔزوٛس دس ٞش سغش ثشاثش  ٔي

 ثبضذ. يه ٔي

ٞبي  ٌشدد. اٌش دسايٝ دس ادأٝ، ٘بٔٙفي ثٛدٖ ايٗ ضشايت ثشسسي ٔي

1ٔبتشيس 

1

( )
n m

r

r n

H




 

  ثبijh  ٖػجبستي ديٍش  ضٛ٘ذ، ثٝ  دادٜ  ٘طب

1

1

( ) [ ]
n m

r ij

r n

H h




 

  ٝٔؤِف ٚi 1اْ ثشداس

1

( )
n m

r k n

r n

H H




 

 ثب  1

ki  ضٛد،   دادٜ ٕ٘بيص
ki   ٝغٛست  تٛاٖ ثٝ  ٔي (11)سا ثب تٛخٝ ثٝ ساثغ

 دست آٚسد: صيش ثٝ 
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1 [ ]
n n n

k

ki ij j ij jr

j j r

h h l
m

 
  

     

وٝ ٞش  ٞبي ٔبتشيس لاپلاسيٗ ٞستٙذ. ثب تٛخٝ ثٝ ايٗ ٞب دسايjrlٝوٝ 

غش ٔبتشيس لاپلاسيٗ ٔدٕٛػي ثشاثش غفش داسد، س
ki تٛاٖ ثٝ  سا ٔي

 غٛست صيش ثيبٖ وشد: 

(26) 

1

,
n

k

ki ij j

j

h k 


  R  

1ٞبي ٔبتشيس  ، دساي1ِٝٓ عجك 

1

( )
n m

r

r n

H




 

  ،٘بٔٙفي ٞستٙذ

iF  ٚ1ديٍش ثشاي تٕبٔي ػجبستي  ثٝ , 2 , . . . ,j n  ٓداسي

0ijh  ٝ1,2اصاي تٕبٔي  . اص عشفي ديٍش ث,...,j n  ٚkR ،

0k

j  ٔطخع است وٝ  (26) ثبضذ. ثٙبثشايٗ، ثب تٛخٝ ثٝ ساثغٝٔي

1ٞبي ثشداس  تٕبٔي ٔؤِفٝ

1

( )
n m

r k n

r n

H H




 

 وٝ ٕٞبٖ ضشايت  1

ثبضٙذ، ٘بٔٙفي ٞستٙذ. دس  ٞبي سشدستٝ ٔي دٞٙذٜ پٛش ٔحذة ػبُٔ تطىيُ

تٛاٖ ٘تيدٝ ٌشفت وٝ  ، ٔي(23)ساثغٝ ٚ  3تؼشيف ، 1تؼشيف ٘تيدٝ عجك 

limاٌش  ( )
t

e t


 سٕت پٛش ٔحذة  ٞبي پيشٚ ثٝ  ثشلشاس ثبضذ، ػبُٔ 0

  ٞبي سشدستٝ ٞذايت خٛاٞٙذ ضذ.  ػبُٔ

 

[ 16دس ] 1.4ٌشفتٗ اص ِٓ   ضٛد وٝ ثب ايذٜ ِٕي اسائٝ ٔي دس ادأٝ

ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثب وٙذ وٝ دس حُ ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد  ضشايغي سا ثيبٖ ٔي

 ٞبي تٙظيٓ خشٚخي وبسثشد خٛاٞذ داضت. استفبدٜ اص سٚش

سا دس ٘ظش ثٍيشيذ. فشؼ وٙيذ وٝ  (20)ثستٝ -سيستٓ حّمٝ _3لم 

ٚخٛد داضتٝ  cXٞشٚيتض ثبضذ. اٌش ٔبتشيس ثبثتي ٕٞب٘ٙذ  cAٔبتشيس 

 دس ٔؼبدلات ٔبتشيسي خغي kRاصاي  وٝ ثٝ ثبضذ  

(27) 

0

k

c k c c k c

k

c c k c

X H S A X H B

C X H D

 

 
 

 

 تٛاٖ ٘تيدٝ ٌشفت: ٌبٜ ٔي غذق وٙذ، آٖ

(28) lim ( )
t

e t


 0  

غٛست  اثتذا ٔتغيشي ثٝ اثببت: 
1

n m

c c c k k

k n

x x X H w


 

   

غذق وٙذ،  (27)دس ٔؼبدلات ٔبتشيسي خغي  cXٌشدد. اٌش  تؼشيف ٔي

 تٛاٖ ٘ٛضت: ٔي

 [
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(29) 

1

1 1

1

   

   

n m

c c c k k

k n

n m n m
k

c c c k c k k

k n k n

n m

c c c c k k c c

k n

x x X H w

A x B w X H Sw

A x A X H w A x



 

 

   



 

 

  

  



 



 

وٝ ٔبتشيس  ثب تٛخٝ ثٝ ايٗ
cA تٛاٖ ٘تيدٝ ٌشفت  ثبضذ ٔي ٞشٚيتض ٔي

lim ( )c
t

x t


 ثستٝ سا ثب استفبدٜ اص ساثغٝ -. اص عشفي، خغبي حّم0ٝ

 دست آٚسد: غٛست صيش ثٝ  تٛاٖ ثٝ  ٔي (27)

(30) 1

1

 ( )

n m
k

c c c k

k n

n m
k

c c c c k c k c c

k n

e C x D w

C x C X H D w C x



 



 

 

   





 

 تٛاٖ ٘ٛضت: ثٙبثشايٗ ٔي

(31) lim ( ) lim ( )c c
t t

e t C x t
 

  0  

 ٚ اثجبت تٕبْ است.

ثبيذ دس يه  cXٔبتشيس ثبثت  [،16] اص 1.4تٛخٝ ضٛد وٝ دس ِٓ 

وٝ دس  دِيُ ايٗ تحمك يبثذ. أب ثٝ  خفت ٔؼبدِٝ غذق وٙذ تب ضشط ِٓ

 mوٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثب ثيص اص يه ػبُٔ سشدستٝ ٔٛاخٝ ٞستيٓ، 

ٚخٛد داس٘ذ وٝ ٔبتشيس  3ِٓ خفت ٔؼبدِٝ دس 
cX ٖٞب غذق  ثبيذ دس آ

 ضشايظ ِٓ تحمك يبثذ.وٙذ تب 

1ٞبي  دس ادأٝ، ا٘تخبة ٔبتشيس

iK  ٚ2

iK ٜوٙٙذٜ  ٞبي وٙتشَ وٝ ثٟش

پيطٟٙبدي ٞستٙذ، ٔٛسد ثحث لشاس ٌشفتٝ ٚ ٘تيدٝ اغّي ٔمبِٝ دس لبِت 

 اسائٝ خٛاٞذ ضذ. 1لضيٝ 

iK,1، 1فشؼ ثب تٛخٝ ثٝ  iF تٛاٖ عٛسي ا٘تخبة وشد وٝ سا ٔي
1

i i iA B K  ٜ2ٞشٚيتض ثبضذ. ثٟش

iK ٝاص عشيك ساثغ ٓٞ 

(32) 2 1,i i iK U K i  F  
پبسخي است وٝ اص ٔؼبدِٝ ٔبتشيسي خغي  iUضٛد وٝ  ا٘تخبة ٔي

iL,، 2فشؼ است. دس ٟ٘بيت ثبتٛخٝ ثٝ  دست آٔذٜ  ثٝ  (22) iF 

iضٛد وٝ عٛسي ا٘تخبة ٔي i iA LC ٚاثظ ٞشٚيتض ثبضذ. ثب تٛخٝ ثٝ س

 تٛاٖ ثٝ ساثغٝ صيش سسيذ:  ٔي (32)ٚ  (22)

(33) 
1 2S A BK BK    

ٞبي ٞبي ٔٛخٛد دس ساثغٝ فٛق ثٝ غٛست ٔبتشيس وٝ ٔبتشيس

nS I S   ،1 2diag{ , ,..., }nA A A A   ،

1 2diag{ , ,..., }nB B B B ،1 1 1

1 1 2d i a g { , , . . . , }nK K K K  ٚ
2 2 2

2 1 2diag{ , ,..., }nK K K Kٜدس اثجبت  (33)ا٘ذ. ساثغٝ  تؼشيف ضذ

 ٔٛسد ٘يبص خٛاٞذ ثٛد. 1لضيٝ 

سا دس ٘ظش  (20)ثستٝ - ٚ حّمٝ (6)ٚ  (5)سيستٓ چٙذػبّٔي  _1قضيه 

ستي وٝ دس غٛ (19)، لبٖ٘ٛ وٙتشِي 4اِي  1ٞبي ثٍيشيذ. تحت فشؼ

، iFاصاي  حذ وبفي ثضسي ثبضذ ٚ ثٝ  ثٝ  ضشيت ثبثت ٚ ٔثجت 

1ٞبي ثٟشٜ ٔبتشيس

iK  ٚ
iL  ٜثبضذ وٝ ثٝ تشتيت  عٛسي ا٘تخبة ضذ

1

i i iA B K  ٚ
i i iA L C  ٚ ٜ2ٞشٚيتض ثٛد

iK  ٝ(32)اص عشيك ساثغ 

ثبضذ وٝ ٔجذأ سيستٓ ٔحبسجٝ ضٛد، پبسخي ٔي
c c cx A x  سا پبيذاس

اصاي ضشايظ اِٚيٝ دِخٛاٜ  وٙذ ٚ ثٝ ٕ٘بيي ٔي

(0), (0), (0),i i ix i  F  ٚ( 0 ) ,kw kR ٛاٞيٓ داضت خ

lim ( )
t

e t


 0. 

 داسيٓ: (19): ثب استفبدٜ اص لبٖ٘ٛ وٙتشِي اثببت

(34) 1 2

i i i i i i i i ix A x B K B K     
غٛست صيش ثيبٖ  تٛاٖ دس حبِت فطشدٜ ثٝ  سا ٔي (18)اص عشفي، ساثغٝ 

 وشد:

(35) 

1

( )
n m

k k

k n

S H w   


 

    

1وٝ 2

T
T T T

n       .ٗثستٝ سا -سيستٓ حّمٝ ثٙبثشاي

 غٛست صيش ثيبٖ وشد:تٛاٖ ثٝ  ٔي

(36) 

1 2

1 2

1 1

1

( )

[ ]
n m n m

k k k

k n k n

k k

n m
k

k

k n

x Ax BK BK

A BK LC BK LCx

S H H w

w Sw

e Cx D w

 

  

   
 

   



 

  

    

  



 

 



 

1وٝ دس سٚاثظ فٛق  2

T
T T T

n       ،

1 2diag{ , ,..., }nL L L L  ٚ1 2diag{ , ,..., }nC C C C .است 

,ثب دس ٘ظش ٌشفتٗ  ,
T

T T T

cx x      ٞبي ٚ ٔبتشيس 

  

1 2

1 2

1

,
c

n m

k

k n

A BK BK

A LC A BK LC BK

S H


 

   



 
 
 
 
 
 
 

0 0

  

(

1) 

 

0

0 ,    0 0 ,    k k k

c c c

k

B C C D D

H

 
 

  
 
  

 

 ثيبٖ ٕ٘ٛد.  (20)ثستٝ -سا ثٝ ضىُ سيستٓ حّمٝ (36)تٛاٖ سيستٓ  ٔي

ٚ S ٞبي اٌش ٔمبديش ٚيژٜ ٔبتشيس
1

n m

k

k n

H


 

  ٝتشتيت، ثب  ثr  ٚ

q  ٖضٛ٘ذ، دس آٖ غٛست ٔمبديش ٚيژٜ   دادٜ ٘طب
1

( )
n m

k

k n

S H


 

  

)ثشاثش ثب  ), 1,..., , 1,...,r q r N q n     ٝخٛاٞٙذ ثٛد. ثب تٛخ
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، لسٕت حميمي ٔمبديش ٚيژٜ ٔبتشيس 1ِٓ ثٝ 
1

n m

k

k n

H


 

 ثبضذ.  ٔثجت ٔي

  تٛاٖ ٘تيدٝ ٌشفت وٝ ثٝ ، ٔيثٙبثشايٗ ثب ا٘تخبة ثٝ حذ وبفي ثضسي

r,...,1اصاي  N ٚ1,...,q nٓ0، داسيr q  . 

 ٞبيثب دس ٘ظش ٌشفتٗ ٔبتشيس

(38) 

1

1

1 0

1 1

A BK
T

LC A BK LC

P

 
     

 
  
 

 

1P TP  ٝسا وٝ ٔتطبثT تٛاٖ ثٝ غٛست صيش ثٝ دست ثبضذ ٔئي

 آٚسد:

(39) 1 11

0

A BK BK
P TP

A LC


 

   
 

1Aٞبي ٔبتشيس BK  ٚA LC ثبضٙذ، ٚ دس ٘تيدٝ ٞشٚيتض ٔي
1P TP ٞبي ٔتطبثٝ ٔمبديش ٚيژٜ ثبضذ. اص عشفي ٔبتشيسٞشٚيتض ٔي

ضذٜ تٛسظ ٚ ٔبتشيس ثيبٖ Tيىسب٘ي داس٘ذ، ٚ ثب تٛخٝ ثٝ ايٙىٝ ٔبتشيس 

ثبضذ. ٞشٚيتض ٔي Tتٛاٖ ٘تيدٝ ٌشفت وٝ ثبضٙذ، ٔئتطبثٝ ٔي (39)

ثبضذ.  ٞشٚيتض ٔي cA، ٔبتشيس ٗ ثب ا٘تخبة ثٝ حذ وبفي ثضسيثٙبثشاي

 ثشلشاس است. 1لضيٝ ضذٜ دس ٖدس ٘تيدٝ، اِٚيٗ ٚيژٌي ٔسئّٝ ثيب

ضٛد. ثب اثجبت ٔي 1لضيٝ ضذٜ دس دس ادأٝ، ٚيژٌي دْٚ ٔسئّٝ ٔغشح

استفبدٜ اص خبغيت ضشة وشٚ٘ىش 

( )( ) ( ) ( )P Q Y Z PY QZ    ٝتؼشيف  (16)، ساثغ ٚ

nSٔبتشيس  I S   داد: تٛاٖ ٘طبٖ  ٔي 

(40) 1 1

1 1

( ) ( )
n m n m

k k k k

k n k n

S H H H H S
 

 

   

   

 غٛست ثٝ  cXثب دس ٘ظش ٌشفتٗ 

(41) 1

3

1

( )( )
n m

c nN k

k n

X I H




 

  1  

 تٛاٖ ٘ٛضت: ٔي (40)ٚ  (33)، (37)ٚ ثب استفبدٜ اص سٚاثظ 

(42) 

1

1 2

1

1

1 2

1

1

1

1

3

1

1

3

1

( )( )

    ( )( )

( )

  ( ) ( )

  ( )( )

k

c c k c

n m

k k

k n

n m

k k

k n

n m

k k k k

k n

n m

nN k k

k n

n m

nN k k c k

k n

A X H B

A BK BK H H

A BK BK H H

S H H H H

I S H H

I H H S X H S

 




 




 




 




 




 

 

 
  

 
 

  
 
 

  
 

 

  











1

1

 

 داسيٓ: (41)ٚ  (37)، (16)ٕٞچٙيٗ ثب تٛخٝ ثٝ سٚاثظ 

(43) k k

c c k c k cC X H D H D    0  

ثٙبثشايٗ 
cX پبسخي ثشاي ٔؼبدلات (41)ضذٜ دس  ش ٌشفتٝدس ٘ظ ،

تٛاٖ ٘تيدٝ ٌشفت  ٔي 3ِٓ ثبضذ ٚ ثب تٛخٝ ثٝ  ٔي (27)ٔبتشيسي خغي 

lim ( )
t

e t


  ضٛد.   ٚ اثجبت وبُٔ ٔي 0

٘تيدٝ ٌشفتٝ  2ِٓ ، اص 1لضيٝ ضذٜ دس ثٙبثشايٗ ثب حُ ٔسئّٝ ثيبٖ

ٞبي  ثٝ سٕت پٛش ٔحذثي وٝ تٛسظ ػبُٔ (5)ٞبي پيشٚ  ضٛد وٝ ػبُٔ ٔي 

 ضٛد، ٞذايت خٛاٞٙذ ضذ. ايدبد ٔي (6)سشدستٝ 

ثبضذ،  ٔي (18)وٝ ضىُ فطشدٜ  (35)دس ادأٝ اثجبت خٛاٞذ ضذ ساثغٝ 

ٞبي  ٌش تشويت ٔحذة ثشداسٞبي حبِت ػبُٔ ٘ذ ثٝ ػٙٛاٖ سٚيتتٛا ٔي

 ضٛد. سشدستٝ دس ٘ظش ٌشفتٝ 

 غٛست ثٝ  ثب تؼشيف ٔتغيش خذيذ   _1ملاحظه 

(44) 1

1 1

( )
n m n m

r k k

r n k n

H H w 
 



   

     

 تٛاٖ ٘ٛضت:ٔي (40)ٚ  (36)ٚ ثب استفبدٜ اص سٚاثظ 

(45) 

1

1 1

1 1

1

1 1

1

1

1 1

1

( )

( )    

( )

[ ]

[ ]

[ ]

   [ ]

[ ]

n m n m

r k k

k n r n

n m n m

k k k

k n k n

n m n m

r k k

r n k n

n m

k

k n

n m n m

r k k

r n k n

n m

k

k n

H H Sw

S H H w

S H H w

S H

H H w

S H

 

  





 

 


   

 

   

 


   



 

 


   



 

 

  



 



 

 

 

 



 



 

اص آ٘دبيي وٝ 
1

( )
n m

k

k n

S H


 

  ثبضذ، داسيٓ  ٞشٚيتض ٔي

lim ( )
t

t


 دادٜ ضذ،  ٘طبٖ  2ِٓ عٛس وٝ دس اثجبت  . اص عشفي، ٕٞبٖ 0

1

1 1

( )
n m n m

r k k

r n k n

H H w
 



   

   تشويت ٔحذة,kw kR ثبضذ.  ٔي

ٌش تشويت ٔحذة ثشداسٞبي  تٛاٖ ثٝ ػٙٛاٖ سٚيت سا ٔي (35)ثٙبثشايٗ، 

سا ثب  ٞب دس ٘ظش ٌشفت. ػلاٜٚ ثش ايٗ، سشػت ٍٕٞشايي  حبِت سشدستٝ

 تٛاٖ ثيطتش وشد. ٔي ا٘تخبة ٔمبديش ثضسٌتش 
 

 عددي سبزيهشبي -5

دس ايٗ ثخص، سٚش پيطٟٙبدضذٜ دس ثخص چٟبسْ ثش سٚي يه 

ضٛد تب ػّٕىشد ٔٙبست  سبصي ٔي سيستٓ چٙذػبّٔي ثب ٞفت ػبُٔ ضجيٝ

دادٜ ضٛد. ٌشاف استجبعبت ٔتٙبظش ثب سيستٓ  ضذٜ ٘طبٖ  وٙٙذٜ عشاحي وٙتشَ

 چٙذػبّٔي ٔفشٚؼ دس 

ثٝ تشتيت،  7تب  5ٚ  4تب  1ٞبي است وٝ ٌشٜ دادٜ ضذٜ  ٘طبٖ  1ضىُ 

اْ j ثبضٙذ. ٕٞچٙيٗ اٌش ٌشٜ ٞبي پيشٚ ٚ سشدستٝ ٔي دٞٙذٜ ػبُٔ ٕ٘بيص
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ٝ ٌشفت ثشاثش يه دس ٘ظش  ija اْ ٔتػُ ثبضذ،i ٌشاف استجبعبت ثٝ ٌشٜ

ثٝ  S ٞستٙذ ٚ ٔبتشيس (6)ٞبي سشدستٝ ثٝ غٛست  ضٛد. ػبُٔ ٔي

 غٛست 

(46) 1 3

1 1
S

 
   

 

ٞبي پيشٚ ٘يض  است. ٔؼبدلات ديٙبٔيىي ػبُٔ دس ٘ظش ٌشفتٝ ضذٜ 

 ا٘ذ: ٞبي صيش ٔطخع ضذٜ تٛسظ ٔبتشيس

(47) 

 

 

 

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

4 4 4

1 1 2
,  ,  1 2

1 0 1

2 0 1
,  ,  1 1

2 2 1

2 1 1
,  ,  3 2

3 3 2

1 4 1
,  ,  2 1

3 0 1

A B C

A B C

A B C

A B C

 
  




   




  

  
   

   
   
   

   
   
   

   
   
   

   
   
   

 

 

 
 

 : ٌشاف استجبعبت1ضىُ 

 

ٞبي صيش سا ثٝ تٛاٖ پبسخ ثشاي ٞش ػبُٔ پيشٚ، ٔي (22)ثب حُ ٔؼبدِٝ 

 دست آٚسد:

(48)    

   
1 2

3 4

0 1 ,    1 3 ,

1 2 ,    2 1

U U

U U

 

     
 

 سبصي ٘يض ثٝ غٛستضذٜ دس ضجيٝٞبي ثٟشٜ استفبدٜ ٔبتشيس

(49) 

   

   

1 1

1 2

1 1

3 4

1 2

3 4

1 1 ,    0.5 9 ,

2 5 ,    2 0 ,

2 7.5
,    ,

1 15.5

4 2
,    

1 0

K K

K K

L L

L L

  

  

    
        

    
    
   

 

سبصي ٘يض ثٝ  ِيٝ ٔٛسد استفبدٜ دس ضجيٝا٘ذ. ضشايظ اٚا٘تخبة ضذٜ

 ثبضذ: غٛست صيش ٔي

(50) 

   

   

   

   

   

   

   

 

1 2

3 4

1 2

3 4

1 2

3 4

5 6

7

30 4 ,  20 ,

30 30  10 30 ,

1 2 ,  1 2 ,  

1 3  2 0 ,

2 4 ,  1 1 ,  

0 3  1 2 ,

5 6 ,  25 9 ,  

20 20

0

 

1x x

x x

w w

w

 

 

 

 

  

  

  

   

 

   

 





 

 

 وٙٙذٜ، تغييشات ثشداس خغبي وٙتشَ خٟت اسصيبثي ػّٕىشد وٙتشَ

 ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ دس 

 ie ٞبي ٔؤِفٝ 1ie ٚ ,2ie, سسٓ ضذٜ است. دس ايٗ ضىُ، 2ضىُ 

ٞبي ثشداس خغبي  ضٛد وٝ ٔؤِفٝ ثبضٙذ. ثب تٛخٝ ثٝ ايٗ ضىُ ٔلاحظٝ ٔي ٔي

ضٛ٘ذ، وٝ  غٛست ٔدب٘جي ثٝ غفش ٍٕٞشا ٔي وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثٝ 

ضذٜ  سبصي جيٝدٞٙذٜ تحمك وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ثشاي سيستٓ ض ٘طبٖ

 ثبضذ. ٔي

 
 

 ٞبي ثشداس خغبي وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ : ٕ٘ٛداس تغييشات ٔؤِف2ٝضىُ 

 

ٞب دس حٛصٜ صٔبٖ، تغييشات صٔب٘ي  خٟت دسن ثٟتش سفتبس ػبُٔ

 ٞب ٘يض دس  ٞبي ثشداس حبِت تٕبٔي ػبُٔ ٔؤِفٝ

ٞبي سشدستٝ دس  سسٓ ضذٜ است. پٛضي وٝ تٛسظ ػبُٔ 3ضىُ 

ضٛد، ثب خظ تيشٜ ٚ ثٝ سً٘ سيبٜ دس ايٗ ضىُ  حٛصٜ صٔبٖ ايدبد ٔي

ٞبي  ضٛد وٝ دس صٔبٖ است. ثب تٛخٝ ثٝ ايٗ ضىُ ٔطبٞذٜ ٔي  ٔطخع ضذٜ

ٞبي پيشٚ وٝ ثب سً٘ آثي ٔطخع  ٞبي ثشداس حبِت ػبُٔ اثتذايي، ٔؤِفٝ

ٞب ٞستٙذ. أب ثب ٌزضت  ضذٜ تٛسظ سشدستٝ طىيُا٘ذ، خبسج اص پٛش ت ضذٜ

دٞٙذٜ تحمك وٙتشَ  ٌيش٘ذ وٝ ٘طبٖ صٔبٖ دس داخُ ايٗ پٛش لشاس ٔي

 ثبضذ. ٔحذٚد ٍٟ٘ذاس٘ذٜ ٔي
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 ٞب ٞبي ثشداس حبِت ػبُٔ : ٕ٘ٛداس تغييشات صٔب٘ي ٔؤِف3ٝضىُ 

  نتيجه -6

ٞبي  اس٘ذٜ ثشاي سيستٓدس ايٗ ٔمبِٝ، ٔسئّٝ وٙتشَ ٔحذٚد ٍٟ٘ذ

ٞبي پيشٚ خغي ثب ديٙبٔيه غيشيىسبٖ ٚ ثب  چٙذػبّٔي ٔتطىُ اص ػبُٔ

داس، ٔٛسد ٔغبِؼٝ ٚ ثشسسي لشاس ٌشفت. ديٙبٔيه  ٌشاف استجبعبت خٟت

غٛست سيستٓ خبسخي دس ٘ظش ٌشفتٝ ضذ. ثب  ٞبي سشدستٝ ٘يض ثٝ  ػبُٔ

دس دستشس  تٛخٝ ثٝ ايٙىٝ دس وبسثشدٞبي ػّٕي ٔتغيشٞبي حبِت ٕٞيطٝ

وٙٙذٜ استفبدٜ ضذ. ٘يستٙذ، اص فيذثه خشٚخي ديٙبٔيىي دس عشاحي وٙتشَ

ٞبي ٔٛخٛد دس ٔجحث تٙظيٓ خشٚخي أىبٖ دس ٘ظش  وٝ سٚش ثٝ دِيُ ايٗ

ٞبي ثب ديٙبٔيه غيشيىسبٖ سا داس٘ذ، ثشاي حُ ايٗ ٔسئّٝ اص  ٌشفتٗ ػبُٔ

تشيس ٌيشي اص خغب ٚ ٔب لبِت تٙظيٓ خشٚخي استفبدٜ ٌشديذ. ثٟشٜ
kH ،

ٞبي پيشٚ سا ثٝ  آٚسد تب ثتٛاٖ حبِت ٟ٘بيي ػبُٔ ايٗ أىبٖ سا فشاٞٓ 

ٞبي سشدستٝ ثيبٖ  ٞبيي اص ٔتغيشٞبي حبِت ػبُٔ غٛست ٔدٕٛع ػجبست 

ٞبي سشدستٝ دستشسي  وشد ٚ دس ٔحبسجبت ثٝ ٔتغيشٞبي حبِت ػبُٔ

اي  ٌٛ٘ٝ شٚخي ثٝ داضت. ٕٞچٙيٗ، خغبي ٔشسْٛ دس ٔجحث تٙظيٓ خ

اغلاح ضذ وٝ ثتٛاٖ ثيص اص يه ػبُٔ سشدستٝ سا دس ٘ظش ٌشفت. دس 

سبص ديٙبٔيىي استفبدٜ  يبفتٝ ٘يض اص يه خجشاٖ وٙٙذٜ تٛصيغ عشاحي وٙتشَ

ٌش تشويت ٔحذة ثشداسٞبي حبِت  ضذ، وٝ دس ٚالغ ٘مص سٚيت

 سا داضت.  ٞبي سشدستٝ ػبُٔ

ٞبي ثٝ دس ٘ظش ٌشفتٗ ٌشاف تٛاٖٞبي تحميمبتي آيٙذٜ ٔياص صٔيٙٝ

kٞبي سشدستٝ غيشيىسبٖ ثٝ غٛست سٛئيچيًٙ ثب ػبُٔ k kw S w ،

خٛد سا داسد، اضبسٜ وشد.  ٔخػٛظ ثٝ kSوٝ ٞش ػبُٔ سشدستٝ ٔبتشيس 

سا دس ضشايظ ٚالؼي وٝ ضبُٔ ٘ٛيض ٚ  ٞب ديٙبٔيه ػبُٔتٛاٖ  ٔيٕٞچٙيٗ، 

ثشسسي وشد تب ٔيضاٖ حسبسيت سٚش پيطٟٙبدي ثٝ ايٗ دٚ  ثبضذ ٔي ٘بٔؼيٙي

. ثشاي ٔثبَ ديٙبٔيه ٞبي ٚالؼي اسصيبثي ضٛد پذيذٜ ٔؼَٕٛ دس سيستٓ

ٞبي پيشٚ سا ثٝ غٛست  ػبُٔ

( ) ( )i i i i i i ix A A x B B u    .دس ٘ظش ٌشفت 
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