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متغيره دارد. در اين مقاله، روشی برای بدست خطی چندهای خطی و غيرماتريس تداخل نقش مهمی در زمينه کنترل سيستم: چکیده

های موجود در اين زمينه فقط برای سيستم قبلی پيشنهاد شده است. الگوريتم خطیمتغيره غيرآوردن اين ماتريس برای يک سيستم چند

کند. روش ارائه شده در اين مقاله، ها تضمين نمیمربعی مناسب است و علاوه بر آن هميشه تعيين ماتريس تداخل را برای اين سيستم

د. الگوريتم پيشنهادی بر اساس تعيين ساختار صفرهای انتقال گردهای آن برطرف میای که کاستیگونهدهد بهالگوريتم بالا را بسط می

آورد. در انتها، کارآيی الگوريتم کند و با درنظرگرفتن اين صفرها  ساختار ماتريس تداخل را بدست مینامحدود سيستم غيرخطی عمل می

 گيرد.پيشنهادی  با ذکر چند مثال مختلف مورد بررسی قرار می

 چند خروجی، ماتريس تداخل، ساختار صفر نامحدود.-رخطی، چند ورودیسيستم غيکلمات کلیدی: 

Calculation of Interactor Matrix for Nonlinear Multivariable 

Systems via Infinite Zero Structure Algorithm  

Zeinab Aslipour, Alireza Fatehi 

Abstract: An interactor matrix plays an important role in the multivariable linear and nonlinear 

control systems theory. This paper proposes a method to obtain the interactor matrix for nonlinear 

multivariable systems. The only existing algorithm works only on square systems; moreover, it 

cannot guarantee providing the interactor matrix for these systems. The proposed method of this 

paper improves the above algorithm so that both mentioned defects are solved. The modified 

algorithm uses the infinite zeros structure for the nonlinear system and then it obtains the structure 

of interactor matrix. The effectiveness of the introduced method has been shown using various 

examples. 

Keywords: Nonlinear System, Multi-Input Multi-Output, Interactor Matrix, Infinite Zeros 

Structure. 

 مقدمه -1

 نيب متفاوت یرهايتأخ وجود چندمتغيره، هایسيستم کنترل در

. کندیم دهيچيپ را یطراح و ليتحل کار مختلف یهایخروج و یورود

. شودمی تعريف تداخل ماتريس نام به مفهومی مشكل، نيا رفع یبرا

 تک هایسيستم از تأخير جمله تعميم گسسته حالت در تداخل ماتريس

 2یچند خروج-یهای چند ورودبه سيستم 1خروجیتک -ورودی

 برای یخروجچند -یورود چندهای برای سيستم سيباشد. اين ماترمی

مطرح شد که در ارتباط  1976در    Falbو Wolovich توسط بار اولين

 به تأخير وسته،يپ زمان هایسيستم برای[. 1باشد]مستقيم با مفهوم تأخير می

 به منجر سيستم يک ورودی در رييتغ اينكه برای موردنياز زمان عنوان

 
1 Single Input-Single Output (SISO) 
2 Multi Input-Multi Output (MIMO) 
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 غيرصفر زمان اولين برابر که شودمی تعريف شود، آن خروجی در رييغت

تأخير توان گفت که میگسسته  هایسيستم در. است ضربه پاسخ شدن

 [.2برابر تعداد صفرهای نامحدود است ]

، دو تعريف برای تأخير  چند خروجی-های چند ورودیدر سيستم

نام دارد، تأخير توان در نظرگرفت. تعريف اول که تاخير عنصر می

کند. اثرگذاری يک ورودی بر روی يک خروجی مشخص را بيان می

نهايت است. اما تعريف اين تعريف معادل با مفهوم صفرهای عنصردر بی

شود. در اين تعريف، نهايت ارائه میدوم براساس صفرهای انتقال در بی

تعداد  گردد که شامل کمترينتأخير بر حسب يک ماتريس ناويژه بيان می

ضرايب پاسخ ضربه سيستم يا همان پارامترهای مارکوف است. اين 

رد های مختلفی کاربشود و در زمينهماتريس، ماتريس تداخل ناميده می

کننده حداقل دارد. يكی از کاربردهای ماتريس تداخل، طراحی کنترل

،  [3]باشد. درمی چند خروجی-های چند ورودیواريانس برای سيستم

کننده با در نظرگرفتن ماتريس کنترل جهت طراحی اين کنترلسيگنال 

چند خروجی بدست آمده است. -تداخل قطری برای سيستم چند ورودی

توان با استفاده از مرتبه اين ماتريس بدون نياز به محاسبه علاوه بر اين می

کامل ماتريس تداخل، حد بالا و پايينی برای شاخص حداقل واريانس 

کننده تطبيقی توان از اين ماتريس در طراحی کنترل. می[4]محاسبه کرد 

. در بحث [5]چندخروجی  نيز استفاده کرد-های چند ورودیسيستم

کنترل تطبيقی مدل مرجع، اطلاع داشتن از ماتريس تداخل سيستم برای 

انتخاب مدل مرجع نياز است زيرا مدل مرجع بايد همان ماتريس تداخل را 

از اين ماتريس برای طراحی کنترل  [8]چنين در م. ه[7, 6]داشته باشد

Hکننده فيدبک حالت با معيار
 استفاده شده است. 

های های خطی الگوريتمبرای تعيين ماتريس تداخل در سيستم

الگوريتمی معرفی شده است که در آن با  [9]زيادی ارائه شده است. در 

م، ماتريس استفاده از يک توصيف ماتريسی چپ از تابع تبديل سيست

از پارامترهای مارکوف برای تعيين  [10]آيد. در تداخل بدست می

ماتريس تداخل استفاده شده است. اين پارامترها به طور مستقيم از تابع 

چند -خروجی سيستم چند ورودی-های ورودیتبديل سيستم و يا داده

روشی برای بدست آوردن اين  [11]باشند. در خروجی  قابل محاسبه می

، معرفی شده است  چند خروجی-های چند ورودیارامترها در سيستمپ

که از الگوريتم حداقل مربعات برای تخمين پارامترهای مارکوف و 

های حال، گذشته محاسبه ماتريس تداخل بر حسب مدلی شامل خروجی

های نيز روش  [14-12]کند. در مراجع های گذشته، استفاده میو ووردی

ه ماتريس تداخل با استفاده از معكوس مجازی تابع ديگری برای محاسب

های مربعی و غير مربعی آورده شده است.  در تبديل سيستم برای سيستم

هايی روی تابع تبديل سيستم، ماتريس نيز با در نظرگرفتن فرض [16, 15]

تداخل محاسبه گرديده است. بعد از يافتن ساختار مناسب برای ماتريس 

ارائه شده است به  [17]استفاده از روشی که در  توان باتداخل، می

شناسايی پارامترهای مجهول اين ماتريس همزمان با پارامترهای سيستم 

نشان داده شده است که ترکيب خطی پارامترهای  [2]پرداخت. در 

توان مارکوف فرآيند در حالت حلقه باز و حلقه بسته يكی است و می

های حلقه بسته بدست از روی داده ماتريس تداخل سيستم حلقه باز را

 آورد.

های ارائه شده برای محاسبه ماتريس تداخل در يكی از روش

های غيرخطی آن است که سيستم غيرخطی موجود حول يک نقطه سيستم

کار مشخص خطی شده و سپس ماتريس تداخل خطی با استفاده از 

ريتمی الگو [19]. در [18, 7]های معرفی شده بدست آيد الگوريتم

غيرخطی جهت بدست آوردن ماتريس تداخل برای يک سيستم غيرخطی 

در تمامی نقاط کاری سيستم ارائه شده است. البته اين الگوريتم برای 

-1-3سازی نيست، که در بخش های غيرخطی قابل پيادهبخشی از سيستم

 به جزييات آن پرداخته خواهد شد. 1

های غيرخطی چند ستمدر اين مقاله، سعی شده است که برای سي

چند خروجی که به صورت مربعی يا غيرمربعی هستند ماتريس -ورودی

تداخل خطی بدست آيد. روند محاسبه ماتريس تداخل يک روند 

-های موجود در برخی مقالات از خطیغيرخطی است، يعنی مشابه روش

سازی سيستم غيرخطی حول يک نقطه کار و تابع تبديل سيستم  برای 

ابتدا کلاسی از  [19]کند. مشابه تريس تداخل استفاده نمیتعيين ما

در  1چند خروجی به صورت افاين-های غيرخطی چند ورودیسيستم

شود و سپس با استفاده از الگوريتم پيشنهادی، ماتريس نظرگرفته می

گردد. الگوريتم پيشنهادی اصلاح يافته، الگوريتم میتداخل خطی تعيين 

-های غيرخطی افاين میست اما برای تمامی سيستما [19]ارائه شده در 

های اصلی تواند ماتريس تداخل را ارائه دهد. اين ماتريس تداخل ويژگی

سازی سيستم غيرخطی توان با خطیتعريف اين مفهوم را داراست که می

ها را تحقيق کرده و صحت حول يک نقطه کار مشخص اين ويژگی

 روابط را نشان داد.

دهی شده است. در بخش ادامه به صورت زير سازمان اين مقاله در

، تعريف ماتريس تداخل برای يک سيستم خطی و غيرخطی آورده 2

، الگوريتم موجود برای تعيين ساختار ماتريس تداخل 3شود . بخش می

های يک سيستم غيرخطی را بررسی کرده و با ذکر چند مثال محدوديت

سپس الگوريتم ساختار صفر  کند وموجود در اين روش را بيان می

، الگوريتم پيشنهادی در 4شود. در بخش نامحدود در اين بخش ارائه می

اين مقاله برای تعيين ساختار ماتريس تداخل بيان شده و کارايی اين 

،  با ذکر چند مثال و 3های روش بخش الگوريتم در جهت رفع کاستی

تم واقعی نشان داده به عنوان يک سيس pHچنين در نظرگرفتن سيستم هم

 گردد.ارائه می 5بندی  پژوهش در بخش شود. جمعمی
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 ماتریس تداخل  -2

 یخط ستميس تداخل سيماتر 2-1

برای هر ماتريس تابع تبديل گسسته در زمان، چندجمله ای گويا و 

) با ابعاد Gسره  )p m p m يک ماتريس ،p p  پايين

ی اگونهارد به به نام ماتريس تداخل وجود د D  1مثلثی ناويژه يكتا چپ

 :[2]که دو شرط زير در مورد آن صادق است 

1 10 0

) ( )

) lim ( ) ( ) lim ( )

r

z z

i z z

ii z z z
− −→ →

 =


= =

D

D G G K
 (1) 

يک ماتريس ثابت و  G، K تعداد صفرهای نامحدود r که 

)است که معادل بهره فرکانس بالای سيستم  2رتبه کامل ) ( )z zD G  

است که فقط شامل  Gتابع تبديل بدون تأخير ماتريس Gاست و

ه در زمان نيز مشابه های پيوست. برای سيستمباشدیمصفرهای محدود 

 .[20] شودهای گسسته در زمان ماتريس تداخل تعريف میسيستم

 به شكل زير نوشت: توانیمرا  ماتريس تداخلدر حالت کلی  

1

0 1 1  d d

dz z z−

−= + ++D D D D  (2) 

و برای هر تابع تبديل  شودیمناميده  ماتريس تداخلمرتبه  dکه

pو يكتاست مشخص p

i R D رایب ( 1,2,..., )i d=   

ماتريس که بهره استاتيكی باشند. از آنجايیهای ضرايب میماتريس

-لزوماً ماتريس همانی  نيست، مقايسه آن در حالت چند ورودی تداخل

) تک خروجی-چند خروجی با حالت تک ورودی )dz   دچار اشكال

−(1)1 را در ماتريس تداخلتوان می؛ بنابراين شودیم
D    ضرب کرد

 بدست آيد: 3اصلاح شده ا ماتريس تداخلت

( ) ( ) ( )1 1m z z−=D D D  (3) 

شرط زير اضافه شود، اطمينان  تريس تداخلماالبته اگر در تعريف 

 :[ 21]واحد است DCکه بهره  شودحاصل می

0 1 1d−+ ++ =D D D I  (4) 

توان به صورت علاوه بر اين، ماتريس تداخل را در حالت خطی می

يک ماتريس پايين مثلثی يكتا و ناويژه تعريف کرد که مرتبه عناصر 

  :[22]قطری اين ماتريس، مرتبه صفرهای نامحدود سيستم است

 
1 - lower left triangular matrix 

2 - full rank 

3 - modified interactor matrix 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

1 2

21

1 2

, , ,

1 0 0

1 0

1

pff f

p p

z z diag z z z

z
z

z z



 

 = 
 

 
 
 =
 
 

  

D H

H

 (5) 

) که  )ij z عناصر قابل قسمت به z  .1و يا صفر استfتا 

pf ها مرتبه صفرهای انتقال نامحدود سيستم است، که رابطه زير بين آن

 برقرار است:

1 2 pf f f   (6) 

) در اين صورت يک ماتريس غير يكتا و دو سره به نام )zB رای ب

 :ای کهتوان تعريف کرد به گونهسيستم می

( ) ( ) ( )1 ,0z z z− =  G D B  (7) 

تبديل سيستم با معكوس ماتريس تداخل و  شود که تابعمشاهده می

ماتريس دوسره هيچ  کهيک ماتريس دوسره بيان شده است. از آنجايی

قطب يا صفر نامحدودی ندارد، يعنی هم خودش و هم معكوسش سره 

) نهايت تابع تبديل سيستم يعنیاست، بنابراين ساختار بی )zG  همان

توان گفت که می باشد ونهايت معكوس ماتريس تداخل میساختار بی

ای ماتريس تداخل برابر با بزرگترين مرتبه بزرگترين مرتبه هر چندجمله

نهايت تابع تبديل سيستم است. بنابراين مرتبه عناصر قطری اين صفر بی

 باشد.ماتريس برابر با مرتبه صفرهای انتقال نامحدود سيستم می
 یخط ريغ ستميس تداخل سيماتر 2-2

  m-ورودیmخطیک سيستم غيرمعادلات فضای حالت ي

 باشد: خروجی به صورت زير می

x = f(x)+ g(x)u

y = h(x)
 (8) 

,mRu و nRxکه در آن  y، nRf(x)، 
n mR g(x)  وmRh(x) باشند. برای اين سيستم، می

ماتريس  ( تعريف کرد.9توان يک ماتريس تداخل به فرم رابطه )می

m تداخل معرفی شده m  بوده و  مرتبه آن d  16 [ است[: 

( ) 1

1 0  d d

d dv v v −

−= + ++N N N N  (9) 

ست. در صورت ضرب کردن گيری ااپراتور مشتق v که در آن

 ماتريس تداخل  در خروجی سيستم داريم:

( ) ( )(  )v y = +N Λ x ua x  (10) 
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) که ) m mR Λ x  ک ماتريس ناويژه است. ي( )a x  و

( )Λ x  شوند:به صورت زير محاسبه می 

 

( )

( )

( )

( )  

( )

( )

( )

0 1

1 2

1

, , ,

, , ,

d

d

−

 
 
 = 
 
 
  

 
 
 = 
 
 
  

N N N

Λ N N N

f

d

f

g

g f

d

g f

h x

L h x
a(x)

L h x

L h x

L L h x
x

L L h x

 
(11) 

 (  از مشتق لی استفاده شده است.11در ابطه )

 یهاستمیس تداخل سیماتر محاسبه  -3

 یرخطیغ

های هم برای سيستمهای خطی و ماتريس تداخل هم برای سيستم

غيرخطی قابل تعريف می باشد. البته در هر دو حالت، خود اين ماتريس به 

-شود. مفهوم ماتريس تداخل برای سيستمصورت خطی در نظر گرفته می

ذکر  1-2های خطی که در بخش های غيرخطی دقيقا مشابه سيستم

باشد. يک روش بدست آوردن آن، خطی کردن سيستم حول گرديد، می

های موجود در حوزه يک نقطه کار مشخص و سپس استفاده از الگوريتم

. روش ديگری نيز موجود است که [18, 7]های خطی است سيستم

مستقيم از ساختار خود سيستم غيرخطی برای محاسبه ماتريس تداخل 

 آمده است. به تفصيل در زير که کنداستفاده می

  Mutohبر روش  یمرور 3-1
روشی را ذکر کرده است که با استفاده از  Mutoh، [19]در مرجع 

m آن برای يک سيستم غيرخطی مربعی m ابتدا ساختار ماتريس ،

تداخل محاسبه گرديده و سپس پارامترهای مجهول اين ماتريس شناسايی 

 شوند. می

های توان ماتريس( با کمک مشتقات لی می8برای سيستم غيرخطی )

iT :را به صورت زير تعريف کرد 

( ) ( )1       1,2,i

g fL L i−= = iT x h x  (12) 

i هایاز طرفی، ماتريس
Γ  ( قابل تعريف 13به صورت رابطه )

 است:

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1 1

1

1

0

     2,3,i

=

 
 

= =  
 
 

T

T

i

T T

i

Γ T

T

Γ

T T

x x

x

x

x x

 (13) 

 شوند:ها تا زمانی که شرط زير برقرار شود تعريف میاين ماتريس

 

 

( ) ( )1k krank rank m−= +Γ Γx x  (14) 

 توان نشان داد که:می

( )

( )

1

1

0

0

T

d

T

d

d

T

−

  
  
   =
  
  

      
T

N

N
Γ

N Λ

x

x

 (15) 

 شودفرض می اند.( تعريف شده9ها مطابق )iNکه در آن

( )xk

jγ  بردارهای مستقل خطی
jΓ  .اگر را نشان دهدkq  تعداد

) بردارهای مستقل خطی )xk

jγ  باشد، آنقدر اين مراحل تكرار می-

 گردند که :

1 2 1d dq q q q m−   =  (16) 

گاه مرتبه عناصر قطری ماتريس تداخل به صورت زير تعيين آن

 شود:می

1 2 1m mk k k k d−   =  (17) 

توان ماتريس تداخل باشد، می 22به عنوان مثال اگر سيستم موجود 

ن مثلثی است به صورت زير را با توجه به تعريف آن که يک ماتريس پايي

 نوشت:

( )
( )
( ) ( )

11

21 22

0
,

,

n v
v

n v n v




 
=  
 

N  (18) 

) که در رابطه بالا عناصر روی قطر يعنی )11n v  و( )22n v  هر

   2k و 1kهای به ترتيب برابر با ای دلخواه معلوم با مرتبهچندجمله

ای آيد. اما چندجملهاست که مطابق با الگوريتم بالا بدست می

( )21 ,n v د که بايد شناسايی نمجهول می باش هایدارای پارامتر

 [  به تفصيل آورده شده است.19د که روند شناسايی در ]ندگر
 Mutohروش  یتهايمحدود 3-1-1

های آن توان به برخی محدوديتجزئيات اين روش می با بررسی

 هايی آورده شده است.برد که اين موضوع در زير با ذکر مثالپی

های : اين روش تنها برای کلاس خاصی از سيستممحدودیت اول

های مربعی، کاربرد چند خروجی غيرخطی، يعنی سيستم-دیچند ورو

 دارد. 

شود که هايی می: اين روش تنها شامل سيستممحدودیت دوم

( برقرار شود و 14يعنی رابطه ) Mutohبرای آنها شرط توقف الگوريتم 

گاه هايی که اين شرط هيچتواند برای محاسبه ماتريس تداخل سيستمنمی
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نمی افتد، استفاده شود. برای مشخص شدن اين در مورد آنها اتفاق 

 آورده شده است. 1محدوديت مثال 

شود، اين های زير فرض می( با ماتريس8سيستم غيرخطی ) (1مثال 

2 سيستم 2  :می باشد 

( ) ( ) ( )

4

4

1 3 2

2 4 2

2

2 4 2 4 4

4

0 0
,  ,

0

1 0

x

x

x x x e

x x x

x x x x xe

x

−

−

 − + 
  

   = = =    − −  
  

−     

gf x x h x  

برای محاسبه ماتريس تداخل خطی آن بكار گرفته  Mutohالگوريتم 

 شود.می

 گام اول:

1 1

0 1

0 0

 
= =  

 

T
Γ T

 
 بنابراين

1

1 1 1 و در نتيجه   = 1q  واهد شد.خ  =

 :گام دوم

1

2

22 1

0 1 0 0

0 0 0 00
    

1 0 1

0 0 0 0

x

 
 

 
 = = 
 − 
 
 

T

T T

T
Γ

T T

 

1باشد که می 2رتبه اين ماتريس برابر با 

1 1 2و  =

1 1 است.  =

2بنابراين  1q  خواهد بود. =

 گام سوم:

1

2

2 2 1

13 2
2 4 2 2

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0

1 0 1 0 0
0

0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 1

0 0 0 0 0 0

x

x x x x

 
 
  
 − 

= =   
  

   − −
 
  

T

T T

TT T

T  

Γ T T

TT T

1 باشد که در آن می 3رتبه اين ماتريس برابر با  

1 1 2و  =

1 1 و  =
3

1 1  است.  =

کند چرا که شرط زير هيچ طور اين الگوريتم ادامه پيدا میو همين

 شود:وقت محقق نمی

( ) ( )1 2k krank rank −= +Γ Γx x

شود که هايی میاين محدوديت شامل سيستم :محدودیت سوم 

گردد. توجه شود که آخرين نامعادله ( برقرار نمی16ها رابطه )برای آن

.. برای مشخص شدن اين محدوديت است و نه  <( به صورت 16رابطه )

 آورده شده است. 2مثال 

شود، اين های زير فرض می( با ماتريس8سيستم غيرخطی ) (2مثال 

2 سيستم  2 ی باشد:م 

( ) ( ) ( )

3 1

4 21 1

3 4 32 2

31 3 4

1

,  ,

1

x x

x xx x

x x xx x

xx x x

   
   

    = = =     −  
   

  

gf x x h x 

 گام اول: 

1

1 1

1 2

1 x

x x

 
= =  

 

T
Γ T

 

1است و در نتيجه  2رتبه اين ماتريس برابر با  2q  خواهد شد. =

 گام دوم: 

1

211

2

32 12 1

3 1 2

1 0 0

000

1

1

x

xx

xx x

x x x

 
 

   = =    
 
 

T

T T

T
Γ

T T

 

2باشد  بنابراين می 4رتبه اين ماتريس برابر با  2q  خواهد بود. =

2dبه آنكه  با توجه  است و از آنجايی که =

2 1 2q q=  ( برقرار نمی باشد.13ت، رابطه )اس=

م در بخش اول خود، دهند که اين الگوريتدو مثال فوق نشان می

يعنی بدست آوردن تعيين مرتبه عناصر روی قطر ماتريس تداخل، ممكن 

توان است دچار مشكل شود. اما در صورت بدست آمدن اين ساختار می

 پارامترهای آن را بدست آورد.

 الگوريتم ساختار صفر نامحدود   3-2

روی  گفته شد، برای تعيين مرتبه عناصر 1-2گونه که در بخش همان

توان از تعيين مرتبه صفرهای نامحدود سيستم نيز استفاده کرد. قطر می

Liu & Lin  [23] اند که برای يک سيستم غيرخطی، الگوريتمی ارائه داده

کند. اين الگوريتم به اختصار در زير مرتبه صفرهای نامحدود را معين می

 آورده شده است.

رهای زير تعريف ( متغي8برای يک سيستم غيرخطی با رابطه )

 شود:می

( ) ( ) ( )0 0 0, , 0, 1k= = = =Θ x h x Ω x  (19) 

 توان نشان داد که ماتريسمی
( )

( )
1

1

 
g k

g k

L

L

−

−

 
 
 

Ω

Θ

x

x
x برای   U  

) دارد و يک k رتبه ثابت برابر با ) ( )1 1k k kp

k R
  − −−  −

R  

 ای که ماتريسگونهجود دارد بهو
( )

( )
1

1

 
g k

g k k

L

L

−

−

 
 
 

Ω

ΘR

x

x
برای   

x U   رتبه سطری کامل برابر با k  داشته باشد. در اين صورت

 ( برقرار است:20رابطه )
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( )  1 0 2 1 1, , , k kcol − =    R R Rk x  (20) 

) حال اگر ) ( )1k kp p
R

  −−  −
kS  گرفته شود ای در نظر گونههب

 که:

0
k

k

det
  

  
  

R

S
 (21) 

 يكتا 1در آن صورت يک تابع هموار

( ) ( ) ( )1

, : ,    1,2, ,k l lp

k l U R l k
   −−  −

→ = P x    وجود

 دارد که: 

( ) ( ) ( )1 , 1

1

0
k

g k k k l g l l

l

L L− −

=

− = S P Rx x x  (22) 

 شود:حال تابع زير تعريف می

( ) ( ) ( ) ( )1 , 1

1

k

k f k k k l f l l

l

L L− −

=

  = −S P Rx x x x  (23) 

)اگر )1

1

k

j j

j

k j n  −

=

+ −   شود کهn  تعداد متغيرهای

)حالت سيستم و  ),k min p m که pهای ، تعداد خروجی

يابد. يک عدد افزايش می kباشد، ، تعداد ورودی های آن mسيستم و

k* در غير اين صورت k=  شود و خواهيم داشت:عريف میت 

( ) ( )

 

( )

*

*

*

*

*

*

*

1

1

1 2

1

1

           ,

, , ,

k

j j k
j

k

d k

k

d j j

j

k k

k j n or min p m

m

n j

  

   



 

−

=

−

=

=

+ − = =

= 

=

= −





 
(24) 

 شوند:ای از اعداد صحيح به صورت زير تعريف میسپس مجموعه

 

1 0 2 1 * * 1

1 2

* *

1 2 3

, , ,

1, ,1,2, , 2, , , ,

0

d

k k

d

m

m

q q q q

q k k

q q q q

     
−

− − −

= 

 
 

=     
  

   

 
(25) 

 
1 smooth 

دهند. ، صفرهای نامحدود سيستم را نشان میqدر واقع مجموعه 

 میگيرها بين جفت ورودی و خروجی ای از انتگرالها مجموعهiq يعنی

 .باشند

 سیماتر همحاسب در یشنهادیپ تمیالگور -4

 تداخل

در صورت در اختيار  1-3طور که مشاهده شد، الگوريتم بخش همان

تواند ماتريس تداخل های روی قطر ماتريس تداخل میداشتن مرتبه درايه

را بدست آورد اما در برخی موارد اين الگوريتم در بدست آوردن اين 

ه صفرهای شود. از طرف ديگر اين مرتبه برابر مرتبمرتبه دچار مشكل می

تواند بدست آيد. می 2-3انتقال نامحدود است که توسط الگوريتم بخش 

توان ساختار ماتريس تداخل را بنابراين با ترکيب اين دو الگوريتم می

( اعم از مربعی و غيرمربعی بدست 8برای هر سيستم غيرخطی با ساختار )

 شود:آورد. بر اين اساس الگوريتم زير ارائه می

حاسبه مرتبه عناصر قطری ماتريس تداخل با استفاده از م -گام اول

 . 2-3الگوريتم بخش 

تعيين ساختار ماتريس تداخل با استفاده از الگوريتم بخش  -گام دوم

3-1. 

شناسايی پارامترهای مجهول ماتريس تداخل با استفاده از  -گام سوم

 .2روش حداقل مربعات بازگشتی

 د مثال چن یتداخل برا سيمحاسبه ماتر  4-1

های شود ساختار ماتريس تداخل مطابق با گامدر اين بخش سعی می 

 2-3های ذکر شده در بخش اول و دوم الگوريتم پيشنهادی برای مثال

محاسبه گردد. سپس می توان پارامترهای مجهول ماتريس تداخل را با 

 شناسايی کرد.  [19]استفاده از روش ذکر شده در 

 گيريم:را  در نظر می 1مثال  سيستم غيرخطی  (3مثال 

مرتبه صفرهای انتقال  2-3گام اول: ابتدا با اعمال الگوريتم بخش 

 :شوندنامحدود آن تعيين می
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2 Recursive Least Squares(RLS) 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
12

.2
.1

 ]
 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
97

.1
2.

2.
4.

0 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-0

7-
16

 ]
 

                             6 / 11

http://dx.doi.org/10.29252/joc.12.2.1
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1397.12.2.4.0
https://joc-isice.ir/article-1-460-fa.html


 م ساختار صفر نامحدودهای چند متغيره غيرخطی با استفاده از الگوريتمحاسبه ماتريس تداخل برای سيستم
 زينب اصلی پور، عليرضا فاتحی

7 
 

 

Journal of Control, Vol. 12, No. 2, Summer 2018  1397، تابستان 2، شماره 12مجله کنترل، جلد 

 

 

) تكرار دوم 2)k =: 

( )   ( )  

( ) ( )

1 2 1 2 2

2

2 2 4 2 2 4

  0 , 1  0   1, 

1, ,

g gL x x L x R

S x x x x x

= = → = =

=  =







=
 

) تكرار سوم 3)k =: 

( )   ( )  

( ) ( )

( )
*

2 2 4 2

3 3

3 *

3 3 4 3 2 4

*

1

1

2   0 ,    1  0

  1, 

1,   ,  ,  3 

   4

g g

k

j j

j

L x x x L x

R

S x x x x x k

k j



  −

=

= =

→ = =

=  =  = =

→ + −

 

=

 

 بنابراين اين سيستم يک صفر نامحدود از مرتبه يک دارد. 

 زير خواهد شد:گام دوم: ساختار ماتريس تداخل آن به فرم  

( )
1 2

0
,

1
v

v v a


 

 
=  

+ + 
N 

 گيريم:را در نظر می 2سيستم غيرخطی مثال  (4مثال 

مرتبه صفرهای انتقال  2-3گام اول: ابتدا با اعمال الگوريتم بخش 

 :شوندنامحدود آن تعيين می

( ) ( ) ( )1

0 0 0

2

,    ,  0
x

x


 
= =  = = 

 
x h x x 

)تكرار اول  1)k =: 

( )

( )*

1

0 1

1 2

*

1
  2

, 2    1

g

k

x
L

x x

min p m k





 
= → =


 



= = → =

x 

 در نتيجه سيستم دارای دو صفر نامحدود از مرتبه يک است.

 شود:گام دوم: بنابراين ساختار ماتريس تداخل آن به فرم زير می

( )
1 2

0
,

v a
v

v v b


 

+ 
=  

+ + 
N 

آن است که تنها برای   1-3اشكال ديگر الگوريتم بخش  (5مثال

توان با استفاده از  که میهای مربعی تعريف شده است. در حالیسيستم

الگوريتم پيشنهادی، مرتبه عناصر قطری ماتريس تداخل را هم برای 

عی و هم غيرمربعی بدست آورد. سيستم زير را در نظر های مربسيستم

 گيريم .می

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 4 1 2 4

1 2 1 2

1 2 1 2 3

1 4 1

1 4 1 4 5

3
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0 0 0
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3 1 0 0

2 0 1 0
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x x x
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x
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x


   
   − − − − −   
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= =   
+ + −   
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+ + −      

 
=  
 

 
= =  =  = 
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gf x x
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x h x x

 

)تكرار اول  1)k =: 

( )

( )

0 1

2 2

1 1

1 2 1 2 3
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1 4 1 4 5
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  0 
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
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)تكرار اول  2)k =: 

( )

( )*

2

1 2

4

*

1 1 0
  2

1 0 1

   , 2    2

g

k

x
L

x

min p m k





+ 
= → = 

+

= →




= =

x 

در نتيجه سيستم دارای دو صفر نامحدود از مرتبه دو می باشد، 

 بنابراين ساختار ماتريس تداخل آن به فرم زير است:

( )
2

1 1

2 2

1 2 2 2

0
,

v a v b
v

v v v a v b


 

 + +
=  

+ + + 
N 

شند. باهای پايدار دلخواه میایهای روی قطر، چندجملهایچندجمله

ای برابر با مرتبه ماتريس ای با مرتبهای غير قطری، چندجملهچندجمله

های تداخل و حداقل پارامترهای موجود جهت برقرار بودن ويژگی

 ماتريس تداخل می باشد.

  pHمحاسبه ماتريس تداخل سيستم  (6مثال  

به منظور بررسی کارايی الگوريتم پيشنهادی، در اين مثال اين 

 pHگردد. فرآيند اعمال می pH سازیر روی مدل فرايند خنثیالگوريتم ب

کننده در فرآيند و يک فرآيند غيرخطی است که بسته به مواد شرکت

 1989. در سال دکنديناميک مسأله، شدت غيرخطی بودن آن تغيير می

Seborg چند خروجی-يک فرآيند چند ورودی pH و  ارائه کرد

به  pHام داد. معادلات حالت سيستم سيستم را انجسازی کامل از مدل

 :[24]صورت زير می باشد

( ) ( ) ( )

( )

 = + +
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gx f x x u p x d

y h x  
(26) 
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) های اين فرآيند بازورودیکه  )bF و بافر ( )bfF1  ،

خروجی از مخزن ترکيب و ارتفاع محلول داخل  pHهای آن خروجی

) مخزن و  اسيد )aF  .به عنوان اغتشاش در نظر گرفته می شود

 ردند:گ( تعريف می27متغيرهای حالت به صورت رابطه )

 1 2 3

T
x x xx  (27) 

ارتفاع مايع در  3x لظت باز وغ 2x غلظت اسيد،  1xکه در آن 

های معادلات حالت سيستم .ساير ماتريسدهندمخزن ترکيب را نشان می

pH ( در زير آمده است:   26مطابق رابطه ) 
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x
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 
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 
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 
 
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= − − 
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g x
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(28) 

  aiW ،ایمساحت سطح مخزن ترکيب استوانه A (،28در رابطه )

)امi يانهای واکنش برای جرثابتbiWو  , , )i acid base buffer= 

-3باشد که محدوديت سوم بخش هايی میجز سيستم pHسيستم  هستند..

کند. بنابراين  برای بدست آوردن ماتريس در مورد آن صدق می 2

استفاده کرد. برای اعمال  Mutohتوان از روش تداخل اين سيستم نمی

چند -الگوريتم پيشنهادی در اين مقاله بر روی اين سيستم چند ورودی

های آن به صورت صريح بر اساس متغيرهای ، نياز است خروجیخروجی

ها نسبت به حالت در اختيار باشند چرا که بايد مشتقات لی خروجی

متغيرهای حالت محاسبه گردد. در اين سيستم دو خروجی داريم که يكی 

باشد. در مورد ارتفاع مشكلی وجود ندارد چراکه می pHارتفاع و ديگری 

 pHی از متغيرهای حالت تعريف شده است اما خروجی اين خروجی تابع

را به طور ضمنی بر حسب  pH ( خروجی 29به اين شكل نيست. رابطه )

 دهد.متغيرهای حالت مسئله بدست می

( )

( )

2

21

14

1 2

1 2 10
, 10 10

1 10 10

, 0

a

a

pH pK
pH pH

pH pKpKa pH
c pH x x

c pH

−
− −

−−

+ 
= + − +

+ +

=

x

x

)29(  

 
1 Buffer 

به صورت صريح بر  pHدر اين رابطه خروجی  شود کهمشاهده می

د برای حسب متغيرهای حالت بيان نشده است، درحالی که در مراحل بع

در اين مقاله  محاسبه ماتريس تداخل نياز به چنين رابطه صريحی است.

به صورت تابع صريحی از متغيرهای حالت، از  pHبرای بدست آوردن 

استفاده شده است. اين شبكه عصبی  2(PNNای )شبكه عصبی چندجمله

 3 [25](GMDHها )مبتنی بر تئوری روش گروهی برای مديريت داده

آن رابطه بين ورودی و خروجی به صورت ترکيبات متوالی است که در 

با انتخاب  PNN. در شودهای با مرتبه محدود مدل میایاز چند جمله

توان ها میها و تابع مناسب برای هر گره و اضافه کردن لايهتعداد ورودی

به بهترين مدل دست يافت. تابع عملكرد هر گره به نام توصيف جزئی 

(PD)4  ای از درجات پايين شود که معمولا توابع چند جملهمیشناخته

در مرحله  گيرد.در دو مرحله صورت می PNNهستند. آموزش شبكه 

های آنها از است که ورودی PDيادگيری، هر لايه دارای تعدادی 

های آخرين PDضرايب جملات  شود.های لايه قبل ساخته میخروجی

دام بتوانند بهترين تخمين ممكن را شود که هر کلايه به صورتی تنظيم می

گيرد که ضرايب از خروجی ارائه دهند. اين کار درحالی صورت می

مانند. در صورتی که خروجی هيچ های قبل از آن بدون تغيير باقی میلايه

های لايه آخر تخمين خوبی از خروجی ارائه ندهند، لايه PDکدام از 

کند ها تا جايی ادامه پيدا میيهشود. افزايش لاجديدی به شبكه اضافه می

های آخرين لايه تخمين قابل قبولی از خروجی اصلی که يكی از خروجی

هايی که در ساختن اين PDارائه دهد. پس از آن در مرحله حذف، تمامی 

های موثر بر آن باقی PDشوند و تنها اند حذف میخروجی نقشی نداشته

هابه صورت يک تابع چند PD مانند. خروجی نهايی با ترکيب روابطمی

تواند نوشته شود. بر اين اساس، با فرض رابطه ها میای از ورودیجمله

زده توان خروجی تخمين(، می30ورودی و خروجی به صورت رابطه )

 ( در نظر گرفت:31شده را مطابق رابطه )

( )1 2, , , Ny f x x x=   (30) 

( )
1 1 1 2 1 2

1 1 2

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 0
ˆˆ , , , N k k k k k k

k k k

k k k k k k

k k k

y f x x x c c x c x x

c x x x

=  = + +

+ +

 

  
(31) 

الگوريتم کامل بدست   باشند.ها ضرايب مدل می c که در آن

 ارائه شده است.  [26]آوردن اين شبكه در 

به هر سه متغير حالت  pH( پيداست،  29گونه که از رابطه )همان

اين نكته طبيعی است که غلظت اسيد و باز تأثير بيشتری . البته وابسته است

های لايه ، در ابتدا ورودیPNNبرای توليد شبكه  .دارند  pHروی مقدار 

 
2 Polynomial Neural Network (PNN) 
3 Group Method of Data Handling 
4 Partial Description  
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در نظر گرفته شد. اما  3xو 1x ،2xی اشبكه عصبی چندجمله اول

ها کماکان زياد بود. علت آن اين افزايش لايه رغمخطای مدلسازی علی

(، رابطه بين متغيرها دارای جملات نمايی است که 29بود که طبق رابطه )

شوتد. بنابراين برای کمتر شدن ها بيان نمیایبه خوبی توسط چندجمله

1xe ،2xبه  صورت  خطای شناسايی سه ورودی ديگر نيز
e ،3x

e  به

 آنها اضافه گرديد:  

31 2

1 2 3                 
xx xu x x x e e e =  

 

زمانی های مطرح شده برحسب ورودی  pH به اين ترتيب، خروجی

رسيد، با دقت خوبی تخمين زده شد.  3 به ی شبكه عصبیهاکه تعداد لايه

عدد  11های غير موثر، شبكه نهايی بدست آمده دارای PDبا حذف 

PD  ها است که در شبيه سازیبا درجات يک و دو بود. لازم به ذکر

گيری در نظر گرفته شد. نويز به همراه نويز اندازه pHارتفاع و 

فرض گرديد.   0.01گيری، نويز سفيد با ميانگين صفر و واريانساندازه

، از آن در 1(31با استخراج تابع کلی عملكرد شبكه به صورت رابطه )

بطه جديد اين مزيت را .( به جای مدل خروجی استفاده گرديد26رابطه )

را به صورت صريح بر اساس متغيرهای حالت  pHاست که اولا خروجی 

ای، محاسبات دهد و ثانيا به علت استفاده از ترکيب چندجملهارائه می

شود. اين رابطه به مربوط به مشتقات لی در آن به سادگی انجام می

)صورت صريح تابع )xΛ ( را به صورت يک 10مطابق رابطه )

2ماتريس 2 بر اساس اين رابطه می توان به  .دهديژه بدست میناو

صورت صريح مشتقات لی را بدست آورده و ماتريس تداخل را طبق 

 الگوريتم پيشنهادی محاسبه کرد.

گام اول( مرتبه عناصر قطری ماتريس تداخل  با استفاده از الگوريتم 

 گردند. محاسبه می 2-3بخش 

( و 26يعنی رابطه ) pHيستم برای اين کار از معادلات فضای حالت س

 رابطه توليد شده توسط شبكه عصبی استفاده شده است :

( ) ( ) ( )3

0 0 0 ,   ,  0
x

pH


 
= =  = = 

 
x h x x 

)تكرار اول 1)k =: 

( )( )0 2grank L  =x 

) کهاز آنجايی )1 ,min p m يابد. به الگوريتم خاتمه می =

 اين ترتيب اين سيستم دو صفر نامحدود از مرتبه يک دارد.

 1-3ساختار ماتريس تداخل با استفاده از الگوريتم بخش  -گام دوم

 ود.شتعيين می

( )
1 2

0
,

v a
v

v v c


 

+ 
=  

+ + 
N 

گام سوم( در اين گام بايد پارامترهای مجهول ماتريس تداخل شناسايی 

وی قطر ماتريس تداخل به صورت دلخواه ر یهایاشوند. چندجمله

 
 با توجه به طولانی بودن اين رابطه برای شبكه بدست آمده، از ذکر آن خودداری شده است. 1

 ای پايدار باشند.تنها کافی است يک چندجملهشوند. يعنی انتخاب می

وجود  2 و 1 بنابراين فقط در عنصر غيرقطری پارامترهای مجهول

يد شناسايی شوند. اين کار با استفاده از روشی که به تفصيل در دارد که با

عنصر غيرقطری پارامترهای شود. یمآورده شده است، انجام  [19]

 آيند:ماتريس تداخل به صورت زير بدست می

1 2 0.1735    ,      0 = − = 
 شود:یماتريس تداخل در نهايت به فرم زير محاسبه م نيبنابرا  

( )
1 0

0.1735 2

v
v

v v

+ 
=  

− + 
N 

از   pHبرای سيستم  صحت ماتريس تداخل بدست آمده اطمينان از

 دو راه ممكن است:

 ( با ماتريس تداخل بدست آمده.10بررسی رابطه ) -1

 (.1استفاده از روش خطی و بررسی رابطه ) -2

ذکر گرديد، برای اطمينان از اينكه  2-2گونه که در بخش همان

( برای آن برقرار 10ماتريس تداخل درست بدست آمده است بايد رابطه )

مبتنی بر مدل فرايند  (10سازی رابطه )ن نكته از شبيهباشد. جهت بررسی اي

شود. برای ماتريس و ماتريس تداخل بدست آمده استفاده می

)تداخل )vN  بدست آمده، قسمت سمت چپ و سمت راست رابطه

های سيستم ها و حالتها، ورودی( به صورت مجزا برای خروجی10)

pH ( ذکر گرديد مح28مطابق با آنچه که در رابطه ) اسبه شد. برای اين

)منظور، محاسبه  )xΛ و ( )xa  با استفاده از رابطه خروجیpH 

حاصل گرديد، انجام  شده است. چون سيستم  PNNکه از شبكه عصبی 

pH  دو ورودی و دو خروجی دارد و ماتريس تداخل بدست آمده نيز 

2 2 ( به دو رابطه تبديل می10است، بنابراين رابطه ) شود که به

-نشان داده شده است. همان (b)و قسمت  (a)قسمت  1ترتيب در شكل 

( در تمامی 10شود دو طرف رابطه )مشاهده می 1گونه که در شكل 

( در 10دهد رابطه )ها با دقت قابل قبولی برابر هم هستند که نشان میزمان

 .ها برقرار استتمام زمان

مورد ( در 1( است. برای اينكه رابطه )1ارزيابی ديگر براساس رابطه )

 تحقيق شود، نياز به pHماتريس تداخل بدست آمده برای سيستم 

در يک  pHاست . تابع تبديل سيستم سيستم اين معادلات خطی شده 

 :آيدبدست میر به فرم زي ) h=16و  pH=7.8 (نقطه کار مشخص

( )

0.15 0.15

0.84 0.84

0.2 0.64

0.7 0.7

z z
z

z z

 
 − −

=  
 
 − − 
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( برای ماتريس تداخل بدست آمده سيستم 10بررسی صحت رابطه ) :1شكل 

pH 

ثانيه به حالت  30برداری اتريس تداخل را با زمان نمونهحال اگر م

) گسسته ببريم،  )zD شود:حاصل می 

( )
0

0 2

z
z

z

 
=  
 

D 

)برای تعيين تابع تبديل بدون تأخير )zG  بايد  ماتريس تداخل

( )zD  در تابع تبديل بدست آمده( )zG  ضرب شود و در نهايت

 ( در مورد آن بررسی گردد:1رابطه )

•  ( ) 22z z=D دهنده تعداد صفرهای نشان 2، که

 باشد.د تابع تبديل مینامحدو

• ( )
0.15 0.15

lim  
0.4 1.28z

z
→

 
= = 

 
G K 

 ک ماتريس رتبه کامل است.ي  Kشود،گونه که مشاهده میهمان

) نابراينب )zD .همان ماتريس تداخل است 

 

 

 یریگ جهینت -5
يک يد برای بدست آوردن ماتريس تداخل در اين مقاله روشی جد

ی ارائه گرديد. الگوريتم خروجچند -یورود چندسيستم غيرخطی 

قسمت است. قسمت اول،  2دارای  [19]( Mutoh)موجود در اين زمينه 

ساختار ماتريس تداخل را با استفاده از مشتقات لی برای سيستم غيرخطی 

آورد و در قسمت دوم پارامترهای بدست می چند خروجی-چند ورودی

گردند. با ذکر چند مثال در اين مقاله مجهول اين ماتريس شناسايی می

هايی است و الگوريتم دارای محدوديت نشان داده شد که قسمت اول اين

يعنی  چند خروجی-های چند ورودیتنها برای کلاس خاصی از سيستم

های مربعی کاربرد دارد. در الگوريتم پيشنهادی در اين مقاله، سيستم

بهبود داده شد و ساختار ماتريس تداخل با  Mutohقسمت اول الگوريتم 

ه وسيله الگوريتم ساختار صفر بكارگيری تعريف مرتبه ماتريس تداخل، ب

نامحدود بدست آمد و سپس کارايی اين الگوريتم با ذکر چند مثال و 

به عنوان يک سيستم واقعی مورد  pHچنين در نظرگرفتن فرايند هم

بررسی قرارگرفت و نشان داده شد که  اين الگوريتم قادر است برای 

غيرخطی اعم  چند خروجی-های چند ورودیتری از سيستمکلاس وسيع

از مربعی و غيرمربعی ماتريس تداخل را محاسبه کند. با اين وجود، برای 

های سيستم غيرخطی به صورت صريح انجام اين کار نياز است خروجی

بر حسب متغيرهای حالت قابل بيان باشند. ضمن آنكه، الگوريتم 

ی های موجود، تنها براپيشنهادی در اين مقاله، همانند ساير الگوريتم

 دهد. های غيرخطی افاين، ماتريس تداخل خطی بدست میسيستم
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