
I   

S   

I  

C 

E
 

 مجله کنترل 
ISSN (print) 2008-8345 

ISSN (online) 2538-3752 

  15-21ه  ، صفح1398 زمستان،  4، شماره  13جلد  
 

 

 محمد مهدی شرع پسندنويسنده عهده دار مكاتبات:  دانشگاه صنعتي خواجه نصيرالدين طوسي -ق ايرانيمجله کنترل، انجمن مهندسان کنترل و ابزار دق

 

  برداری چند نرخیهای نمونهخواص ساختاری سیستم

 2محسن منتظری، 1محمد مهدی شرع پسند

 ac.irstandard@sharepasand. ، عضو هيات علمي، گروه پژوهشي برق و الكترونيک، پژوهشكده برق، مكانيک و ساختمان، پژوهشگاه استاندارد 1

 ac.irsbu@m_montazeri. ،شهيد بهشتيه ، دانشگاکنترل ، گروه برق، دانشكدة مهندسي استاديار 2

 

 09/03/1397پذيرش:       24/01/1397ويرايش:    16/09/1396دريافت: 

 

استفاده های حسگری و کنترلي از يک شبكه مشترک ها برای انتقال سيگنال های کنترل شبكه شده که در آنکاربرد سيستم: چکیده 

های ند. از سوی ديگر، سيستماسيستم ها، طي دهه اخير مورد توجه محققين قرار گرفته شود، در حال گسترش روزافزون بوده و لذا اينمي

های متعدد بوده اند. در اين مقاله ابتدا شرايطي که تحت آن يک سيستم شبكه ها پيش، موضوع پژوهشنمونه برداری چند نرخي از مدت

شده، آخرين های شبكه سپس با استفاده از نتايج اخير در حوزه سيستمسازی است، بيان شده و ه صورت سيستم چند نرخي قابل مدل شده، ب

های نمونه برداری چند نرخي، توسعه داده شده است. بدين منظور، شرايط کافي پذيری و پايدارپذيری سيستمنتايج موجود در خصوص کنترل 

فظ کند، ارائه شده است. مثالي عددی جهت تبيين نتايج برداری شده چند نرخي را حدارپذيری( سيستم کنترل نمونهکه کنترل پذيری )پاي

 است.ائه شده ار

 برداری چند نرخي، دنباله مخابراتي های نمونههای کنترل شبكه شده، سيستمخواص ساختاری، سيستمکلمات کلیدی: 

Structural Properties of Multirate Sampled-Data Systems  

Mohammad Mahdi Share Pasand, Mohsen Montazeri  

 

Abstract: The application of Networked Control Systems (NCS) in which sensory and control signals 
are transmitted via shared data communication networks, is growing significantly and these systems 
have been the subject of research during the last decade. On the other hand, multirate sampled data 
systems have been investigated since a long time. In this paper, conditions under which a networked 
control system could be modeled as a multi rate sampled data system are provided. After that, using 
recent results in the field of networked control systems, existing results for controllability and 
stabilizability of multi rate sampled data systems are enhanced. For this purpose, sufficient conditions 
are provided based on the system eigenvalues, to preserve controllability (stabilizability) of a multi 
rate sampled data system. The results are compared to the existing results in the literature. A 
numerical example is included as well for clarification and comparison.  

 

Keywords: Structural properties, Networked control systems, Multirate sampled data systems, 
communication sequence. 
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 مقدمه -1

هايي هستند که در يا تحت شبكه سيستم1های کنترل شبكه شدهسيستم

. در ]1[آن ها حلقه پسخور از طريق يک شبكه مشترک برقرار شده باشد 

از طريق شبكه به/از کنترل  های حسگری يا کنترلياين سيستم ها، داده 

ها با گسترش کاربرد شوند. اين سيستمدريافت ميکننده )ها( ارسال/

های صنعتي، توسعه سيم و شبكه های انتقال داده، مخابرات بيشبكه

ای از فرآيندهای صنعتي، توسط روزافزون يافته و امروزه بخش عمده 

زايای استفاده از شبكه سيستم های کنترلي شبكه شده، کنترل مي شوند. از م

و عيب  2در حلقه کنترلي مي توان به مزيت اقتصادی، سهولت بازپيكربندی

 . ]1[يابي و موارد مشابه اشاره نمود 

،  ]1[های گسترده صنعتي هايي در کنترل سيستمچنين سيستم

، 3[، کنترل کارکردهای اتومبيل  ]2[های کنترل هوشمند ساختمان سيستم

م سوخت رساني و مانند آن، و موارد مشابه تعليق، سيست مانند سيستم ]4

های بسيار کاربرد دارند. در يک سيستم شبكه شده، به دليل محدوديت

خابراتي )تاخير، محدوديت پهنای باند، خطای ناشي از تعداد ارقام شبكه م

، از دست رفتن بسته های داده وغيره( رفتار پويای سيستم با 3محدود داده

های ناشي از حضور باشد. محدوديتيه )شبكه نشده( متفاوت ميسيستم اول

ه اجزای حلقه کنترل، بسته به پروتكل کنترل دسترسي در شبك شبكه ميان

های انتقال داده به دو نوع مبتني باشند. از ديدگاه کنترلي، شبكهمتفاوت مي

های بدون . در شبكه]5[شوندبندی ميطبقه 5و بدون رقابت 4بر رقابت

تواند پژوهش هستند، کنترل کننده مي قابت که مورد نظر اينر

ين حسگر/عملگر مورد نظر خود را جهت برقراری ارتباط انتخاب نمايد. ا

های مبتني بر رقابت مانند اينترنت و اترنت که در آن وضعيت با شبكه

نمايد، در ای که زودتر اقدام به درخواست تخصيص عرض باند ميگره 

 . ]5[گيرد، متفاوت استمياولويت قرار 

های بدون رقابت، ثابت و جايي که تاخير انتشار داده در شبكهاز آن

ها محدوديت دوديت اصلي در اين شبكهمح  ]6[معمولا قابل اغماض است  

باشد. محدوديت عرض باند بدين معناست که تمامي عرض باند مي

طور همزمان  توانند در يک لحظه و بهاطلاعات حسگری يا عملگری نمي

های کنترلي از طريق شبكه انتقال داده شوند. لذا در حالي که الگوريتم

ده شده و تمامي سيگنالهای موجود، تمامي حسگرها به طور همزمان خوان

شوند، در سيستم شبكه شده، کنترلي به طور همزمان به فرآيند اعمال مي

توسط کنترل  6حسگرها طي يک توالي يا دنباله مخابراتي حسگر/خروجي 

کننده خوانده شده و بردار کنترلي نيز بر اساس يک دنباله مخابراتي عملگر/ 

شود. در نتيجه سيگنالهای حسگری و کنترلي به عملگر ارسال مي 7ورودی

اين مساله منجر به ايجاد . ]7[شوندبا تاخيرهای متفاوت و متغير ارسال مي

. از جمله ]7[شوداوليه مي  تفاوتهای اساسي ميان سيستم شبكه شده و سيستم

 
1Networked Control Systems (NCS) 
2Reconfiguration 
3Quantization error 
4Contention-based 

دست  توان به تغيير خصوصيات ساختاری سيستم اوليه و ازاين تفاوتها مي

پذيری و خصوصيات مشابه اشاره نمود. پذيری، رويترفتن احتمالي کنترل 

چنين يک قانون کنترلي پايدارساز برای سيستم اوليه ممكن هم ]8-12[

وده و لذا بي توجهي به ديناميک است برای سيستم شبكه شده پايدارساز نب

ينه برای شبكه منجر به از دست رفتن پايداری شود. قانون کنترل/رويت به

يا حتي مناسبي برای سيستم شبكه شده  سيستم اوليه لزوما قانون بهينه

باشد. اين موارد انگيزه اصلي پژوهشهای پيشين به منظور توسعه نمي

دارای محدوديت مخابراتي اعم از روشهای کنترل و تخمين به سيستمهای 

ت باشد، شده اينكه شبكه به کار رفته مبتني بر رقابت بوده و يا بدون رقاب

 است.

در اثر حضور شبكه به عنوان يک ديناميک جديد در حلقه کنترلي، 

گانه حسگر، عملگر، کنترل کننده به چهارگانه حسگر،عملگر، شبكه و سه

ی شبكه بر اساس تاثيرات آن بر عملكرد کننده تبديل شده و مدلسازکنترل 

رفتن داده  کنترل و تخمين شامل تاخير، محدوديت عرض باند و از دست

بندی دسترسي چنين زمان. هم]14و13[از اهميت خاصي برخوردار است 

ها به شبكه برای ارسال/دريافت داده حائز اهميت حسگرها و عملگر

توان آن را صورت تعميم يافته بندی دسترسي که ميباشد. تعيين زمانمي

ش برداری دانست، ممكن است به دو روش صورت پذيرد. روزمان نمونه

باشد. در اين روش بندی و سپس تعيين قانون کنترلي مينخست تعيين زمان

ابتدا يک دنباله مخابراتي مشخص تعيين شده و سپس برای سيستم حاصل 

نظور شده، به صورت يک سيستم )که در نتيجه ادغام با دنباله مخابراتي م

شود. ين ميخطي تغيير پذير با زمان يا ترکيبي در مي آيد( قانون کنترلي تعي

و بسياری منابع ديگر اتخاذ شده  ]12 – 8[، ]5[اين روش در فصل ششم 

است. در روش دوم ابتدا يک قانون کنترلي تعيين شده و سپس سعي 

بندی مناسب انتخاب شود. انشود برای سيستم حلقه بسته يک روش زممي

 در اين روش برخلاف روش اول، لازم است ارتباطي ميان پايداری حلقه

بسته و دنباله مخابراتي )که معمولا بر حسب حداکثر تاخير ايجاد شده بيان 

دنبال شده  ]15[و  ]5[شود( استخراج گردد. اين روش در فصل هفتم مي

 است. 

رد نخست، موضوع خواص اولين مساله مورد بررسي در رويك

تواند ستم شبكه شده است. يک دنباله مخابراتي مناسب ميساختاری سي

تاثير بسزايي روی عملكرد کنترل و تخمين داشته باشد. حداقل خصوصيتي 

که اين دنباله بايد احراز نمايد، اين است که خواص ساختاری سيستم اوليه 

ر/رويت پذير بودن سيستم پذيبدين معنا که با فرض کنترل  را حفظ نمايد

سيستم شبكه شده نيز کنترل پذير/ رويت پذير باشد. لذا لازم است اوليه، 

ای معرفي شوند. حفظ خواص ساختاری سيستم با خصوصيات چنين دنباله

های خطي تغييرپذير با زمان، توجه به کاربرد نظريه کنترل بهينه برای سيستم

و  LQRو تخمين بهينه مجذوری ه ساز استفاده از روشهای کنترل زمين

5Contention free 
6 Sensor/output Communication sequence 
7 Actuator/input Communication sequence 
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LQG   ای از مساله کنترل و تخمين سيستمهای شبكه بوده و لذا بخش عمده

 نمايد. شده را مرتفع مي

هايي که سيگنال کنترلي / برای سيستم ]16و 11[اين موضوع در 

ود و در شحسگری در صورت عدم دسترسي به شبكه به صفر بازنشانده مي

گهدار مرتبه صفر در خروجي و هايي که از نبرای سيستم ]12-8و  5[

کنند، بررسي شده است.  نتايج در بخش ورودی سيستم اوليه، استفاده مي

آتي به همراه مدل به کار رفته برای سيستم شبكه شده، جهت مرور و مقايسه 

دوره تناوب شود. در بخش سوم، به موضوع  با نتايج اين پژوهش آورده مي

شود. در بخش ياخته شده و نتايج پژوهش ارائه مدنباله مخابراتي پرد

چهارم، با ارائه يک مثال عددی، نتايج اين پژوهش با نتايج پژوهشهای 

بندی و نتيجه گيری اختصاص شود. بخش پنجم به جمعپيشين مقايسه مي

 داده شده است. 

  بیان مساله -2

 .باشدنظر ميتغييرناپذير با زمان زير برای سيستم اوليه مورد  توصيف خطي 
𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑛×𝑛𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘) 

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘) 

 

(1) 

 

𝑢(𝑘) = 𝑆𝐴(𝑘)𝑢̂(𝑘) + 𝑆𝐴̅(𝑘)𝑢(𝑘 − 1) 

(2) 

𝑦̂(𝑘) = 𝑆𝑆(𝑘)𝑦(𝑘) + 𝑆𝑆̅(𝑘)𝑦̂(𝑘 − 1) 

 

(3) 

دهنده دساترساي/عدم دساترساي  نشاان SA(k)  ،SS(k)بندیهای زمانماتريس

باشاند.  امين پنجره زماني مي kدر عملگر/حساگر به شابكه انتقال داده  يک

,SA(k)(iبه عبارت ديگر، اگر درايه قطری  i)  باشاد به اين معناسات  1برابر

tkامين پنجره زمااني يعني باازه زمااني   kام در  iکاه عملگر ≤ t ≤ tk+1   باه

کننده  ساوی کنترل های به روز شاده را از شابكه دساترساي داشاته و لذا داده 

نمايد. در صاورتي که اين درايه صافر باشاد، به معنای آن اسات ت ميدرياف 

ام در بازه زماني مذکور، به شابكه دساترساي نداشاته و لذا بايد   iکه عملگر

و  S̅A(k)هاای قبلي اساااتفااده نمااياد. مااتريساااهاای مكمال زماانبنادی از داده 

S̅S(k)ز ماتريس هماني با ابعاد  بندی ا ای زمانبه عنوان تفاضااال ماتريساااه

 يكسان تعريف ميشوند. به عبارت ديگر؛ 

S̅A(k) = I − SA(k) 

S̅S(k) = I − SS(k) 

فرض شااده اساات که عملگر در اين بازه زماني، ساايگنال   ]17و  10، 9[در

تر  فرض رايج ]12و 5،8[نمايد. در حالي که کنترلي را به صفر بازنشاني مي

اناد. اين مقاالاه نيز مادل نگهادار مرتباه  فتاهفر را در نظر گرنگهادار مرتباه صااا 

کننده  ( بيان4( و )2گيرد. ترم دوم سامت راسات رابطه )صافر را در نظر مي

اساتفاده از نگهدار مرتبه صافر هساتند. بدين معنا که در شارايط عدم ارتباط  

ای های غير قطری ماتريسااهشااوند. درايهبا شاابكه، مقادير قبلي اسااتفاده مي

 ابر صفر است. زمان بندی بر

SA(k) = diag(sAi(k)) 

SS(k) = diag(sSi(k)) 

 

(4) 

( در پژوهشااهای بسااياری به عنوان مدل  4( الي )2بندی )ماتريسااهای زمان

اشاره نمود. اين ماتريسها  ]12-8[توان به شبكه به کار رفته اند. از جمله مي

اری شااده چند نرخي نيز اسااتفاده  برای مدلسااازی ساايسااتمهای نمونه برد

توانند از دسات رفتن بساته های داده را نيز  ها مي. اين ماتريس]17[اندشاده 

 . محدوديت عرض باند شبكه عبارتست از: ]5[مدلسازی نمايند

rank(SA(k)) ≤ bA∀k ∈ Z 

rank(SS(k)) ≤ bS      ∀k ∈ Z 

 

(5) 

باند محدود به سايساتم   نتيجه، سايساتم حاصال از اتصاال شابكه با عرض در

ادغام بردارهای نگهدار مرتبه صافر ورودی و/يا خروجي  تواند بااوليه، مي

در بردار حالت به صااورت ساايسااتم تغيير پذير با زمان خطي زير توصاايف  

 شود.   

A(k) = [
A BS̅A(k)

0 S̅A(k)
] , B(k) = [

BSA(k)

SA(k)
] 

(6) 

𝐴(𝑘) = [
𝐴 0

𝑆𝑆(𝑘)𝐶 𝑆𝑆̅(𝑘)]   

  𝐶(𝑘) = [𝑆𝑆(𝑘)𝐶 𝑆𝑆̅(𝑘)] 

 

 

 

(7) 

( ارتبااط خروجي و حاالات را  7( ارتبااط ورودی و حاالات و رابطاه )6رابطاه )

تری  توان با ادغام هر دو بردار در بردار حالت، رابطه کليدهد. مينشان مي

 را استخراج نمود.  

( ياک σpa( /ورودی )σpsروجي )دنباالاه مخاابراتي متنااوب خ -1تعریف

بنادی خروجي/ورودی اسااات. اين هاای زماانمجموعاه مرتاب از مااتريس

باشاااد. يک تناوب از  د داشاااته و متناوب ميدنباله تعداد اعضاااای نامحدو

 .  شودای به صورت زير نمايش داده ميچنين دنباله

𝜎𝑝𝑎 = {𝑆𝐴(0), … 𝑆𝐴(𝑝𝐴 − 1)} 

𝜎𝑝𝑠 = {𝑆𝑆(0), … 𝑆𝑆(𝑝𝑆 − 1)}  

دوره تنااوب   pSدوره تنااوب دنباالاه مخاابراتي عملگرهاا و  pAکاه در آن 

 دنباله مخابراتي حسگرها را نشان مي دهند.

شااود  دنباله مخابراتي متناوب خروجي/ورودی مجازناميده مي -2تعریف

باار   اگر باه تماامي حساااگرهاا/عملگرهاا در هر تنااوب دنباالاه لااقال ياک

. در نتيجه رتبه ماتريس حاصال از جمع ماتريساهای ]5[دساترساي داده شاود

زمان بندی حساگر/ عملگر، با تعداد حساگرها/ عملگرها برابر خواهد بود.  
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)دساترساي مكرر به يک حسگر/عملگر، رتبه اين ماتريس را اضافه نخواهد  

 کرد(به عبارت ديگر: 

𝑟𝑎𝑛𝑘 ∑ 𝑆𝑆(𝑘)

𝑝𝑆−1

𝑘=0

= 𝑛𝑦 

𝑟𝑎𝑛𝑘 ∑ 𝑆𝐴(𝑘)

𝑝𝐴−1

𝑘=0

= 𝑛𝑢 

 

 

 
(8) 

 

دنباله مخابراتی و خواص ساختاری سیستم   -3

 شبکه شده 
ذيلا ارتباط ميان خصوصيات يک دنباله مخابراتي و خواص ساختاری سيستم  

 شوند. نقل مي  ]18[بررسي شده است. اين دو لم از 

ي خروجي له مخابرات( با دنبا7سيستم شبكه شده ) -1لم 

𝜎𝑝𝑠18[پذير/آشكارپذير است اگر: رويت[ 

 پذير/آشكارپذير باشد. ( رويت1سيستم اوليه ) - 

 مجاز باشد.  𝜎𝑝𝑠دنباله مخابراتي خروجي   - 

𝜎𝑝𝑎( با دنباله مخابراتي ورودی 6سيستم شبكه شده ) -2لم  =

{𝑆𝐴(0), … 𝑆𝐴(𝑝𝐴 −  ]18[ير است اگر: ر/پايدارپذ پذيکنترل  {(1

 پذير باشد. پذير/پايدار ( کنترل 1سيستم اوليه ) - 

 مجاز باشد. 𝜎𝑝𝑎دنباله مخابراتي ورودی   - 

ای مشخصه دنباله مخابراتي ورودی به ازای هيچ يک از مقادير  چند جمله - 

 ماتريس حالت اوليه، صفر نشود؛  ويژه

𝑔𝑎() ≠ 0    ∀ : det(𝐼 − 𝐴) = 0   
 

𝑔𝑎(𝜇) ≜ det(𝐺𝑎(𝜇)) = 

                  det (∑ 𝑆𝐴(𝑙) ∑ 𝜇𝑗 ∏ 𝑆𝐴̅(𝑞)

𝑝−𝑗+𝑙−1

𝑞=𝑙+1

𝑝−1

𝑗=0

𝑝−1

𝑙=0

) 

 

 

(9) 

ای مشخصه دنباله مخابراتي  اگر دنباله مخابراتي مجاز نباشد، چند جمله نکته:

   م شبكه شده کنترل ناپذير خواهد بود.( متحدا برابر صفر بوده و لذا سيست9)

( به صورت ديگری نيز بر اساس پارامترهای متفاوتي از دنباله  9ای مشابه )رابطه 

هر دو  ]8[و  ]5[بيان شده است. شرايط مطرح شده در  ]8[و  ]5[مخابراتي در 

( تعميمي از شرط زمانهای نمونه 9باشند. لازم است توجه شود )شرايط کافي مي 

برداری شده شناخته  های گسسته نمونه است که در خصوص سيستم  1اری سالم برد

. اين شرط بيان مي دارد که به منظور حفظ خواص ساختاری يک  ]19[شده است

 پيوسته، کافي است زمان نمونه برداری، شرط زير را احراز نمايد؛ - سيستم زمان

𝑎

𝑏
≠ exp (

2𝜋𝑙√−1

𝑝𝐴
)      ∀ 𝑎 ≠ 𝑏  , 𝑙 = ⋯ , −1,0,1, … 

𝑎که در رابطه فوق   ≠ 𝑏 ( مي باشند. 1هر دو مقدار ويژه متمايز سيستم )

سمت راست اين رابطه ريشه های معادله زير هستند که حالت خاصي از چند جمله 

 ( است. 9ای )

 
1 Non-pathological sampling periods 

∑ 𝜇𝑗

𝑝−1

𝑗=0

= 0 

بر روند انتخاب دنباله    در حد اطلاعات نويسندگان اين مقاله، تاکنون پژوهشي

رت نگرفته است. در صورت عدم  ( احراز شود، صو9مخابراتي به نحوی که شرط )

( سيستم حاصل از ادغام دنباله مخابراتي در ديناميک سيستم  9احراز شرط کافي )

های زير که از نتايج اين پژوهش هستند،  پذير نباشد. لماوليه، ممكن است کنترل 

برداری شده های چند نرخي نمونه (( را با سيستم9يافته )شرط )  ارتباط حالت تعميم

ای ، ابتدا برخي خواص جالب توجه ضرايب چندجمله 3کنند. در لممي بيان 

با نتايجي که   ]18[، ارتباط ميان نتايج  4مشخصه مطرح مي شود و سپس در لم 

 . شودارائه مي ]17[های چند نرخي مطرح شده است پيشتر برای سيستم 

های روی قطر  يک ماتريس قطری است که هريک از درايه   𝐺𝑎(𝜇)ماتريس  

بوده و دترمينان اين ماتريس حاصل ضرب اين چند    𝑔𝑎𝑖(𝜇)ای  آن يک چندجمله

، برخي خصوصيات درايه های اين ماتريس را بيان مي  3جمله ای ها مي باشد. لم 

 ه قرار خواهند گرفت.نمايد که در ادامه اين مقاله، مورد استفاد

 ( موارد زير برقرار است: 9در خصوص رابطه ) -3لم 

 های اين ماتريس به صورت زير قابل بيان است. يک از درايه   الف( هر

𝑔𝑎𝑖(𝜇) = ∑ 𝑛𝑗
(𝑖)

𝜇𝑝−𝑗−1

𝑝−1

𝑗=0

 
 

(11) 

𝑛𝑗که در آن  
(𝑖)    تعداد دسترسي داده شده به𝑖   دوره تناوب    امين عملگر در يک

بازه زماني )يا بيشتر( بعدی،   𝑗ه مخابراتي استكه پس از آن دسترسي، لااقل تا دنبال

امين عملگر   𝑖1امين عملگر داده نشود.به عنوان مثال اگر به  𝑖دسترسي ديگری به 

𝑛0در هر بازه زماني، يک دسترسي داده شود، 
(𝑖1) برابر دوره تناوب و𝑛𝑗

(𝑖1)  به

𝑗ازای   > امين عملگر تنها يک    𝑖2برابر صفر است. به عنوان مثالي ديگر، اگر به    1

𝑛𝑗بار در هر دوره تناوب دسترسي داده شود، در آن صورت 
(𝑖2)  به ازای𝑗 < 𝑝  

 برابر واحد است.

 چنين: ب( هم

𝑛𝑗
(𝑖)

≥ 𝑛𝑗+1
(𝑖)

≥ 0  𝑖 = 1. . 𝑛𝑢 (12) 

های قطری برابر دوره تناوب دنباله  از درايه رائب هر يک پ( مجموع ض

 مخابراتي ورودی است.   

∑ 𝑛𝑗
(𝑖)

𝑝−1

𝑗=0

= 𝑝     𝑖 = 1. . 𝑛𝑢  
 

(13) 

   -اثبات
ای (، و تعريف چندجمله4بندی در )های زمانالف( با توجه به تعريف ماتريس

با برابر قرار دادن ) است.  قطری    𝐺𝑎(𝜇)(، واضح است که ماتريس  9مشخصه در )

، ضريب جمله    𝜇(، به ازای هر مقدار دلخواه 10( و استفاده از نتيجه )11( و )9

𝜇𝑝−𝑗−1  :عبارتست از 

𝑛𝑗
(𝑖)

= ∑  

𝑝−1

𝑙=0

𝑆𝐴(𝑙)(𝑖, 𝑖) ∏ 𝑆𝐴̅(𝑞)

𝑝+𝑗−𝑙−1

𝑞=𝑙+1

(𝑖, 𝑖) 

 
(14) 
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( 14بندی، ترمهای مجموع در سمت راست )انبا توجه به ساختار ماتريس زم

𝑙همواره صفر هستند مگر به ازای  = 𝑘  که در لحظه𝑘 به عملگر𝑖   ام دسترسي

تنها در   𝑆𝐴̅(𝑞)های قطری داده شده باشد. از سوی ديگر حاصل ضرب درايه 

𝑙صورتي غير صفر خواهد بود که در بازه زماني   + 1 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝 + 𝑗 − 𝑙 −

اگر در اين بازه   ام داده نشود. در غير اين صورت،  𝑖به عملگر دسترسي ديگری  1

,𝑆𝐴̅(𝑞)(𝑖ام داده شود، درايه قطری متناظر  𝑖دسترسي به عملگر  𝑖)   صفر شده و

𝑛𝑗شود. بنابراين حاصل ضرب صفر مي 
(𝑖)  هايي است که شمارنده تعداد دسترسي

 ام داده نشده باشد.  𝑖به عملگر بازه زماني، دسترسي ديگری  𝑗پس از آنها تا  

های داده  نتيجه بخش )الف(، واضح است که تعداد دسترسي ب( با توجه به 

بازه زماني دسترسي ديگری به آن عملگر داده    𝑗ام که پس از آن تا    𝑖شده به عملگر

𝑗نشده است، از تعداد دسترسي های داده شده به همان عملگر که پس از آن تا   +

ضل اين مقدار  دسترسي ديگری وجود ندارد، بيشتر است. ضمنا تفا بازه زماني 1

های داده شده به عملگر مذکور است که پس از آنها دقيقا تا  برابر تعداد دسترسي 

𝑗 + توان توجه نمود  چنين ميبازه بعدی دسترسي ديگری وجود نداشته باشد. هم  1

 که:

𝑛𝑗
(𝑖)

= 0    𝑗 > 𝑝 − 1 ,   𝑖 = 1. . 𝑛𝑢 (15) 

𝑛𝑗پ( با توجه به نتيجه بخش )ب( از همين لم، 
(𝑖)  های زماني قرار  اد بازهتعد

ام که در آنها دسترسي ديگری به آن عملگر  𝑖گرفته پس از يک دسترسي به عملگر 

 شمارد. داده نشده است، مي 

∗𝑗برای   > ∗𝑛𝑗اگر    0
(𝑖)

≠ ي است بازه زمان  ∗𝑗باشد به معنای قرار داشتن    0

ن تعداد  ام اختصاص ندارند. بنابر نتيجه بخش )پ( از همين لم،  اي 𝑖که به عملگر 

𝑗∗ شود، بنابراين به ازای هر ضريب غير صفر بار شمرده مي𝑛𝑗∗
(𝑖)

≠ ، کل   0

  𝑖های اختصاص داده شده به عملگر های زماني موجود در يک تناوب به جز بازهبازه

∗𝑗شوند. برای شمارش مي( 13ام در مجموع ) = 0  ،𝑛𝑗∗
(𝑖)  يا𝑛0

(𝑖)  تعداد

در صفر بازه زماني بعدی دسترسي ديگری  ام که پس از آن  𝑖های عملگردسترسي 

𝑛0شمارد. لذا  به آن عملگر وجود ندارد مي 
(𝑖)  های داده شده به تعداد کل دسترسي

 ( عبارتست از: 13وع )شمارد. بنابراين مجمام را مي  𝑖عملگر 

∑ 𝑛𝑗
(𝑖)

𝑝−1

𝑗=0

= 𝑛0
(𝑖)

+ ∑ 𝑛𝑗
(𝑖)

𝑝−1

𝑗=1

= 𝑝; 𝑖 = 1. . 𝑛𝑢 

𝑛0ترم نخست )
(𝑖) شده به عملگر ( تعداد دسترسي داده𝑖   ام و ترم دوم تعداد

شمارد که جمعا برابر طول دوره تناوب  دسترسي داده نشده به اين عملگر را مي 

 𝐺𝐴(1)( برابررد ماتريس 15ان توجه نمود که مجموع )تواست. مي

 است.   𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐺𝐴(1))؛

های متوالي داده شده به يک  اگر فاصله زماني ميان تمامي دسترسي  -4 لم

( 9بندی )ای مشخصه زمانهای قطری ماتريس چندجملهملگر ثابت باشد، درايهع

 به صورت زير خواهد بود:  

𝑔𝐴𝑖(𝜇) = 𝑛0
(𝑖) ∑ 𝜇𝑝−𝑗−1

𝑝

𝑛0
(𝑖)−1

𝑗=0

 

 
 
(16) 

های متوالي به هر عملگر، مقدار  چون فاصله زماني ميان تمام دسترسي   -اثبات

در نظر بگيريم،   𝑑(𝑖)ام برابر  𝑖عملگرثابتي است، لذا اگر اين مقدار ثابت را برای 

 دو حالت زير قابل تمايز خواهند بود:  

ها ( از فاصله ثابت ميان تمامي دسترسي𝑗.  در صورتي که طول بازه )1حالت 

(𝑑(𝑖)   کمتر باشد، تمامي دسترسي ) های داده شده به عملگر𝑖    ام در محاسبه𝑛𝑗
(𝑖) 

 شوند. شمرده مي

ها بيشتر  که طول بازه از فاصله ثابت ميان تمامي دسترسي . در صورتي  2حالت  

وجود خواهد  𝑗يک دسترسي ديگر به عملگر مزبور در بازه زماني  باشد، لااقل

𝑛𝑗ها شمرده نشده و داشت و لذا هيچ يک از دسترسي 
(𝑖)   صفر خواهد بود.لذا

 توان نوشت: مي

𝑛𝑗
(𝑖) = {

0          𝑗 > 𝑑(𝑖)

𝑛0
(𝑖)     𝑗 ≤ 𝑑(𝑖)

 (17) 

 شود. مي( نتيجه 16بر اين اساس )

است که   AOPای ( مضرب ثابتي از يک چندجمله16لازم به ذکر است )

های مختلط واحد بوده و روی محيط دايره واحد در صفحه  های آن ريشه ريشه

 دادن اين موضوع کافي است توجه شود: گيرند. برای نشان مختلط قرار مي 

∑ 𝜇𝑝−𝑗−1

𝑝

𝑛0
(𝑖)−1

𝑗=0

=
𝜇

𝑝

𝑛0
(𝑖)

− 1

𝜇 − 1
 

 
 
(18) 

، مدل  های مخابراتي با فاصله زماني ثابتتوان توجه نمود که دنبالهچنين ميهم

( شرايط کافي برای  16های چند نرخي هستند و لذا )کننده سيستم 

کند. اين موضوع در  های چند نرخي را بيان مي پذيری سيستم پذيری/پايدار کنترل 

 است.  بيان شده  1قالب قضيه

پذير/پايدارپذير  برداری شده چند نرخي کنترل يک سيستم نمونه  -1قضیه 

 است اگر:  

 پذير/ پايدارپذير باشد. پيوسته کنترل - سيستم زمان - 

برداری مضربي کوچكترين زمان نمونه برداری )کهساير زمانهای نمونه - 

برداری  ای نمونههنمونه برداری سالم برای سيستم   طبيعي از آن هستند( شرايط زمان

 تک نرخي را احراز نمايد.  

مان نمونه برداری قطبي برابر با  برداری با کمترين زسيستم حاصل از نمونه  - 

 ( نداشته باشد. 18ريشه رابطه )

( سيستم چند نرخي  9،در صورت احراز شرط )2بر اساس لم    -1قضیه    اثبات

( به 9(، شرط )16)خصوصيات ساختاری خود را حفظ خواهد کرد. با توجه به 

بنابراين، در مورد  شود. ( کاسته مي18های رابطه )نداشتن قطبي برابر با ريشه 

، به شرايط فوق کاسته خواهد شد. لذا، سيستم  2سيستمهای چند نرخي، شرايط لم 

گسسته تک نرخي  - چند نرخي کنترل پذير/ پايدار پذير است اگر، سيستم زمان

( براورده  18)شرايط اول و دوم اين قضيه( و رابطه ) کنترل پذير/پايدارپذير بوده

 دين ترتيب اثبات کامل مي شود.شود )شرط سوم اين قضيه(. ب

پذيری/پايدارپذيری را برای يک سيستم چند نرخي بيان  ، شرايط کنترل 1قضيه

کند. اين شرايط کافي بوده و در مقايسه با آخرين نتايج موجود که از جمله در  مي

های تر هستند.اين نتايج تعميمي از زمان گزارش شده است، ساده ]20[و ]17[

پذيری سيستم چند نرخي  مساله کنترل  ]17[باشند. در مي ]21[مبرداری سالنمونه

پذيری سيستم بالابرده شده که دارای ابعاد بيشتری  بر حسب رتبه ماتريس کنترل 
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يره واحد مطرح  شرط نداشتن قطبي روی دا ]20[باشد، مطرح شده است. در مي

ر است. لذا  تالذکر، محدودکننده فوق 1شده است که در مقايسه با شرايط قضيه 

 نمايد.  ها را بيان مي تری از سيستم پذيری برای طيف وسيع ، شرايط کنترل 1قضيه 

 مثال عددی 

در مقايسه    1در اين بخش يک مثال عددی به منظور تبيين نتايج و مزيت قضيه  

پذير زير را در نظر  شود. سيستم کنترل ،ارائه مي  ]11[موجود در با آخرين نتايج 

 بگيريد:  

 𝐴 = [
−1/2 −√3/2 0

√3/2 −1/2 0
0 0 −1

] , 𝐵 = [
1 3
2 0
1 0

]  , 𝑏 = 1 

نمي تواند    ]11[چون اين سيستم دارای سه قطب روی دايره واحد است، نتايج  

ل از هر دنباله  در خصوص کنترل پذيری سيستم چند نرخي/ تحت شبكه حاص

های مخابراتي و خواص ساختاری  مخابراتي، به کار رود.جدول زير برخي دنباله

 صه کرده است. سيستم حاصل را خلا 

 رديف  دنباله مخابراتي نتيجه  توضيحات 

) پذيرکنترل سيستم تک نرخي 
1
2

) 1 

سيستم تک نرخي با 

محدوديت عرض  

 باند 

 {1,2} پذيرکنترل

2 

 سيستم چند نرخي

)} پذيرکنترل
1
2

) , 1} 3 

)} پذيرنا کنترل
1
2

) , 1,1} 4 

)} پذيرکنترل
1
2

) , 1,1,1} , {(
1
2

) , 1,1,1,1} 5 

)} پذيرنا کنترل
1
2

) , 1,1,1,1,1} 6 

)در رديف نخست جدول )دنباله مخابراتي عملگر  
1
2

( فرض شده است که (

ني هر دو عملكر با نرخ يكسان  دسترسي همزمان هر دو ورودی به شبكه )به روز رسا

( فرض  {1,2}و به صورت همزمان( مي باشد. در رديف دوم، )دنباله مخابراتي 

شده است که ابتدا عملگر اول و پس از آن عملگر دوم به روزرساني مي شوند. به 

عبارت ديگر، ورودی ها به جای آنكه همزمان به روزرساني شده يا به شبكه متصل 

ماني يک زمان نمونه برداری، به روزرساني مي شوند. در رديف  شوند، با فاصله ز

)}سوم )دنباله مخابراتي  
1
2

) , است که ابتدا دو ورودی به صورت    ( فرض شده{1

همزمان به روز رساني شده و پس از آن ورودی )عملگر( اول به تنهايي به  

دی دوم، به  روزرساني مي شود. به عبارت ديگر، ورودی اول با نرخي دو برابر ورو 

روزرساني مي شود. لذا سيستم معرفي شده در رديف سوم، يک سيستم چند نرخي  

و پنجم نيز سيستمهای چند نرخي ديگر که در آنها نرخ به  است. رديفهای چهارم

روزرساني ورودی اول سه، چهار، پنج و شش برابر نرخ به روزرساني ورودی دوم  

جدول، اولا شرايط کنترل پذيری سيستم  است را نشان مي دهند. با توجه به اين 

مي   ]11[شده در    چند نرخي با استفاده از نتايج اين مقاله، ساده تر از شرايط معرفي

برای کنترل پذيری )پايدارپذيری( سيستم چند نرخي، فرض کرده    ]11[باشد. چون  

است که سيستم اوليه )تک نرخي( هيچ قطبي روی دايره واحد نداشته باشد. اين 

گسسته حاصل    - ض بسيار محدود کننده بوده و عملا بسياری از سيستمهای زمانفر

يوسته، قطب يا قطبهايي روی دايره واحد دارند. پ- از گسسته سازی سيستمهای زمان

از جمله، سيستم مورد بحث در اين مثال، دارای سه قطب روی داريره واحد است. 

چند نرخي برای اين سيستم تصور    نمي توان هيچ فرم  ]11[در نتيجه بر اساس نتايج  

برای   ]11[نمود که کنترل پذير باشد. به عبارت ديگر، شرايط کافي ارائه شده در 

کنترل پذيری سيستم مطروحه در اين مثال، راه حلي ارائه نمي نمايد.  بر اساس  

گسسته دارای  - (، برای سيستمهای زمان1شرايط به دست آمده در اين مقاله )قضيه 

تعدد روی دايره واحد نيز، امكان کنترل پذيری )پايدار پذيری( فراهم  قطبهای م

، کافي است دنباله مخابراتي به نحوی انتخاب  خواهد بود. براين نيل به اين مقصود

جدول برای   5( برآورده شوند. اين مساله در رديف 1شود که شرايط قضيه )

 سيستمهای چند نرخي احراز شده است.

 نتیجه گیری  -4

ين مقاله ضمن مرور نتايج پژوهشهای پيشين در زمينه خصوصيات دنباله  در ا

مخابراتي ورودی و خروجي که خواص ساختاری يک سيستم تحت شبكه را حفظ  

ای مشخصه دنباله  کنند، برخي خصوصيات جالب توجه ضرايب چند جمله

مخابراتي ارائه شده و شرايطي که تحت آن حفظ خواص ساختاری سيستم چند  

پذيری  شود، استخراج شده ونتايج موجود در خصوص کنترل تضمين مي نرخي

های چند نرخي بهبود داده شده است. يک مثال عددی برای نشان دادن  سيستم 

 مزيت نتايج به دست آمده در مقايسه با پژوهشهای پيشين نيز ارائه شده است. 
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