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ماهواره و با لحاظ سازی آن در يک ساختار آرايش پرواز ی وضعيت با هدف همزمانکننده هدف از اين مقاله، طراحي کنترل : چکیده 

های کنترلي با رويكرد غيرمتمرکز در ساختار چندعامله و با ت. مهمترين نوآوری مقاله حاضر، استخراج بهره سگرهاسگيری حخطای اندازه 

بين آنها از توانند نامشابه باشند ولي گراف ارتباطي ها ميای است. ماهوارهگيری بردارهای جهت و سرعت زاويهدر نظر گرفتن خطای اندازه 

کننده ها نيست. طبق پايداری لياپانوف، کنترل ای بين ماهوارهی بردارهای سرعت زاويهنيازی به مخابرهعلاوه شود. بنوع پيوسته فرض مي

دار نها، کراسازی وضعيت بين ماهواره روی هر ماهواره و خطای همزمانشود که خطای دنبالهپيشنهادی ارزيابي و تحليل شده و تضمين مي

 .نمايدهای موجود، روشن ميشده، عملكرد مطلوب آن را ضمن مقايسه با روشسازی الگوريتم ارائهنهايي يكنواخت خواهند بود. شبيه

 .گيری حسگردار نهايي يكنواخت، خطای اندازه سازی وضعيت، کرانآرايش پرواز ماهواره، همزمانکلمات کلیدی: 

Attitude Synchronization Control in Satellite Formation Flying in 

the Presence of States Measurement Errors 

Seiied Saeed Nasrolahi, Farzaneh Abdollahi 

 

Abstract: This paper presents a novel attitude synchronization framework for tracking control of 

multiple identical/heterogeneous satellites in formation flying with connected communication graph. 

The main contribution of the paper is considering sensors' measurement error to derive control gains. 

Moreover, the proposed strategy need no angular velocity communication. Nevertheless, the tracking 

synchronization among the satellites' attitudes with individual set-points is guaranteed. Accordingly, 

based on the Lyapunov criterion, uniformly ultimately boundedness of the synchronization/tracking 

errors are investigated. The simulation results are presented to illustrate the performance of the 

developed algorithm. 
 

Keywords: Satellite formation flying, Attitude synchronization, Uniformly ultimately 

boundedness, Sensor measurement error. 

 

 مقدمه -1

ميلادی و  1960ی فضايي از دهه رويكرد آرايش پرواز در حوزه 

ضرورت پيدا کرد،   (Rendezvous)با يكديگر     هاهنگامي که ميعاد فضاپيما

تواند بوسيله افزونگي اين رويكرد مي [1].]1[مورد توجه جدی قرار گرفت 

وعه و فراهم نمودن امكان بازپيكربندی، قابليت اطمينان عملكرد مجم

-2[طور چشمگيری بهبود بخشد سامانه و در نتيجه اجرای ماموريت را به

(  atellite Formation FlyingSهای آرايش پرواز ماهواره )ماموريت[3] [2.]3

ميلادی تاکنون به عنوان يک فناوری پيشرو  90از دهه  SFFيا به اختصار 
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های بود ماموريتهب[5] [4.]4-5[در حوزه فضايي مورد توجه قرار گرفته است 

ی اين فناوری به شمار پايش، اکتشاف منابع و مشاهده زمين از مزايای عمده 

تر استقرار يک محموله بزرگ اند زمينه راحتتو مي SFFرود. بعلاوه، مي

تر در های سبکتر و در ماهوارههای کوچکرا با جايگزيني آن با محموله

طور مشخص توان در اين راستا بهميکه  [6  ]6[مدار به دور زمين فراهم آورد  

( Synthetic Aperture Radarهای راداری ديافراگم مصنوعي )از محموله

های فضايي برای البته تفكيک محموله [7].]7[نام برد  SARيا به اختصار 

اجرای يک ماموريت واحد، الزامات فني خاص خود را به مجموعه آرايش 

با  SARانجام يک ماموريت ل برای طور مثاکند. بهپرواز تحميل مي

، زمان و فرکانس (Beam) سازی پرتو های مجزاشده، الزام همزمانمحموله

سازی سازی پرتو را با همزمانای دارد که معمولًا همزمانقش عمده ن

نمايند محوره برآورده ميها و بر اساس پايداری سهوضعيت بين ماهواره

ز موضوعات مورد علاقه يت يكي اسازی وضعطور کلي، همزمانب[8.]8[

است که با توجه به وجود   SFFمحققان در مبحث کنترل چندعامله بويژه در  

آل در سازی ايده گيری و يا تخمين، رسيدن به همزمانتي خطا در اندازه ذا

 شده، ميسر نيست. لذا با توجه به اهميت ذکر  SFFيک ماموريت کاربردی  

-نده وضعيت چندعامله با هدف همزماننکيک کنترل  طراحي مقاله اين در

گرفته گيری حسگرها مد نظر قرار  ازی وضعيت و در حضور خطای اندازه س

بسته، شرايط لازم برای ی تحليل پايداری سيستم حلقهاست که ضمن ارائه

سازی وضعيت استخراج ضرايب کنترلي در اجرای يک عمليات همزمان

 شده است. 

سازی وضعيت، ده با هدف همزماندر برخي از کارهای انجام ش

 در .]13-9[سازی موقعيت نيز مد نظر طراحان قرار گرفته است همزمان

کننده های بهم پيوسته وضعيت و موقعيت، کنترل ادامه، با ارائه ديناميک

هم اواحدی ارائه شده است تا بتواند همزماني در موقعيت و وضعيت را فر

 [ 17] [16  [15] [14 [13] [12 [11] [10[9.]17-14[آورد 

از مهمترين منابع جديدی که به آرايش پرواز ماهواره پرداخته است 

اشاره نمود که علاوه بر کنترل وضعيت مشارکتي،  ]18[توان به کتاب مي

ها در شكل دادن به يک آرايش نيز به مباحث کنترل موقعيت ماهواره

يت بر تاثير نوع پرداخته است. مهمترين تمرکز کتاب در مبحث کنترل وضع

  [18کننده است.ها در استخراج کنترل پروتكل ارتباطي بين ماهواره 

ساز وضعيت و با هدف کاستن از های همزماني ديگر از روشدر برخ

-گيری سرعت زاويههايي بدون نياز به اندازه کنندهافزاری، کنترل بار سخت

[21[20].]19-1921[[اند ای ارائه شده 
-کور مانند روش ارائهمذ هایتمامي روش 

کنند تا گر استفاده مياز رويكردهای مبتني بر مشاهده  ،]22[ [22]در دهش

های وضعيتي تخمين زده و به يكديگر ای را با استفاده از دادهسرعت زاويه

ساز وضعيت بدون نياز به آگاهي از يک روش همزمان  ]23[ [23مخابره کنند.

ن، کاهش بار مخابراتي که مهمترين تاثير آای ارائه داده است  سرعت زاويه

ای خواهد بود ولي با توجه به اينكه مبتني بر بردارهای جهت بين ماهواره 

، از گيری در خروجي حسگرهای جهتباشد، با وجود خطای اندازه مي

کاربردی بودن، کيفيت و اطمينان از عملكرد روش به شدت کاسته خواهد 

ای و قل از بردار سرعت زاويهروش کنترلي مست نيز بر استخراج ]24[ [24]شد.

های نيز با توجه به داده   آنبا لحاظ اشباع عملگرها متمرکز شده است که در  

شود. اگرچه ای تخمين زده ميحسگرهای جهت، متغير بردار سرعت زاويه

گرهايي نظير فيلتر کالمن به منظور همگرايي بيشتر در استخراج مشاهده 

های حسگرها قابل استفاده داده  و کاهش پراکندگيبردارهای وضعيت 

هستند، ليكن خروجي آنها نيز خطاآلود بوده و مقادير دقيق و واقعي را در 

 دهند. اختيار قرار نمي

ها نيز يكي از مباحث اساسي در توپولوژی گراف ارتباطي بين ماهواره 

-ر. ساختارهای رهبسازی وضعيت در آرايش پرواز استکنترل همزمان

[26].]26،25،21،20،9[25[پيرو 
based -Behavior) رويكردهای مبتني بر رفتار 

scheme)]27-28[، رويكردهای مبتني بر همسايگي (Neighborhood-

based architecture ) ]12  های ساختار مجازیو روش[29 ]29و (Virtual 

structure)]31-30[  31]شده های ارائهبندی روشتقسيمهای  از جمله ملاک-

شده نيز چندين رويكرد در گراف ارتباطي های ارائهند. برخي از الگوريتما

پيرو و مبتني بر رفتار -از دو ساختار رهبر[32] ]32[اند. برای نمونه اتخاذ کرده 

از سه [33 ]33[کند. در ادامه، ای استفاده ميدر يک گراف ارتباطي حلقه

 بر رفتار بهره برده است. پيرو، ساختار مجازی و مبتني -رويكرد رهبر

سازی وضعيت در طور کلي، در هر روش کنترلي با هدف همزمانبه

SFF  طور که قبلاَ است. همان  ضروری، آگاهي از متغيرهای حالت وضعيت

ای هستند. اشاره شد، اين متغيرهای وضعيت شامل جهت و سرعت زاويه

رهای بوسيله حسگ گيری مستقيمنيز از دو مسير تخمين و يا اندازه  آگاهي

گرها و آل مشاهده شود که به دليل عملكرد غيرايده وضعيتي حاصل مي

همچنين حسگرها، در هر دو روش، متغيرهای وضعيت به خطای تخمين و 

گيری دچار خواهند بود. به دليل تاثير مستقيم متغيرهای يا خطای اندازه 

ه مقدار صحيح در توليد سيگنال کنترلي، ميزان دقت آنها نسبت بوضعيت 

بسته خواهد لكرد سيستم کترل حلقهو واقعي متغير، تاثير اساسي در عم

داشت. اين مساله زماني نمود بيشری خواهد يافت که ديناميک سيستم مورد 

گونه بحث، غيرخطي نيز باشد. بر اساس دانش نويسندگان، تاکنون هيچ

حليلي دقت مذکور با رويكرد ت ساز وضعيت برترل همزمانروش کن

. به بيان ديگر، هدف کنترلي در مقالات مرتبط با نشده است متمرکز

ها بوده است ساز وضعيت، رسيدن به خطای نسبي صفر بين عاملهمزمان

در حالي که عملاَ، آگاهي دقيق از متغيرهای وضعيت در دسترس نيست. 

-کننده و تحليل پايداری خطای همزمانبر طراحي کنترل در اين مقاله، ما 

گيری حسگرها های نامشابه در حضور خطای اندازه سازی در بين ماهواره

خواهيم پرداخت. بر اساس پايداری مبتني بر روش مستقيم لياپانوف، قانون 

های کنترلي در قالب کنترل فيدبک حالت و با لحاظ غيرخطي بودن بهره 

 (Decentralized approach)  و با رويكرد غيرمتمرکز ديناميک سيستم

توان در های مقاله حاضر را مياستخراج خواهند شد. مهمترين نوآوری

 موارد زير خلاصه نمود: 

شده در مقالات مبتني بر دانش دقيق از های پايداری ارائهاساس تحليل •

 . از آنجايي که در ]9،12،20،34،35[متغيرهای حالت وضعيت است 
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-، نتايج بدستعمل مقادير دقيق متغيرهای وضعيتي در دسترس نيستند

سازی وضعيت را عملًا تضمين نمايند. توانند همزمانآمده نمي

گيری مهمترين نوآوری مقاله حاضر، بررسي تحليلي تاثير خطای اندازه 

سازی کننده با هدف همزمانيا تخمين وضعيت در طراحي يک کنترل 

با ديناميک غير خطي است.   SFFکنترل وضعيت وضعيت برای سيستم  

يک تابع لياپانوف تحليلي مذکور نيز مبتني بر معرفي  اساس روش

مناسب و استخراج ضرايب کنترلي طبق شرايط لازم برای پايداری 

 ]گيری وضعيت است. بسته و با لحاظ باند خطای اندازه سيستم حلقه

کننده هر ماهواره ها، کنترل ماهوارهبه منظور کاهش بار مخابراتي بين  •

ی خود نيازمند است. لازم به های همسايهره فقط به متغبر جهت ماهوا

نياز به  ]12،15،27،29[سازی وضعيت در ذکر است برای همزمان

ای است و حتي در برخي، گذاری بردار سرعت زاويهاشتراک

که [36] ]36،30[31[ ای نيز ضروری استگذاری بردار شتاب زاويهاشتراک

-. هرچند روشش خواهد دادها را افزايطبعاَ بار مخابراتي بين ماهواره

ای نيز وجود گيری سرعت زاويهساز بدون نياز به اندازه های همزمان

گيری و يا تخمين ولي در تحليل آنها خطای اندازه   ] 19،23،37[دارند  

 [37 [ 19] [23 اند.لحاظ نشده 

مساله اصلي که مقاله بر آن تمرکز کرده است، لحاظ به بيان ديگر، 

رهای وضعيت در استخراج يک روش کنترلي حسگ گيریخطای اندازه 

هاست. سازی وضعيت در آرايش پرواز ماهواره غيرمتمرکز با هدف همزمان

روش کنترلي مبتني بر فيدبک حالت است که با استفاده از روش لياپانوف 

های کنترلي بسته، به استخراج قانون بهرهسيستم حلقهو تضمين پايداری 

اصلي که برای حل مساله در اين مقاله در نظر ی هاشود. فرضيهمنتج مي

 توان در موارد زير خلاصه نمود: اند را ميگرفته شده 

 است.  (Connected) ها از نوع متصلگراف ارتباطي بين ماهواره  •

 معلوم است.   ری حسگرهاگيکران بالای اندازه خطای اندازه  •

ا همسايگانش ی مربوط به حسگر جهت خود را بهر ماهواره فقط داده •

ای خود در توليد گذارد و از داده حسگر سرعت زاويهبه اشتراک مي

 کند. سيگنال کنترلي خودش استفاده مي

در ادامه مقاله، پس از توضيح مباحث مقدماتي، مساله اصلي و 

ننده بيان خواهند شد. در بخش پاياني نيز با کچگونگي طراحي کنترل 

سنجي شده مورد صحتلگوريتم ارائهملكرد اسازی، عاستفاده از نتايج شبيه

شود: بردارها ها استفاده ميگذاریگيرد. در اين مقاله، از اين نشانهقرار مي

( و Mها به صورت پررنگ )(، ماتريس ) و زير يک خط به فرم پررنگ

ستوني  nبيانگر بردار  1nشوند. طور معمولي نمايش داده مياسكالرها به

، nxnماتريس صفر  nxn ،n0بيانگر ماتريس يكه  nIيكاني، 

)n,…,M1diag(M های شده از ماتريسيک ماتريس بلوکي قطری تشكيل

1M  تاnM ،  نماينگر ضرب دو بردار در فضای پارامترهای رودريگز

، MRPار  يا به اختص  (Modified Rodriguez Parametersشده )اصلاح

 نمايانگر ضرب کرونكر (Kronecker) ،(.)minλ  و(.)maxλ  به ترتيب

 ترين مقدار ويژه هستند. ترين و بزرگبيانگر کوچک

 اصول اولیه   -2

در اين بخش، برخي از مقدمات لازم در تبيين مساله و ابزارهای 

 شوند.ميشده در تحليل روش پيشنهادی ارائه استفاده 

   MRPبيان وضعيت  1-5

برای بيان وضعيت يک دستگاه مختصات نظير دستگاه بدنه ماهواره 

های ستگاه مداری از بياننسبت به يک دستگاه مختصات مرجع نظير د

 (، زوايای اويلرCosine Matrixمختلفي نظير ماتريس کسينوس هادی )

(Euler angles( بردار کواترنيون ،)Quaternionو بردار )  رودريگز

توان بهره برد. پارامترهای متعدد در ماتريس ( ميMRPشده )اصلاح

در زوايای اويلر، مسائل  (Singularity) کسينوس هادی، وجود تكينگي

در بردار کواترنيون، انتخاب   (Unwinding)  و پيچک  (Ambiguity)  ابهام

MRP  [38].]38[کند  برای بيان وضعيت را قابل توجيه مي
که بردار در صورتي   

را زاويه دوران بين دو دستگاه   θرا به عنوان محور اصلي دوران و    nواحد  

برابر خواهد  MRPدر بيان  qمختصات فرض کنيم، آنگاه بردار دوران 

  ]39[بود با 

tan
4

 
=  

 


q n  (1) 

نيز دارای تكينگي است ولي با استفاده از بردار  MRPتوجه شود که 

قابل مرتفع  به راحتي (، اين مسالهMRP shadow parametersسايه )

 .] 40[شدن است 

 بيان وضعيت  روی وضعيت ديناميک خطای دنباله 2-5

ساس ا بر qسينماتيک وضعيت يک ماهواره مبتني بر بيان بردار 

 [41]؛ ]41[( طبق رابطه زير است MRPشده )رودريگز اصلاحپارامترهای 

( )=q G q ω  (2) 

 ای است و بردار سرعت زاويه ωکه 

( )3

1
( ) (1 ) 2 ( ) 2

4
= − + +T T

G q q q I S q qq ω  (3) 

 ی هاويژگيبا 

1
( )

4

+
=

T
T Tq q

q G q q  (4) 

 و

( )21
( ) 3 2 3

4
 + +G q q q  (5) 

 qای مولفهگيری مثلًا از بردار سهنمايانگر عمليات پادمتقارن Sو اپراتور 

 طبق رابطه زير است؛ 
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3 2

3 1

2 1

0

( ) 0

0

− 
 

= −
 
 − 

q q

q q

q q

S q  (6) 

ديناميک وضعيت ماهواره نمايانگر رابطه بين حرکت وضعي ماهواره 

 و گشتاورهای اعمالي بر آن است: 

( )= + +c dJω S ω Jω u u  (7) 

ماهواره و  (Moment of Inertia Matrix) ماتريس لختي دوراني Jکه 

ور از  منظ
cu    گشتاور کنترلي و

du   گشتاور اغتشاشي محيط است. با فرض

پارمترهای 
dq  و

dω ای، به عنوان مقادير مطلوب جهت و سرعت زاويه

 توان بدست آورد: روی را ميخطای دنباله

=


= −

q d

d

e q q

e ω ω
 (8) 

 است:  MRPشده در فضای ضرب تعريف که منظور از

( ) ( ) ( )
2 2

1 1 2

1 2 .

− − − − 
=

+ +

T T

d d d d

d

d d

q q q q q q q q
q q

q q q q
 (9) 

)مثلاً برای روی کند در صورتي که ماهواره به نقطه مشخصي نشانه

و 0dωتوان فرض کردآنگاه ميموريت مشاهده زمين(، انجام ما

0dqتوان بر روی ماهواره را ميصورت، ديناميک خطای دنباله. در اين

 ( بدست آورد:7( و ديناميک )2اساس سينماتيک )

( )

( )

 =


= + +

q q

c d



  

e G e e

Je S e Je u u
 (10) 

  سازی در گرافبيان همزمان 3-5

توضيحات مقدماتي مربوط به معرفي گراف و پارامترهای مربوط به 

آورده شده است. در صورتي که فرض کنيم در يک  3آن در ضميمه 

 عامله، هر عامل يک ديناميک غيرخطي به فرم زير داشته باشد -Nسيستم 

( ) ( )
1,..., .

( )

 = +
=

=

i i i i i i

i i i

for i N
x f x g x u

y h x
 (11) 

ها، حالت مطلوب متناظر خود را داشته باشد يک از عاملو همچنين اگر هر  

(( )d

i txطبق رابطه زير  روی خود را(، آنگاه هر يک نيز، خطای دنباله

 ؛]42[خواهند داشت 

( ) ( ) ( )= −d

i i it t te x x  (12) 

سازی چندعامله، برآورده اختار ل همزمان در يک سدر يک طراحي کنتر

مد نظر طراح است   (Coupling)  توأمان دو هدف از ديد انفرادی و تداخل

 4  :]44[شوند که در ادامه توضيح داده مي

 
 نمونه يک گراف ارتباطي : 1 شكل

اند سيگنال مطلوب ها؛ هر عاملي بتو از ديدگاه انفرادی هر يک از عامل •

روی خود را به خوبي دنبال نمايد، يا به عبارت رياضي خطای دنباله

 ها بصورت نمايي به سمت صفر ميل نمايد. تک عاملتک

ها همزمان با يكديگر به تمامي عاملها؛ از ديدگاه تداخل بين عامل •

حالت مطلوب خود برسند، يا به عبارت ديگر، خطای نسبي بين 

ز به سمت صفر ميل نمايند )ها نيروی عامللهخطاهای دنبا

1 2lim ( ) lim ( ) ... lim ( ) 0
→ → →

= = = =N
t t t

t t te e e.) 

سازی در آرايش پرواز معطوف به هدف دوم تعريف خطای همزمان

ها، کننده چندعامله است که با توجه به نوع گراف ارتباطي بين عاملکنترل 

ض شود، توان بيان رياضي آن را ارائه نمود. بطور مثال در صورتي که فرمي

باشد آنگاه خطای  1 شكل شده درطي شبيه گراف ارائهگراف ارتبا

 سازی هر عامل طبق رابطه زير قابل تعريف خواهد بود؛همزمان

1 1 2

2 2 3

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= −

= −

= −N N

t t t

t t t

t t t

ε e e

ε e e

ε e e

 (13) 

 ت کهسازی آن اسصورت بديهي است که هدف از همزماندر اين

1 2( ) ( ) ... ( ) 0
→ → →

→ → →
t t t

Nt t tε ε ε  (14) 

سازی  توان خطای همزمانبا اين تعريف، مي

1 2( ) ( ) ( ) ( ) =  
T

T T T

Nt t t tΞ ε ε ε  را با استفاده از ماتريس

1روی لاپلاسين به خطای دنباله 2( ) ( ) ( ) ( ) =  
T

T T T

Nt t t tE e e e 

  :مرتبط کرد

( ) (t)=tΞ LE  (15) 

سازی وضعيت در  ديناميک خطای همزمان 4-5

   آرايش پرواز

سازی سازی در بخش قبل، هدف از همزمانطبق تعريف کلي همزمان

ها به نقاط هدف منحصربفرد روی ماهواره وضعيت در آرايش پرواز، نشانه

واز کننده در آرايش پرهای شرکتساير ماهواره طور همزمان با خود به

روی هر ماهواره تاثير بسزايي در ساخت ، خطای دنبالهاست. بنابراين

1
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ها دارد. لذا برای يک ساختار آرايش سيگنال کنترل اعمالي به ساير ماهواره 

روی توان ديناميک خطای دنبالهمي SARپرواز با هدف اجرای ماموريت 

 گونه تعريف کرد: در مجموعه سيستم را اين

( )

( )

 =


= +

q M q

M M M



 

E G E E

J E S E J E U
 (16) 

 که 

1 1

1

1

1

3 13 1 3 1

1

3 3

3 3

3 3

, , ,

,

( )

( ) ,

( )

( )

( )

( )

 







     
     

= = =     
         

 
 

=  
  

 
 

=  
  

 
 

=  
  

N N

N

N

q

q

q N NN N

M

N N N

M

N N

q

M q

q
N N













e e u

E E U

e e u

J

J

J

S e

S E

S e

G e

G E

G e

 (17) 

 گيری حسگرهاسازی خطای اندازه مدل 5-5

از حسگرهای مختلفي برای بدست آوردن وضيت ماهواره استفاده 

شود نظير حسگر خورشيد، ژيروسكوپ، حسگر مغناطيسي وحسگر مي

گيری حسگرها از جنس متغيرهای طور کلي خطاهای اندازه . بهستاره 

های احتمال هستند. معمولاَ توزيع تصادفي است که منطبق بر تابع توزيع

گيری برای مدل کردن خطای اندازه  2σنرمال با ميانگين صفر و واريانس 

روند مگر اينكه اطلاعاتي خلاف اين موضوع راجع به حسگرها بكار مي

توان مي %99.7بنابراين، با احتمال  .]44[ي در دسترس باشد حسگر خاص

 گونه لحاظ کرد:را اين zی قابل تصور برای مقدار واقعي يک پارامتر بازه 

3 3−   +m mz z z   (18) 

 شده است. گيریبه ترتيب مقادير واقعي و اندازه  mzو  zکه منظور از 

 کنندهساله و طراحی کنترلن مبیا -3

بايستي بتواند سيگنال مطلوب وضعيت با فرض اينكه هر ماهواره 

dمنحصربفرد خود را هم در جهت )

iqای )( و هم در سرعت زاويه

0=d

iωروی خود را با ساير ( دنبال کند و در عين حال بتواند خطای دنباله

رای هر عامل های آرايش پرواز همزمان کند، سيگنال کنترلي زير بوارهماه

i :قابل پيشنهاد است 

= +track synch

i i iu u u  (19) 

trackکه 

iu  روی هر ماهواره  طبق رابطه زير با هدف دنبالهi   نسبت به مطلوب

 :خود است

= − −
i i i i

track

i q qk k u e e  (20) 

synchضرايب کنترلي است و  iωkو  qikکه منظور از 

iu  طبق رابطه زير با

 هاست:سازی وضعيت بين ماهوارههدف برقراری همزمان

( )
1=

= − −
i

i i j

N
synch

i q q q

j

ku e e  (21) 

دانستن در سيگنال کنترلي، نيازی به مشاهده است، طور که قابل همان

ای ای نسبي يا به عبارت ديگر، مخابره بردارهای سرعت زاويهسرعت زاويه

(، از يک نكته غفلت شده 20ها نيست. ولي در سيگنال کنترلي )بين ماهواره

است. به  eو  qeاست و آن وابستگي سيگنال کنترل به مقادير دقيق 

( در يک 18اند ولي بر اساس )ديگر، در عمل مقادير واقعي، نامعلوم  عبارت

measگيری ) ی معلوم مبتني بر مقادير اندازه بازه 

qe  وmeas

e:قرار دارند ) 

3 3

3 3

−   +

−   +

meas meas

q q n q q q n

meas meas

n n    

 

 

e 1 e e 1

e 1 e e 1
 (22) 

-اندازه  (Standard deviation) انحراف استاندارد ωσو  qσکه منظور از 

ای است. بنابراين، سيگنال يری به ترتيب مربوط به جهت و سرعت زاويهگ

گيری کنترلي که در عمل و با لحاظ کران بالای خطای اندازه 

}ωσ, qσm=max{ شود عبارت است از:توليد مي 

= + +track synch

i i i iu u u d  (23) 

های وابسته به خطای نمايانگر مجموع جمله idیکه جمله ناخواسته

توان های آن بوده و ميو همسايه iگيری بردارهای وضعيت ماهواره اندازه 

 کران آن را طبق رابطه زير در نظر گرفت:

( )( )
1

2

2 1

=

 + +

 + +


i

i i i

i i

N

i q q

j

i i q

mk mk k m

m k N k





d

d

 (24) 

، نشانگر 2mلازم به توضيح است که  ،  Ʃدر نامساوی فوق و در زير علامت  

و  iبيشترين انحراف ممكن در تفاضل بين متغيرهای وضعيت عامل 

های آن است. حال با توجه به روابط قبلي و در صورتي که ماتريس همسايه

توان سيگنال کنترلي سيستم (، مي3م )ضميمه نمايش دهي Lلاپلاسين را با 

 چندعامله را طبق رابطه زير نوشت؛

( ) ( ) ( )( )3 3 3 3= −  −  −   +

= − − + = − − +

I qI

q q q q

I qI I q I qI I q



 

   

K K

U K I E K I E K I L I E D

K E K L E D K E K L E D

 (25) 

)3که  )= + I N

L

L I L I  و 

1 1 1

3 1
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-اهد شد، تاثير خطای اندازه امه بيان خو ای که در ادبا استفاده از قضيه

های کنترلي لحاظ شده و در مسير تحليل اثبات گيری در استخراج بهره

 . شودتضمين ميبسته آن، پايداری سيستم حلقه
با ساختار گراف  Nای به تعداد يک آرايش پرواز ماهواره : 1قضیه 

های بين ماتريسارتباطي متصل در نظر بگيريد. همچنين بيشينه مقدار ويژه 

)ها را برابر  لختي دوراني ماهاواره  ) max
1

max
=

 =
N

i
i

 J   فرض کنيد. آنگاه

رویبردار خطای دنباله =  
T

T T

q E E E بسته ناشي از در سيستم حلقه

 (25( و سيگنال ورودی )16ديناميک )

( )
,

( )

 =
= − − +

= +

q M q

I qI I q

M M M



 

  

E G E E
U K E K L E D

J E S E J E U
 (27) 

دار يكنواخت گيری حسگرهای وضعيت، کراندر حضور خطای اندازه 

 UUB (Uniformly Ultimately Boundedness)يا به عبارتي نهايي 

 است اگر ضرايب کنترلي طبق روابط زير انتخاب شوند:

( ) ( )

( )( )
( )

( )

( )( )
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2 2 2 2
max max
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1
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16 2 4
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Othervise





 





 



E L L
E e

e e

 

(28) 

که 
max

2

( )
i

i


 J

و  

( ) ( ) ( ) ( )( )
2

2

max, 3 2 3= = + + +
i i i i i iq q i q qr r  E e e J e e e  و

( )
( ) ( )

2
max1.5 3 4 3

4
= + + +

i i i

i i

q q qh
  J

e e e. 

شود که برای : فرايند اثبات با معرفي يک تابع لياپانوف آغاز مياثبات

-های کنترلي استخراج ميبرقراری پايداری آن، شروط لازم برای بهره 

 شود؛شوند. تابع زير به عنوان تابع کانديد لياپانوف در نظر گرفته مي

( ) ( )

( )

( )
1

,

1
2 ln 1 2

2

2 ln 1

=
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
= + + + +


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
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 (29) 

( بايستي 4که با توجه به متمم شور )ضميمه 
max

2

( )
i

i


 J

. همچنين 

=3کنيم تعريف مي IΞ Ξ I  1که( ,..., )= Ndiag  Ξحال با مشتق .-

 داشت:گيری از تابع لياپانوف خواهيم 
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1
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 (30) 

)که با توجه به اينكه  ) 0=
i i

T

 e S e  و حذف جملات قرينه با يكديگر

 داريم؛ 

( )
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1 1

1
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( ) 2 ln 1
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=
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 (31) 

 با توجه به اين نكته که

( )0; ln 1  + x x x  (32) 

 لذا 

( )
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1 1

1
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( ) 2

= =

=
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
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 (33) 

=3( و 26( و )17حال با استفاده از تعاريف قبلي در ) IL L I توان مي

 نوشت 

( )

( )

4 ( )

( ) ( )

2

 − − + +

+ +

− + + +

I

I I

T T T T

I q I q q M q
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
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 (34) 

 ر نوشت:فرم خلاصه زي توان آن را بهکه مي

( )  − +T T

e dV E E T E E T D  (35) 

 برابرند با: dTو  eTهای که ماتريس

( )
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3 3
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1
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Tبرای جمله 

dE T D  ( طبق ويژگي ماتريسي 35در سمت راست نامساوی ،)

( و با لحاظ 3-1)ض
1 =

T

dX E T  و
2 =X Dتوان گفت، مي 

21 1

2 2
 +T T T

d dE T D E T E D D  (37) 

  گونه نوشت:توان اين( را مي35) در نتيجه نامساوی

( ) 21 1

2 2

 
 − − + 

 

T T

e dV E E T T E D D  (38) 

21با تعريف  هک

2
= −ed e dT T T  :خواهيم داشت 

( )
1

2
 − +T T

edV E E T E D D  (39) 

مانند هر ماتريس ديگری از دو بخش متقارن و  edTبا توجه به اينكه 

 تشكيل شده است: (Skew-symmetric) پادمتقارن

2 2

   + −
= +   
   

T T

ed ed ed ed
ed

T T T T
T  (40) 

-( به فرم زير در مي2-1( با توجه به ويژگي ماتريسي )ض39لذا نامساوی )

 يد: آ

( )
1

2 2

 +
 − + 

 

T
T Ted edV

T T
E E E D D  (41) 

که با تعريف 
2

+
=

T

ed edT T
T انجامد؛به نتيجه زير مي 

( ) ( )
2 2

min

1

2
 − +V E E T D  (42) 

 برابرند با Tهای ماتريس که مولفه

( )( )
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( ) ( )( )
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 (43) 

اکنون بايستي ضرايب 
i

k   و
iqk  را طوری بدست آورد که شرطT>0 

ي را طوری طراحي کرد که توان ضرايب کنترلبرآورده گردد. همچنين مي

T>6NI يا به عبارت ديگر 

3

6
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 (44) 

دست يافت. اين نتيجه در بخش پاياني اثبات  1T(minλ<(تا بتوان به نتيجه 

شان خواهد شود، اثر مفيد خود را نتعيين ميEو هنگامي که باند همگرايي  

کنترل و با استفاده از قضيه شور )ضميمه ی استخراج ضرايب داد. حال برا

 ( بايستي اولاَ 4
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 (45) 

)که با توجه به تعريف تابع  )G q( تابع 3در ،)( )T
G q :برابر است با  

( ) ( ) ( )3

1
(1 ) 2 ( ) 2 ( )

4
= − − + = −T T T

q q q q q q q qG e e e I S e e e G e S e  (46) 

 ی آن قابل محاسبه خواهد بود:کران اندازه بنابراين و 

( ) ( ) ( )( ) ( )= −  +T

q q q q qG e G e S e G e S e  (47) 

 روز کرد: ( را طبق رابطه زير به45توان آخرين نامساوی در )پس مي

( )
( )( )max 2 ( ) 1.5

2
 + +

i i i

i i

q qk

  J
G e S e  (48) 

)( مربوط به تابع 5که با توجه به ويژگي ) )G qتوان نوشت:، مي 

( )
i iqk h e  (49) 

)که تابع  ) 0
iqh e برابر است با 
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2
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 ثانياَ 

( ) ( )
( ) ( )

2

1

3

4

2 2,1 1,1 (1,2) 0−

+ − − +

− − 

I I I

T

I q I I q I I q I I

N I I I

Ξ K L L K Ξ Ξ K Ξ K

I T T T
 (51) 

روزرساني ضرايب کنترلي در رابطه زير برقرار حال اگر هر دو قانون به

 باشد، نامساوی فوق برقرار خواهد بود.
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1
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 (52) 

توان فرض کرد که ای وارد شود، ميبدون آنكه به جامعيت مساله لطمه

0=
IqKکه توان گفت. همچنين با توجه به فرض متصل بودن گراف مي 

( )min 1I L( لذا شرط .iرا مي ) گونه نوشت:اينتوان 

2

3 32+  +
I I

T

I q I I q I I N NΞ K L L K Ξ Ξ I I  (53) 

;با فرض   =
iq qi N k k  2و

;  = 


ii N   پس 

( ) ( )2

3

2

2

2

2

+  +

+
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 (54) 

( سراغ بدست آوردن شروط لازم برای 52( در رابطه )iiحال طبق شرط )

ωk رويم. مي 
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(55) 

توان پس از بسط که بين هر سطر، عملگر ضرب ماتريسي برقرار است. مي

، نامساوی زير را بدست 5نامساوی فوق طبق روابط تفصيلي در ضميمه 

 آورد که 
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 (56) 

 رابطه فوق و با تعريفبا توجه به  iωkروزرساني ضريب لذا قانون به

( ) ( ) ( )( )
2

2

max( ) , 3 2 3= = + + +
i i i i ii q i q qr r  E e e J e e e  (57) 

  طبق رابطه زير خواهد بود:

( )

( )( )
( )

( )( )
( )

2 2 2 2

max max

2

( )1
( ) ,

16 2 4

0 ,

  
+  

− + +   =  − −
 




i i

i i i
i i

i q q

i q

q q

r k k
r k h

k k h k h

Othervise



  

 



E L L
E e

e e
 (58) 

( 54در روابط ) iωkو  qikحال با استخراج قوانين مربوط به ضرايب کنترلي 

( که با T>6NI)يا به بيان ديگر    1T(minλ<(نمود که  توان تضمين  ( مي58و )

( ناحيه همگرايي برای بردار خطاهای 42نتيجه و با توجه به رابطه )اين 

 روی برابر خواهد بود بادنباله
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1
0

2
  V


E E D

T
 (59) 

 :Dکه با توجه به اندازه بردار 

( )( )
22 2 2

1 1

2 1
= =

= = + +  i i

N N

i i q

i i

m k N kD d  (60) 

 خواهيم داشت: 1T(minλ<(ی و همچنين نتيجه

( )( )
2

1

1
2 1

2 =

 + + i i

N

i q

i

m k N kE  (61) 

دارد که بر اساس تحليل لياپانوف، مادامي که خطای نتيجه فوق بيان مي

کننده آن رابطه فوق فراتر رود، کنترل در  آمده روی از کران بدستدنباله

 ( زير کران مذکور قرار خواهد داد. ∞→tنهايت )را در 

 ■ 
در دسترس نيستند، لذا برای   eو    qeبا توجه به اينكه مقادير واقعي    :1نكته

→توان از جايگزيني ( مي58طبق ) iωkمحاسبه  +
i i

m

q q me e  و

→ +
i i

m m e e  استفاده نمود که منظور از
i

m

qe  و
i

m

e   مقادير

ای حاصل از شده متغيرهای حالت جهت و سرعت زاويهگيریاندازه 

 حسگرهاست.

روی های دنبالهنمايد که خطاکننده پيشنهادی تضمين ميکنترل  :2نكته

( در آرايش پرواز در يک باند همگرايي طبق E(t)ها )ماهواره تمامي 

سازی (، خطای همزمان15گيرد و در نتيجه طبق رابطه )( قرار مي61رابطه )

(( )tΞدار قرار خواهد گرفت: ( نيز در يک باند کران 

( ) ( )t tΞ L E  (62) 

توان باند ، ميL( و متقارن بودن ماتريس لاپلاسين 61که با توجه به )

 سازی را نيز بدست آورد:همگرايي خطای همزمان

( ) ( )( )
2

max

1

1
lim ( ) 2 1

2→
=

 + + i i

N

i q
t

i

t m k N kΞ L  (63) 

بردار کند که مي کننده پيشنهادی، تضمينتوان گفت که کنترل لذا مي

 باشد. UUBها نيز سازی وضعيت بين ماهوارهخطای همزمان

 سازی شبیه -4

سازی شده با استفاده از شبيهعملكرد روش کنترلي ارائه در اين بخش

متشكل از چهار ماهواره در يک مدار دايروی با ارتفاع   SFFبرای يک 

400 km يا  ارتفاع پايينLEO (Low Erath Orbitارز )شود. يابي مي 

 
 سازی: ساختار آرايش پرواز شبيه1 شكل

 سازی: ساختار آرايش پرواز شبيه2 شكل

  ها عبارتندهای لختي دوراني ماهواره ماتريس

2 2

1 2

2 2

3 4

60 0 8 90 10 0

0 60 0 . 10 80 0 .

8 0 120 0 0 70

80 0 0 70 0 10

0 110 15 . 0 60 0 .

0 15 120 10 0 90

−   
   

= =   
   −   

   
   

= − =   
   −   

kg m kg m

kg m kg m

J J

J J

 (64) 

 پلاسين آن به فرم زير خواهد بود:لاکه ماتريس 

2 1 0 1

1 2 1 0

0 1 2 1

1 0 1 2

− − 
 
− − =
 − −
 
− − 

L  (65) 

-با توجه به اينكه زوايای اويلر فهم بهتری از بيان وضعيت و دقت نشانه

کند، واريانس خطای ای فراهم ميهای ماهواره روی برای اکثر ماموريت

کنيم تا بتوان تبديل مي MRPرا به بيان گيری در بيان زوايای اويلر اندازه 

کننده پيشنهادی مشاهده کرد. برای اين منظور، در ابتدا اثر آن را در کنترل 

 [
 D

O
I:

 1
0.

29
25

2/
jo

c.
13

.4
.4

9 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
98

.1
3.

4.
6.

3 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

26
-0

6-
19

 ]
 

                             8 / 15

http://dx.doi.org/10.29252/joc.13.4.49
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1398.13.4.6.3
https://joc-isice.ir/article-1-578-fa.html


 گيری حسگرهايک ساختار آرايش پرواز ماهواره و در حضور خطای اندازهسازی وضعيت در طراحي کنترل همزمان

 فرزانه عبدالهي ، سيد سعيد نصرالهي

57 
 

 

Journal of Control, Vol. 13, No. 4, Winter 2020  1398 ، زمستان4، شماره 13مجله کنترل، جلد 

 

 

يا  ، گردشPitchيا  ، خمشRollيا  ای )غلتشمولفهيک بردار دلخواه سه

Yawشود. مي ی آن يک سيگنال متغير با زمان است توليد( که هر مولفه

ی آن با توزيع نرمال و ای که هر مولفهمولفهدفي سهسپس، يک بردار تصا

گيری ساخته شده است، به بردار اول ميانگين صفر و واريانس خطای اندازه 

شود تا يک بردار آميخته با خطا بدست آيد. سپس، بردار اول و اضافه مي

کنيم. از تبديل مي MRPبردار خطاآلود را از فضای زوايای اويلر به فضای  

نسبت به يكديگر، برداری تصادفي  MRPدو بردار حاصل در  تفاضل

-شود که ميانگين توزيع آن صفر و واريانس آن، خطای اندازه حاصل مي

است. برای نمونه، برخي از حسگرهای مغناطيسي  MRPگيری در بيان 

دهند را در اختيار قرار مي  σ-1وضعيتي در حدود يک درجه به عنوان   دقت

 0.005در حدود  MRPاز روش مذکور، خطا در بيان  با استفاده. ]41[

 0.1ای نيز برابر گيری حسگر سرعت زاويهآيد. خطای اندازه بدست مي

گيری شود. تمامي چهار ماهواره خطای اندازه درجه بر ثانيه لحاظ مي

 مشابهي در حسگرهای خود را دارند. 

                      به ترتيب عبارتند از (0q)يه بردارهای جهت شرايط اول
T0.6]-[0.6 0.63  ،T0.02]-0.54 -0.13 -[ ،T0.02]-0.16 0.21 -[  و         
T0.07]-0.27 -[0.17 سازی لحاظ . بعلاوه تاثير اغتشاش محيطي در شبيه

، آيروديناميکخواهد شد. مهمترين اغتشاشات محيطي عبارتند از 

، مجموعاَ در LEOعشعي که با توجه به فرض مدار  مغناطيسي، گرانشي و تش

همچنين برای  .]41[نيوتن متر بزرگي خواهند داشت  0.0001حدود 

يب شوند به اين ترتسازی، اشباع عملگرها نيز لحاظ ميتر کردن شبيهواقعي

که برای هر محور، بيشينه پنج نيوتن متر گشتاور قابل اعمال است. حال 

 را طبق زير محاسبه نمود:  توان ضرايب کنترليمي

• qiKترين مقدار ويژه های لختي دوراني، بزرگ: با توجه به ماتريس

برای  50( برابر 54را طبق رابطه ) qkتوان بهره که مي 1Jمتعلق است به 

 ها در نظر گرفت. تمامي ماهواره 

• iωK( به58: اين ضرايب با استفاده از رابطه )شوند. با توجه به روز مي

رود در روی، انتظار ميتگي ضرايب مذکور به خطای دنبالهوابس

کننده، مقادير نهايي آنها کمتر از مقادير  صورت عملكرد مناسب کنترل 

 ه باشد. اولي

به  MRPهای بردار قابل مشاهده است مولفه 3 شكلطور که در همان

]-      ،T[0 0 0]واره برابراند با  مقادير مطلوب خود که به ترتيب برای هر ماه
T0.3 0.1 0.25] ،T0.5]-0.25 -[0.1   وT0.1]-0.1 -[0.3  کنند. ميل مي

توجه به اينكه ماموريت آرايش پرواز، مشاهده زمين است لذا همچنين با 

 0]        ها برابرای در تمامي ماهواره بايستي بردار مطلوب برای سرعت زاويه

T0 0]  باشد. درError! Reference source not found. های مولفه

-اند. همچنين مولفه( نشان داده شده qe)  روی جهتبردارهای خطای دنباله

-ارائه شده  4 شكل( در eای )روی سرعت زاويههای بردار خطای دنباله

روی از حالات اوليه شود خطاهای دنبالهمشاهده مي طور کهند. همانا

( 61اند که کران باند مذکور طبق )متفاوت به يک باند حول صفر رسيده 

ديدگاه زمان   گيری حسگرها دارد. ازوابستگي کامل به کران خطای اندازه 

ثانيه عمليات  75( تقريباً در زماني کمتر از 5( و )4های )مانور، طبق شكل

افتد که با توجه به کند بودن ذاتي ها اتفاق ميی تمامي ماهواره رونشانه

بيني طور کلي، با توجه به پيشديناميک ماهواره زمان قابل قبولي است. به

های مستقر در روی برای ماهواره شانهتوان فرمان نی زماني مانور، ميبازه 

کرد.  را قبل از رسيدن به موقعيت مداری مورد نظر، ارسال  LEOمدار 

اند. نمايش داده شده   5  شكلهای کنترلي و سيگنال کنترلي در  همچنين بهره

شود و قابل انتظار است در طي زمان و به دليل طور که مشاهده ميهمان

روند کاهشي  iωkکننده، مقادير نهايي بهره کنترلي عملكرد مناسب کنترل 

-چه بيشتر اهميت الگوريتم ارائهتر شدن هر ندارند. در پايان، برای روش

کننده موجود در مقالات که خطای شده، آرايش پرواز حاضر با يک کنترل 

شود. طبق روش کنترل سازی ميگيری را لحاظ نكرده است، شبيهاندازه 

است، سيگنال کنترلي آن با لحاظ  PDه بر اساس فيدبک حالت ک ]35[

=50qik  600=وiωk طور که در شود. همانيرواز اعمال مبه آرايش پ

روی جهت نه تنها واگرا شود، خطاهای دنبالهمشاهده مي 8و  7های شكل

ای به صفر اند. اگرچه سرعت زاويهشده بلكه با يكديگر نيز همزمان نشده 

ی زماني ، در بازه5شود ولي در مقايسه با روش حاضر در شكل همگرا مي

 .دهدميتری اين اتفاق روی طولاني

 

 
 xالف( مولفه 

 
 yمولفه   ب(
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 zج( مولفه 

 شدهگيریبردار اندازه  –بردار مطلوب  - -؛ MRPبردار : 3 شكل

 
 xالف( مولفه  

 
 yمولفه   ب(

 
 zج( مولفه 

 ای روی سرعت زاويهخطای دنباله بردار: 4 شكل

 
  های کنترليالف( بهره

 
 سيگنال کنترلي ب(

  ها و سيگنال کنترليبهره:5 شكل

 
 xالف( مولفه 

 
 yمولفه   ب(
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 zج( مولفه 

 ]35[ کننده درروی جهت با استفاده از کنترل بردار خطای دنباله:6 شكل

 
 xف( مولفه ال

 
 yمولفه   ب(

 
 zج( مولفه 

 ]35[ روشای با استفاده از روی سرعت زاويهبردار خطای دنباله:7 شكل

 گیری  نتیجه -5

يک روش کنترلي با رويكرد غيرمتمرکز مبتني بر فيدبک حالت با 

آرايش پرواز ارائه نامشابه در  های  سازی وضعيت بين ماهوارههدف همزمان

گيری متغيرهای وضعيت شامل جهت و سرعت گرديد. لحاظ خطای اندازه 

کننده بود و تضمين شد برانگيز طراحي کنترل ای مهمترين نقطه چالشزاويه

ای، کراندار نهايي يكنواخت روی جهت و سرعت زاويهکه خطاهای دنباله

(UUB  خواهند بود. متصل بودن )رين فرض در گراف گراف به عنوان مهمت

کار ترين راه ارتباطي لحاظ شد. استخراج ضرايب کنترلي مناسب، اصلي

گيری وضعيت در الگوريتم کنترلي مد نظر قرار تعديل اثر خطای اندازه 

گرفت که بر اساس روش لياپانوف و تضمين شروط پايداری آن توسعه 

ی بردارهای سرعت ه، نيازی به مخابره شدداده شد. بعلاوه در الگوريتم ارائه

ها بوجود نيامد تا به بار مخابراتي الگوريتم افزوده ای بين ماهوارهزاويه

شده، تضمين گرديد که علاوه بر خطای نگردد. با توجه به نتايج قضيه ارائه

ها نيز در يک روی هر ماهواره، خطای همزماني وضعيت بين ماهواره دنباله

تر شدن سازی برای واقعيرد. در فاز شبيهگيحول صفر قرار ميدار  باند کران

ها لحاظ شدند. نتايج حاصله، اشباع عملگرها و اغتشاشات مداری ماهواره 

شده با يک الگوريتم موجود در مقالات همچنين، عملكرد الگورريتم ارائه

شده روشن شود. در راستای کار صورت مقايسه شد تا مزايای روش ارائه

ای توسعه فوق به گونه گردد که الگوريتمشنهاد ميه در اين مقاله، پيگرفت

سازی وضعيت در حضور عيب حسگرها، عدم داده شوند که همزمان

 قطعيت ماتريس لختي دوراني و تاخير ارتباطي محقق گردد. 
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 مائمض

 : ابزارهایی از جبر ماتریسی1ضمیمه 
استفاده شده است لذا به با توجه به اينكه در اين مقاله، از نرم ماتريسي  

شود. در صورتي که فرض های مفيد آن در اينجا اشاره ميبرخي از ويژگي

نمايانگر مقادير ويژه است، آنگاه  iλه و بود nxnهای ماتريس Bو  Aکنيم 

 ]45[های آنها برقرار است روابط زير برای نرم

1)

2)

3) ; max i
i

is symmetric 

+  +



=

A B A B

AB A B

A A

 (1-1ض) 

 داريم:  2Xو 1Xهمچنين برای هر دو بردار دلخواه 

1 1; 0Tis skew symmetric =A X AX  (2-1ض) 

 و

( ) ( )1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

0

1 1

2 2

T

T T T

− − 

  +

X X X X

X X X X X X
 (3-1ض) 

 لم کاربردی  : 2ضمیمه 
داريم  Mو متقارن مثبت  Dبرای هر ماتريس قطری مثبت  :1لم

( )2

maxMDM M D. 

 توان يافت که مي P : يک تبديل همانندی متقارناثبات

T=D PJP  (1-2ض) 

توان . حال ميT=P1-Pت لذا  متقارن اس  Dاست.    Dفرم ماتريس قطری   Jکه  

 طوری کهرا يافت به Sيک ماتريس متقارن 

1 1

2 2T
−

=S J P MPJ  
 (2-2ض)

از آنجا که 
1

2
−

PJ تواند به عنوان يک تبديل همانندی متقارن باشد، مي

 توان نتيجه گرفت کهمي

( ) ( )max max =S M  (3-2ض) 

 که خواهيم داشت Mو  Sتقارن هر دو ماتريس که با توجه به 

=S M  (4-2ض) 

 بنابراين

( )
2

max

T =S S M  (5-2ض) 

 يا به عبارت ديگر

2
0T − S S M I  (6-2ض) 

 ( خواهيم داشت5-2ضحال با توجه به )

1 1 1 1
2

2 2 2 2 0T T
− −

− J P MPJ J P MPJ M I  
 (7-2ض)

بت معين با ضرب ماتريس مث
1

2J ( 4-2ضاز چپ و راست و همچنين )

 گرفت کهتوان نتيجه مي

2
0T − P MDMP M J  (8-2ض) 

دهد با توجه به اينكه ماتريس تبديل همانندی، مقادير ويژه را تغيير نمي

 خواهيم داشت

2
0T− MDM M PJP  (9-2ض) 

 به بيان ديگر
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2
MDM M D  (10-2ض) 

 پايان اثبات لم■

چارچوب یک تئوری گراف به عنوان : 3ضمیمه 

 سیستم آرایش پرواز ماهواره 
ای در آرايش پرواز توان ارتباطات بين ماهواره با استفاده از گراف، مي

و  Nodesيا  هاعامل با گره  Nمتشكل از  Gرا مدل کرد. يک گراف 

ها را با شود. مجموعه گره تبيين مي خود Edgesيا  مسيرهای

( )  1 2, ,..., NG   =    و مجموعه مسيرها را با     نمايش مي-

-ها در يک رويكرد غير جهتبيانگر مسيرهای ارتباطي بين عامل  دهند.  

متقارن همسايگي است. برای هر گراف، يک ماتريس    Undirectedيا    دار

ij N N
a


 =  A 1=شود که تعريف ميija  در صورت وجود ارتباط از

لاپلاسينصورت. بر همين اساس، ماتريس در غير اين 0ija=و  jبه  iعامل 

ij N N
l


 =  L  معين است تعريف ميکه يک ماتريس متقارن مثبت نيمه-

 شود که

i

ij

j N
ij

ij

a i j

l

a i j



 =


= 
− 


 (1-3)ض 

اُم است. واضح است که مجموع  iهای عامل ، همسايهiNکه منظور از 

های سطری ماتريس لاپلاسين برابر صفر است لذا همواره يكي از درايه

  [ 46 ]  .  ]46[مقادير ويژه ماتريس لاپلاسين برابر صفر خواهد بود 

 (Schur Complement) متمم شور: 4ضمیمه  

T متقارن بلوکي برای هر ماتريس

 
=  
 

A B
M

B C
خواهيم داشت  

]47[ :  47 ] 

               و A>0اگر و فقط اگر  M>0پذير باشد: معكوس Aاگر  •
0>B1-ATB-C 

                و  C>0اگر و فقط اگر  M>0پذير باشد: معكوس Cاگر  •
0>TB1-BC-A 

 1: بخش هایی از اثبات قضیه 5ضمیمه 
توان سمت راست (، مي55آمده در رابطه )بدستنامساوی با توجه به 

 گونه نوشت آن را اين

( )

( )( )
( )

1

3

16 ( ) 4 ( )

2 ( ) ( ) 3

( ) 4 ( )

T

I M M M q q I

T

I M M q M q M N

M M M q q I

k

k

 





 





−

−  − +

− + −

− +

K J S E G E L

K J G E G E J I

J S E G E L

 (1-5)ض 

0Iبا فرض   K    و با توجه به قطری بودنIK  های کنيم بخشسعي مي

 قطری طرف راست نامساوی را تفكيک کنيم لذا 

( )

( )( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )( )
( )

( )

1

3

1

3

1

3

16 ( ) 4 ( )

2 ( ) ( ) 3

( ) 4 ( ) ( ) 4 ( )

2 ( ) ( ) 3

2 ( ) ( ) 3

( ) 4 ( )

2 (

T

I M M M q

T

I M M q M q M N

T

M M M q M M M q

T

I M M q M q M N q I

T
T

q I I M M q M q M N

M M M q

T

q I I M M

k

k

k

 



 


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



 



 









−

−

−

−  −

− + −

− + −

− + −

+ − + −

−

+ −

K J S E G E

K J G E G E J I

J S E G E J S E G E

K J G E G E J I L

L K J G E G E J I

J S E G E

L K J G( )( ) ( )
1

3) ( ) 3T

q M q M N q Ik
−

+ −E G E J I L

 
 (2-5)ض

جمله اول که بلوکي قطری است. برای جملات دوم و سوم با توجه به 

)( و با لحاظ 3-1ويژگي ماتريسي )ض )1 ( ) 4 ( )M M M q= −X J S E G E  و

( )( ) ( )
1

2 32 ( ) ( ) 3T

I M M q M q M N q Ik 
−

= − + −X K J G E G E J I L  و همچنين

)متقارن بودن  )( )
1

32 ( ) ( ) 3T

I M M q M q M N 
−

− + −K J G E G E J I مي-

 توان نتيجه گرفت 

( )

( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )
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2

3

( ) 4 ( )

2 ( ) ( ) 3
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L K J G E G E J I
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 (3-5)ض 

 گونه نوشت توان اين( را مي2-5نامساوی )ضلذا 
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 يا به عبارت ديگر
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 (5-5)ض

توان اکنون طرف چپ نامساوی يک مجموعه بلوکي قطری است که مي

اج نمود. حال با استفاده شرط هر بلوک مربوط به هر عامل را از آن استخر

 (، سمت راست نامساوی فوق قطری خواهد شد: 2)ضميمه  1از لم 
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توان ا ميبا توجه به اينكه دو طرف نامساوی فوق قطری هستند، لذحال 

 شرط زير را برای هر بلوک استخراج کرد
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