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پردازد. حل استاندارد دار ميهای چند عاملي ناهمگن پيوسته با گراف ارتباطي جهتمقاوم در سيستم  1اين مقاله به مسأله اجماع خروجي مشارکتي:  چکیده 

با استفاده از روش    3است، که در اين روش دانستن معادلات ديناميكي عوامل و عامل رهبر  2کپي مدل داخلي   -pمسأله اجماع خروجي مشارکتي مقاوم 

آيد. سپس مسأله اجماع خروجي  ، يک سيستم کمكي جديد برای حل مسأله به دست مي  4ضروری است. در اين مقاله با استفاده از ايده سيستم کمكي معادل

Hمشارکتي مقاوم با محدوديت  
Hبه صورت يک مسأله کنترل    

يک الگوريتم    5(  IRL)تفاده از روش يادگيری تقويتي انتگرالي  شود. با استبديل مي  

شود که اين روش معادلات تنظيم خروجي را  شود. ثابت ميبدون نياز به مدل عوامل ارائه مي  7(  RAREبرای حل معادلات جبری ريكاتي مقاوم)  6بدون مدل

Hأله تنظيم خروجي مشارکتي مقاوم با محدوديت  سازد. نتايج شبيه سازی توانايي اين روش در حل مسنيز برآورده مي
 دهند. را نشان مي 

Hاجماع خروجي مشارکتي مقاوم، سيستم کمكي معادل، کنترل  کلمات کلیدی: 
 ، يادگيری تقويتي. 

 
 

Cooperative Robust H Output Consensus in Continuous-Time 

Heterogeneous Multi-Agent Systems Using Integral Reinforcement 

Learning Method 
Amir Parviz Valadbeigi, Ali Khaki Sedigh, Frank.l Lewis, Ali Moarefian Poor 

 

 

Abstract: The Robust Cooperative Output Consensus (RCOC) in continuous time Heterogeneous 

Multi-Agent Systems with the directed graph is addressed. In the standard solution of the RCOC, the 

p-copy internal model method is used. This method requires dynamical equations of the agents and 

the leader. In the present paper, based on the equivalent auxiliary system method, a new auxiliary 

system is obtained. Then, the RCOC is transformed to a H control problem. Moreover, a model-

free algorithm is proposed to solve the Robust Algebraic Riccati Equation using the Integral 

Reinforcement Learning (IRL) method. It is shown that the proposed method satisfies the output 

regulation equations. A simulation example verifies the effectiveness of the proposed method. 

 

Keywords: Robust Cooperative Output Consensus, Equivalent Auxiliary System, H
Control, 

Reinforcement Learning. 

  

 
1 Cooperative Output Consensus 
2 P-copy Internal Model 
3 Leader 
4 Equivalent Auxiliary System 
5 Integral Reinforcement Learning 
6 Model-Free 
7 Robust Algebraic Riccati Equation 
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 مقدمه -1
های بالا به  به علت قابليت  1های چند عاملي کنترل توزيع شده سيستم

های مختلف علوم مهندسي استفاده شده است  ای در حوزه صورت گسترده 

اطلاعات  [2-4]  [1] به  تنها  که  کنترل  قانون  اجماع،  مسأله  حل  در   .

به گونه از  ای طراحي ميهمسايگان وابسته است،  متشكل  شود که شبكه 

. مسأله اجماع در دو [6,  5]همگرا گردند  عوامل به يک مقدار مورد نظر  

قرار گرفته است. دسته اول سيستم  های چندعاملي  دسته کلي مورد توجه 

يكسان دارند(. در اين حالت مسأله    هستند )کليه عوامل ديناميک   2همگن 

دنبال    -اجماع به صورت دومسأله اجماع بدون رهبر و مسأله رديابي رهبر

مي  3کننده   کنترل  مطرح  يک  که  است  صورت  اين  به  حل  روش  شود. 

مي طراحي  تنها  عامل  يک  برای  ساز  پايدار  يک کننده  سپس  شود، 

آيد. حل  مي دست محدوديت عددی که به گراف ارتباطي وابسته است به

 4اين مسائل به پاسخ يک سری معادلات جبری ريكاتي يا ناتساوی ماتريسي

 5های چند عاملي ناهمگن . دسته ديگر سيستم[7,  4,  3] خطي وابسته است  

ها  . که از مهم ترين مسائل مطرح شده برای اين نوع سيستم [10-8] هستند

توان به اجماع خروجي مشارکتي اشاره نمود. به دليل وجود عدم قطعيت  مي

سيستم روش در  توسعه  عملياتي،  در های  مشارکتي  خروجي  اجماع  های 

ها در دو  حضور نامعيني يكي از مسائل مهم در اين حوزه است. اين روش 

اند. روش استاندارد در حل  های گسسته و پيوسته مطرح شده حوزه سيستم

از  مسأ استفاده  مقاوم  مشارکتي  خروجي  اجماع  داخلي  -pله  مدل  کپي 

-شده   های توزيع. در اين روش با به کاربردن کنترل کننده [12]   [11] است

کپي مدل داخلي استفاده شده است، مسأله  -pی که در ساختار آنها از  ا

مساله    [15]،  [14]و    [ 13]در  شود.  اجماع خروجي مشارکتي مقاوم حل مي

دسته برای  مقاوم  مشارکتي  خروجي  سيستمتنظيم  از  عاملي  ای  چند  های 

يک    نامعين غير خطي مورد مطالعه قرار گرفته و برای حل اين مساله ابتدا

تنظيم   مساله  سپس   ، شده  معرفي  سيستم  برای  متمرکز  غير  داخلي  مدل 

عاملي   سيستم چند  مقاوم سراسری  سازی  پايدار  مساله  به  مقاوم  خروجي 

مساله    6افزوده حل  افزوده،  سيستم  اين  از  استفاده  با  و  است  شده  تبديل 

های چند  مساله تنظيم خروجي مشارکتي سيستم  [ 16] بررسي شده است. در  

غير  رويتگرهای  مساله  حل  برای  است.  گرديده  بررسي  توصيفي  عاملي 

تخمين   آوردن  دست  به  آنها  وظيفه  که  است  شده  پيشنهاد  کلي  متمرکز 

کننده کنترل  سپس  است.  بيروني  سيستم  به  توجه  با  فيدبک  حالات  های 

اين مساله طراحي شده   7كين خروجي ت برای حل  متمرکز    [ 3]اند. در  غير 

های چند عاملي خطي با گراف  مساله تنظيم خروجي مشارکتي برای سيستم 

برای   تنها  آن  خروجي  که  بيروني  سيستم  يک  وجود  با  جهتدار  ارتباطي 

سيستمبخ زير  از  زير  شي  برای  است.  شده  بررسي  است  دسترس  در  ها 

 
1 Distributed Control of Multi-Agent Systems  
2 Homogeneous 
3 Leader-follower 
4 Linear Matrix Inequality 
5 Heterogeneous  
6 Augmented Systems 
7 Singular 

استفاده شده است،  سيستم متمرکز  غير  از يک رويتگر  نامعين  های خطي 

داخلي  مدل  اصل  از  استفاده  با  طراحي شده    8سپس  مناسب  کننده  کنترل 

های تطبيقي است که باعث  است. نقطه قوت اين مقاله استفاده از پروتكل

حل شود. در اين حالت  نيازی    9ه به صورت کاملاً توزيع شدهشود مسالمي

به اطلاعات کلي در مورد شبكه نيست و تنها  از اطلاعات محلي برای حل  

يک مدل کلي برای مساله تنظيم خروجي   [17]شود. در  مساله استفاده مي

ته شده است که گراف ارتباطي بين عوامل يک گراف جهتدار  در نظر گرف 

وجود   برای  کافي  شرايط  که  است  شده  داده  نشان  مقاله  اين  در  است. 

نرم   اساس  بر  خروجي،  و  حالت  Hفيدبک 
است.     بيان  بيشتر  قابل  در 

های هر  نامعينيهای عوامل به صورت يكسان و  های موجود ديناميکروش

-شود. همچنين در روشيک از عوامل به صورت متفاوت در نظر گرفته مي

دانستن  مشارکتي،  خروجي  اجماع  مسأله  حل  برای  شده  ارائه  های 

 های عوامل ضروری است.   ديناميک

تقويتي  بطور    يادگيری  که  است  ماشين  يادگيری  روشهای  از  يكي 

در اين روش در هر    ه شده است. ای در مسائل کنترل بهينه استفادگسترده 

ارزيابي در مورد  بازخورد  يادگيری تقويتي، يک  از عوامل  گام هر يک 

  کند و بر اساس آن عملكردش را بهبود ميبخشد. عملكرد خود دريافت مي

ای  بطور گسترده   10در بين روشهای موجود يادگيری تقويتي تكرار سياست 

استفاده شده استدر طراحي کنترل کننده برای  ها  اين روش  . بخصوص 

خطي دوم  درجه  های  کننده  تنظيم  مسائل  محيط LQR)  11حل  در  های  ( 

روش   کاربردهای  از  ديگر  يكي  است.  شده  استفاده  گسسته  و  پيوسته 

Hيادگيری تقويتي حل مسائل مربوط به کنترل  
است. حل مسأله کنترل    

H
دارد. يافتن پاسخ مساله   12نزديكي با مسأله بازی با جمع صفر   ارتباط 

های خطي به حل يک معادله جبری ريكاتي بازی با جمع صفر در سيستم

مي ميمنجر  را  معادله  اين  که  يادگيری  شود  روشهای  از  استفاده  با  توان 

نمود   حل  تقوي[21-18]تقويتي  يادگيری  روشهای  مسأله  .  حل  برای  تي 

سيستم حوزه  در  اکثر  اجماع  است.  شده  استفاده  نيز  عاملي  چند  های 

پاسخ   يافتن  به  وابسته  خروجي  اجماع  مسأله  حل  برای  موجود  روشهای 

است. اما حل معادلات تنظيم خروجي نيازمند    13معادلات تنظيم خروجي

دو روش    [ 23]و    [22]داشتن اطلاعات دقيق از ديناميک سيستم است. در  

روش اين  است.  شده  ارائه  مشارکتي  خروجي  اجماع  مسأله  حل  ها  برای 

کند. با های عوامل مسأله اجماع خروجي را حل ميبدون نياز به ديناميک

اين وجود در اين مقالات اثر وجود نامعيني و اغتشاش در نظر گرفته نشده  

 است. 

ک راهكار جديد برای حل  با توجه به موارد ياد شده در اين مقاله ي 

مي ارائه  مقاوم  مشارکتي  خروجي  اجماع  مسأله  مساله  روش  اين  گردد. 

8 Internal Model Principle 
9 Fully Distributed  
10 Policy Iteration 
11 Linear Quadratic Regulator 
12 Zero-Sum Game Problem 
13 Output Regulation Equations 
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های موجود در  اجماع خروجي مشارکتي مقاوم را با در نظر گرفتن نامعيني

های  نمايد. لازم به ذکر است که در اين حالت ديناميک مدل عوامل حل مي

شوند. با استفاده از ساختار  عوامل نيز به صورت ناهمگن در نظر گرفته مي

کنترل مسأله  به يک  مقاوم  اجماع خروجي  مسأله  معادل،  سيستم کمكي 

H
شود. جهت تضمين پايداری سيستم حلقه بسته  تقليل يافته تبديل مي  

شود که روش  آيد. ثابت مييک حد بالا برای ضريب تقليل به دست مي

سازد.  معادلات تنظيم خروجي برای سيستم نامعين را برآورده ميپيشنهادی  

با استفاده از ساختار سيستم کمكي معادل، يک الگوريتم يادگيری تقويتي  

گردد.  انتگرالي برای حل مسأله اجماع خروجي مشارکتي مقاوم پيشنهاد مي

به مدل  اين الگوريتم مسأله اجماع خروجي مشارکتي مقاوم را بد  ون نياز 

 کند. وامل حل ميع

 مقدمات و فرموله سازی مسأله  -2
ای کوتاه در مورد نظريه گراف و همچنين حل  در اين بخش مقدمه

 شود.  استاندارد مسأله اجماع خروجي مشارکتي مقاوم بيان مي

 نظریه گراف  2-1
  گيريم , ,G V A=  جهت گراف  باشد،   1داريک 

 1,2,...,V N=  هاست که گرهای از گرهمجموعه i  يک    نشان دهنده  ام

است V.عامل  V    ازمجموعه مرتب  هاست.يالای  زوج 

( ),j i   مي عامل نشان  که  عامل  را  اطلاعات  تواندمي  iدهد   jاز 

ل  مجموعه همسايگان عام  .گويند  i را همسايه عامل  j  عامل  .کنددريافت  

i  ا  را ب  ام
iN  شود که گراف ساده فرض ميدر اين مقاله  دهند.  ايش مينم

))  است ),i i   .)2ماتريس مجاورت  N N

ijA a R  =     با وزنهای

ija  است که اگر   ایبه گونه( , )j i    0باشد آنگاهija    0وi ja = 

)اگر ),j i .  داخلي صورت    iگره    3درجة  )به  )
1

N

in ij

j

d i a
=

=  

مي صورتشود.  تعريف  به  درجه  درون  قطری  ماتريس 

( )( )inD diag d i=   شود تعريف لاپلاسين  .  مي  گراف ماتريس 

Lاز  است عبارت D A= يک گراف جهتدار   ، يک درخت جهتدار. −

شود،  ناميده مي  4طوری که هر گره به جز يكي که گره ريشه  متصل است به

  خت يک در،  گراف يکدر    5درخت پوشا   .باشد  1  دارای درجه داخلي

بهره    .های يک گراف را به هم متصل مي کندجهتدار است که کليه گره 

  در غير اين صورت  ،اگر گره به گره رهبر متصل باشد يک است،  g  اتصال 

اتصال   .است  صفر صورت   Gماتريس  )به  )iG diag g=   تعريف

 . [24] شودمي

 

استاندارد مسأله اجماع خروجی مشارکتی  حل    2-2

 مقاوم

 
1 Directed Graph 
2 Adjacency Matrix 
3  In-Degree 

 سيستم چند عاملي نامعين زير را در نظر بگيريد

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

= + +

=

i wi i wi i i i

i i i

x t A x t B u t B d t

y t C x t
 (1) 

inکه  

ix R    عامل حالت  imام،    iبردار 

iu R    ،کنترل ورودی 

( ) il

id t R  و   ورودی اغتشاشp

iy R    خروجي اندازه گيری شده

های  هستند. همچنين ماتريس 
iwA  ،

iwB  ( 1,..., )i N=  هایماتريس 

 شوند نامعين هستند که به صورت زير تعريف مي

( ) ( )

( ) ( )

1 1 2

,

,

 

 

= + = +

= =



iw i i iw i i

i i i i i i i i

T

i i

A A A B B B

A H F t E B H F t E

F t F t I

 
(2) 

iA  ،
iB  نامعيني دهنده  هستند،  نشان  سيستم  در  موجود  های 

که  همچنين 
1 2, ,i i iH E E هايي معلوم هستند. ماتريسهای  ماتريس

iA و

iB   .ماتريسهای سيستم نامعين با ابعاد مناسب هستند( ) t m

iF t R    تابع

که   است  نامشخص  )ماتريسي  ) ( )T

i iF t F t I  کليه سادگي  برای   .

 دهيم.  زير نمايش مي مقادير نامعيني را به صورت 

1 1( ( ,..., ), ( ,..., ))   = N Nw vec A A vec B B (3) 

ماتريس    :1تعریف   برای 
1 2[ , ,..., ]mX x x x=  (n

ix R  ،  )

1 2( ) ( , ,..., )mvec X col x x x=  رابطه اين  در     که 

1 2 1 2( , ,..., ) [ , ,..., ]T T T T

m mcol x x x x x x=  است .

   
 فرض کنيد ديناميک عامل رهبر به صورت زير باشد 

0 0

0 0

S

y R

 



=

=

 (4)  

که  
0

qR     ديناميک رهبر يا مسير مرجعي است که بايد توسط دنبال

شود.  رديابي  کنندگان 
0

py R  ماتريس است.  رهبر  عامل  خروجي 
q qS R     و رهبر  ديناميک  pماتريس  qR R    خروجي ماتريس 

 است.

های استاندارد زير در حل مسأله اجماع خروجي مشارکتي مقاوم در فرض

 شوند: نظر گرفته مي

):   1فرض , )i iA B   پايدار پذير و( , )i iA C  .آشكار پذير هستند 

 نامنفي است. S: بخش حقيقي مقادير ويژه ماتريس   2فرض

:  3فرض

( ) 1,2,...,
0


 

− 
= +  = 

 

i i

i

A I B
rank n p S i N

C
 

 (( )S مجموعه مقادير ويژهS .)است 

گراف دارای درخت پوشا است و عامل رهبر حداقل با يک عامل    :4فرض

 در ارتباط است. 

4 Root Node 
5 Spanning Tree 
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دارای بهره   (1)  : سيستم  2تعریف
2L    نرم(H

محدود به   1تقليل يافته   (

 اگر 

( ) ( )2 22 0
 

 
 − −

= − 
t

i i i
t

J e z w d  (5)        

رابطه   اين  اغتشاش،    در  تضعيف  و   ضريب  تقليل   ضريب 
iz  

 خروجي کنترل شده هستند.  

 شود. مسأله اصلي مورد بحث در اين مقاله به صورت زير بيان مي 

) تنظیم خروجی مشارکتی مقاوم با معیار تقلیل یافته   1مسأله  

H
 :) 

Hهدف از مسأله اجماع خروجي مشارکتي مقاوم با محدوديت  
 ،

)طراحي کنترل کننده توزيع شده   )iu t  (1)  برای کليه عوامل در معادله 

 :  [11] [ 26]،  [25]است چنانكه  

ماتريس سيستم حلقه بسته نامي   .1
0CA  .هرويتز باشد 

0wاز    Wيک همسايگي   .2 وجود داشته باشد که برای    =

رابطه زير صادق باشد)به ازای  خطای رديابي سيستم حلقه بسته  

( ) 0id t =) 

( ) ( )2 22 0
 

 
 − −

= − 
t

i i i
t

J e z w d  (6)  

 

( ) ( )2 22 0
 

 
 − −

= − 
t

i i i
t

J e z w d
 

 است.  ضريب تضعيف اغتشاش    که

در ادامه روش استاندارد حل مسائل کنترل اجماع خروجي مشارکتي 

 گردد.  مقاوم ارائه مي

تنظيم شده مجازی  به صورت زير   iبرای زير سيستم      ive  2خروجي  ام 

 شودتعريف مي

( )


= −
i

iv ij i j

j N

e a y y

 

(7)  

1: زوج ماتريس 3تعريف   2( , )M M،p-   کپي مدل داخلي ماتريسS 

 شود اگر  گفته مي

31 2 1

1 2

1 2

,
0

−   
= =   

   

TT T
M F F M F

G G  
(8)  

)  iTکه   1,2,3)i يک   Fهای با ابعاد مناسب هستند.  ماتريس  =

 ماتريس نا ويژه است و  

1

2

( ,..., )

( ,..., )

 

 

=

=

p

p

G block diag

G block diag

 

(9)  

   يک ماتريس مربعي است و    يک بردار ستوني است، چنانكه

( , )   ای مشخصه مينيمال  کنترل پذير و چند جملهS  ای  با چند جمله

 
1 Discounted Factor 

توان  يكسان است. در حالت خاص مي  مشخصه مينيمال  
1 2( , )G G    را

 کپي مدل داخلي در نظر گرفت.  -Pبه صورت  

قانون کنترل فيدبک حالت ديناميكي توزيع شده    2و تعريف   (7)  با توجه به 

-برای حل مسأله اجماع خروجي مشارکتي مقاوم به صورت زير ارائه مي

 [ 11]شود 

0

1 2

( )

( ( ( ) ( )) ( )) ( )

( ) ( )



 



=

− + +

= +


i

i

x ij i j i i z i

j N

i i iv

u t

K a x t x t a x t K t

t G t G e 

(10)  

)که   ) zn

i t R   و
xK  ،

zK  های طراحي هستند. لازم به ذکر ماتريس

توان از قانون کنترل فيدبک ديناميكي خروجي نيز برای حل اين  است مي

مسأله    (10) شود که استفاده از قانون کنترل مسأله نيز استفاده نمود. ثابت مي

مي  1 حل  ميرا  سبب  همچنين  زير کند.  خروجي  تنظيم  معادلات  شود 

 . [27, 11] برآورده شوند 

 +  =

 =

iw iw iw iw iw

i iw

A B S

C R 
(11)  

 

inکه  p

iw R


    وim p

iw R


   .هستند 

معادلات    1تذکر از  که  همانطور  ساختار    (10) :  اين  در  است،  مشخص 

ديناميک کليه عوامل و همچنين ديناميک عامل رهبر برای به دست آوردن  

 قانون کنترل توزيع شده مورد نياز است. 

اجماع خروجی   -3 مسأله  پیشنهادی حل  روش 

ازمعا با استفاده  دلات سیستم کمکی  مشارکتی مقاوم 

 افزوده 
با توجه به راه حل استاندارد که در بخش قبل ارائه شد، در اين روش داشتن  

های سيستم ضروری است. در ادامه با استفاده از  اطلاعات کامل ديناميک 

توزيع شده  افزوده، کنترل کننده  ارائه ميايده سيستم کمكي  شود که  ای 

کپي مدل داخلي و همچنين بدون در اختيار داشتن  -pبدون استفاده از  

معيار   با  مقاوم  Hاطلاعات سيستم مسأله اجماع خروجي مشارکتي 
را   

 کند. ساختار کلي اين کنترل کننده به صورت زير استحل مي

1 2 0( ) ( ) ( )= +i i i iu t K x t K t (12) 

 شود را در نظر بگيريد سيستم افزوده که به صورت زير تعريف مي

1 2

0 1

   = +  + +

= = − =

i i i i i i i i i

i i i i i

X A X A X B u B w

z e y y C X
 

(13) 

0که

T
T T

i iX x  =    ماتريس.  حالت سيستم افزوده است  بردار-

2های   1 1, , , ,i i i i iB B B A A        1وiC  زير تعريف مي به صورت-

 وند ش

2 Virtual Regulated Output 
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1 2

1 2

0
, ,

0 0 0

     
  = = =     

     

i i i

i i i

A B B
A B B

S  
(14) 

 1

1 2

0
,

0 0

= −

 
        = =  = 

 

i i

i

i i i i i i

C C R

A
A H F E B H F E

 

(15) 

1 2

1 2

0 0
, ,

0 0 0 0

0
,

0 0 0

   
 = =   

   

   
 = =   

   

i

i

i i

i i

H F
H F

E E
E E

 (16) 

را حل کند، شاخص عملكرد    1جهت يافتن قانون کنترلي که مسأله  

 زير را در نظر بگيريد

( ) ( ) 2, ,
 

 


− −  = − 
t T T

i i i i i i i i i

t

J x u w e z z d d d  (17)  

برای حل   معادل که  به دست آوردن سيستم کمكي  قضيه زير نحوه 

 .  ]31[کند  شود را بيان مياستفاده مي  1مسأله 

ام را در نظر بگيريد، اين سيستم  iديناميک عامل نامعين  :    1قضیه  

Hپايدار مقاوم با معيار  
تقليل يافته است اگر و فقط اگر سيستم کمكي   

 زير 

1

2

1 2

1 0

 

 

−    = + +
 

    
   

= +   
     

i i i i i i i i i

i i

i ii i i

i

X A X B u H B d

E E

z X u

C

 (18)  

 شرط زير را بر آورده سازد پايدار باشد و 

( ) ( )
2 , , 0

 



− −  = −  

i t T T

i i i i i i i i

t

J x u d e z z d d d  (19) 

اغتشاش   تضعيف  ضريب  فوق  رابطه  همچنين    1در  است. 
p m

iz R +    وil m

id R
+

     عدد های    iهستند.  پارامتر  از  يكي 

 طراحي برای مسأله کنترل مقاوم با معيار تقليل يافته است.  

  ( 19)توان از سيستم کمكي معادل و شاخص  مي  1حال با توجه به قضيه  

  (19)را در رابطه  (18)برای اين کار رابطه نمود. استفاده  1برای حل مسأله 

 آيدکنيم، در نتيجه به دست مي جايگذاری مي

 

 
1  Stationarity Conditions 

)*  که در اين رابطه ( ))
i i

V X t    تابع ارزش بهينه است. اين بازی با جمع

صفر دارای جواب منحصر بفرد است اگر و فقط اگر شرط تعادل نش زير  

  .[21] برقرار باشد 

( )( ) 2

2

min max ( , )

max min ( , )

 =

=

i i

ii

i i u i i id

u i i id

V X t J u d

J u d
 (22)  

تابع هميلتونين به صورت زير به دست    ( 22)و    (20)با توجه به روابط  

 آيد مي

( )

( ) ( )

1 2

1

1 2

1
, , 2

2

i

i

T T T

i i i i i i i i i i

i

T T

i i i i i i

T

i i i i i i i i i i i

H V u d X Q X X E E u

u R u d d V

P X A X B u H B d









  −

 
= +  

 

+ − −

    + + +
 

 (23)  

ايستايي اعمال شرايط  ,0   1با  0
ii

H H

ud

 
= =


و    بهينه  کنترل    ،

 ورودی اغتشاش به صورت زير به دست مي آيند 

( ) ( )

( )

( )

1 2 2
1

1

1 11 1 11 1 2

0

*

1

2

11 12

21 22

0

( )

i

i

T
T i i

i i i i

i

ii T i T

i i i i

T

i
i i i

i i

i i i

E E
u t R B P X t

x
R B P B P E E

H
d t P X t

B

P P
P

P P













 −

−

−

  
= − + 

 

 
   = − +     

 

 
=  

 

 
=  
 

 

(24) 

اينكه    ( 23)در    (24)جايگذاری   به  توجه  با  همچنين  و 

( ), , 0i i iH V u d    دهد معادله ريكارتي زير را نتيجه مي، =

( )

11 2 1 2
1 1

2

2 2 0




 

  

−

−

 + +

      
 − + +   

   

   + + − =

i

i

T

i i i i

T
T T

i i i i
i i i i

i i

T T

i i i i i i i i i i

A P P A Q

E E E E
P B R P B

P H H B B P P

 
(25) 

ماتريس    (25)با حل معادله جبری ريكاتي  
iP  آيد، با استفاده  به دست مي

از ماتريس 
iP را محاسبه نمود.   (24)توان قانون کنترل مي 

و با انتخاب ضريب   (24)دهد با اعمال قانون کنترل  قضيه زير نشان مي

ای که در شرايط قضيه زير صدق کند مسأله اجماع خروجي تقليل به گونه

   شود.مشارکتي مقاوم حل مي

اعمال    (1)به سيستم    (24)فرض کنيد که سياست کنترلي    :  2قضیه  

)آنگاه  .شود )1i i iA B K+  0است و خطای محلي پايدارi ie y y= − 

کند، اگر حد بالای ضريب تقليل به صورت  با گذشت زمان به صفر ميل مي

 بيان شود.  زير

( ) ( )
2 1 2 1 1

2 1 2 1

1
, , [

2 ]

t T T T

i i i i i i i i i i

it

T
T T Ti i i i
i i i i i i

i i

J x u d e x E E C C x

E E E E
u u x u d d d

 





 


− −  

 = + 
 

     
+ + −   

   


 (20) 

( )( ) ( )2 2, min max ( , )  = =
i i

i i i i i u i i id
V X t J u d J u d  (21) 
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 توان به صورت زير بازنويسي نمود: را مي (35)رابطه 

( )( )

( )( )

11

11 11 2 2 1

1 2

11 1 1 2 2 11

2 Re 0.5

2

i i

i

T i

ci i i i

T T
T i i i i

i i

i i

T i T T T i

i i i i i i i i i i

r P r

E E E E
r Q R r

r P B R B H H B B P r

 



 

 

 

−

− −

−

 
= − − 

 

− + +

 
(36) 
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با توجه به اين محاسبات، ديناميک حلقه بسته در صورتي پايدار است  
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فرض با  0i  حال  iP X رابطه    = مي  (40)آنگاه  زير را  صورت  به  توان 

 بازنويسي نمود: 
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برقرار باشد آنگاه ( 26)   اگر شرط
1 1i i iA B K +   هرويتز است. با توجه به

بر روی محور حقيقي قرار دارند و   Sاينكه مقادير ويژه  
ciA   پايدار مرزی

يک   بنابراين  0iQاست.      که دارد  وجود 

( ) 0T

i i i iV X X Q X= −   نامتغير مجموعه  قضيه  از  حال  نتيجه    1. 

گرفت 
iX  مي همگرا  نامتغيير  مجموعه  بزرگترين  سمت  )به  شود 

( ) 0i iV X )دانيم  ( و مي= ) 0i iV X 0iاست اگر    = iP X . در  =

   .شودنتيجه اثبات کامل مي

خروجي   تنظيم  معادلات  مي  ( 11)پاسخ  معادله  را  پاسخ  برحسب  توان 

پوچي    (31)ريكاتي   فضای  کنيد  فرض  نمود.  زير    iPبيان  صورت  به 

 تعريف شود 

 0 : 0=  =i i i iM X P X  (45) 

)روابط بين   [22]در مرجع   )ix t    و
0 ( )t   برای حالت گسسته بيان شده  

 توان نشان داد که است. به روشي مشابه مي

11 1 12

0( ) ( ) ( )−= −i i ix t P P t  (46) 

و    (11) های معادلات تنظيم  رابطه بين پاسخ  1با توجه به اين رابطه، در لم  

به   مقاوم  مشارکتي  اجماع خروجي  مسأله  به  مربوط  ريكاتي  معادله  پاسخ 

 آيد.دست مي

های معادلات  در مسأله اجماع خروجي مشارکتي بر اساس پاسخ  : 2تذکر

)تنظيم خروجي , )iw iw   ، شود  به شكل زير پيشنهاد مي  ای کنترل کننده

[23 ] 

( ) ( ( ) ( )) ( ) = − +i i i iw i iw iu t K x t t t  (47) 

iwبهره فيدبک حالتي است که    iKکه در اين رابطه  i iA B K+    را

ام    iتخمين حالت ديناميک رهبر برای عامل   iسازد. همچنين پايدار مي

 است.    2بهره اتصال cآيد، که مي است که به صورت زير به دست

0

1

( ) ( )     
=

 
= + − + − 

 


N

i i ij j i i i

j

S c a g  (48) 

کنيد    1لم   فرض   :iP    ريكاتي جبری  معادله  و    ( 25)پاسخ  باشد 
* * *

1 2[ ]i i iK K K=    با در نظر    (11)باشند، آنگاه معادلات تنظيم خروجي

 شوند گرفتن مقادير زير برآورده مي

11 1 12

* * 11 1 12

2 1

( )

( )

−

−

 = −

 = −

i i i

i i i i i

P P

K K P P

 (49) 

 توان نوشت مي (26) اثبات : با توجه به رابطه 

2 Coupling Gain 

11 2 2 1

11 2 2 1

11 2 2 1

2

 



 

 

 

 

−

−

−

   
= +

   
−

   
= −

i i

i

i i

T T
T T T i i i i

i i i i i i

i i

T T
T i i i i
i i

i i

T T
T T i i i i
i i i i

i i

E E E E
Z Z X Q X X R X

E E E E
X R X

E E E E
X Q X X R X

 

(41)  

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
jo

c.
14

.4
.8

1 
] 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.2

00
88

34
5.

13
99

.1
4.

4.
2.

6 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

26
-0

1-
30

 ]
 

                             7 / 12

http://dx.doi.org/10.52547/joc.14.4.81
https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.20088345.1399.14.4.2.6
https://joc-isice.ir/article-1-726-en.html


88 

 
Hخروجي مشارکتي مقاوم   اجماع

 های چند عاملي ناهمگن پيوسته با استفاده از روش يادگيری تقويتي انتگرالي  برای سيستم 

 علي خاکي صديق، علي معرفيان پور، فرانک لوييس،  امير پرويز ولدبيگي 

 

Journal of Control, Vol. 14, No. 4, Winter 2021  1399، زمستان  4، شماره 14مجله کنترل، جلد 

 

 

11 1 12

0( ) ( ) ( )−= −i i ix t P P t  (50) 

))با فرض  (4)، (1)با جايگذاری  ) 0id t  داريم (50)در  (12)( و =

1 1 1 2 0

11 1 12

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )



−

+ +

= −

iw i iw i i iw i

i i

A x t B K x t B K t

P P S t

 (51) 

با توجه به ورودی کنترل  
1 2 0( ) ( ) ( )i i i iu t K x t K t= ،    (47)و    +

 داريم 

1 2,= =  − i i i iw i iwK K K K  (52) 

 آيدرابطه زير به دست مي  (51)در  (52)با جايگزيني 

 
11 1 12 11 1 12

1

11 1 12

1

( ) (( ) )

( )

− −

−

+ +

+  =

iw i i iw i i i iw

iw iw i i

A P P B K P P

B P P S

 (53) 

اينكه   فرض  11با  1 12( )iw i iP P− = صورت    − به  فوق  رابطه 

iw iw iw iw iwS A B =  +   به عبارت ديگر رابطه  تبديل مي شود. 

   2سازد. با توجه به قضيه  را برآورده مي  (11)اول معادلات تنظيم خروجي  

0iدانيم اگر مي iP X  باشد، آنگاه =

 

0

0 0

0

( ) ( ) 0 

− =

 − − =

i

T

i i i i

y y
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 (54) 

همچنين  
0( ) ( )i iwx t t=  گيريم،  پس نتيجه مي 

 

 =i iwC R  (55) 

 

مي  (50)رابطه   نيز  نشان  خروجي  تنظيم  معادلات  از  دوم  معادله  که  دهد 

 شود. برآورده شده است. در نتيجه اثبات کامل مي

پاسخ معادله  يادگيری تقويتي انتگرالي در ادامه با استفاده از يک الگوريتم 

بر خط    ( 25)جبری ريكاتي   اندازه گيری شده  داده های  از  استفاده  با  را 

 آوريم.بدست مي

مقاوم    -4 خروجی  اجماع  مسأله  با     Hحل 

 رویکرد بدون مدل 

ي مشارکتي به منظور به دست آوردن بهره فيدبک در مسأله اجماع خروج

  IRL  [21] ،[28  ,29]مقاوم بدون نياز به ديناميک سيستم، از يک الگوريتم 

 به صورت زير بازنويسي شود  (18)کنيم. فرض کنيد سيستم استفاده مي
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 گيريمنتيجه مي  (24)با توجه به رابطه 
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(58) 

 توان نتيجه گرفت مي [30] ، [21]با محاسبات رياضي و با توجه به 
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(59)  

 گردد. الگوريتم زير پيشنهاد مي (59)با توجه به رابطه 

 الگوریتم حل مسأله اجماع خروجی مقاوم بدون مدل: 

کنترلي  1 0.سياست  0

i i iu K X e= که    + کنيد  انتخاب  چنان  را 
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   .معادله بلمن زير را حل کنيد2
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.الگوريتم را تا زماني اجرا کنيد که همگرايي حاصل شود. در غير  3

1kاينصورت   k=  برويد.  2و به گام   +
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در الگوريتم ارائه شده فرض بر اين است که مقادير  :  3تذکر
1iE ،

2iE  و
iH  باشند، معلوم  مي  (2)که مربوط به ساختار نامعيني در معادلات

 هستند. همچنين اغتشاش وارد شده به سيستم کراندار است.  

وريتم فوق سياست کنترلي  : در الگ  4تذکر
iu    که به عوامل اعمال

توان به صورت يک سياست کنترلي پايدار ساز ثابت در نظر  شود را ميمي

گرفت. اطلاعات گردآوری شده توسط اين سياست ثابت، برای به دست  

kآوردن ماتريس  

iP    1و سياست بهبود کنترل 1k k

i i iu K X+ به کار    =+

شود. همچنين ورودی اغتشاش  برده مي
id    ،ورودی اغتشاش واقعي است

1اما   1

i

k k

i d id K X+ بروز مي  =+ -ورودی اغتشاشي است که ارزيابي و 

 شود.  

توان گفت الگوريتم شامل دو مرحله اساسي است. در مي  :5تذکر  

مرحله اول، يک سياست کنترلي اوليه ثابت  
iu  گردد  به سيستم اعمال مي

گردد. سپس  ذخيره مي  Tو اطلاعات به دست آمده از عوامل در بازه زماني

اطلاعات گردآوری شده در مرحله اول  های عوامل، بدون نياز به ديناميک

1برای به دست آوردن   1,k k

i iu d+ شوند اين کار تا زماني ادامه  استفاده مي  +

*يابد که اين مقادير به مقادير  مي

iu   و*

id   .همگرا شوند 

مشابه  :  6تذکر به روشي  الگوريتم  در    همگرايي  آورده    [21]آنچه 

 شود. ه است، اثبات ميشد

در روش ارائه شده برای بدست آوردن پاسخ مسأله اجماع   :  7تذکر

رهبر   عامل  ديناميک  که  است  اين  بر  فرض  مقاوم  مشارکتي  خروجي 

در   است.  تو  [23]مشخص  رويتگر  تخمين  يک  برای  تطبيقي  شده  زيع 

حالات عامل رهبر پيشنهاد شده است. ديناميک اين رويتگر به صورت زير  

 است
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ˆکه   p p

iS R     وˆ q p

iR R     به ترتيب تخمين ديناميکS    وR 

0و   îهستند. 
ˆ

iy   بردار حالت و خروجي رويتگر تطبيقي گرهi    .ام است

به صورت زير تعريف    خطای مشاهده شده توسط همسايگان در اين حالت

 شودمي
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=

= − + −
N

i ij j i i i

j

e a g  (62) 

 

ˆهمچنين قانون تطبيق برای  
iS باشد  به صورت زير مي 
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=   − + −
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j
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ˆکه در اين رابطه  
veciS    نمايش ستونيˆ

iS    به    1است )با توجه به تعريف

0siآيد(. همچنين  دست مي .   

1 2
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[ ... ] (( ) ) 1−

=

= = + 

i i

T T

N p Np

p diag q

q q q q L G I
 (64) 

Npq R    .1بردار ويژه چپ ماتريس لاپلاسين گراف استNp    برداری

)با عناصر يک است.   )p

iq R  قانون تطبيق  .ˆ
iR   به صورت زير نيز 

 شود.  طراحي مي

0
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ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
N

T

i ij j j i i i i i i
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  (65) 

0که    .يک عدد است 

،  [15]  جي مشارکتيروشهای موجود برای حل مسأله اجماع خرو:    8تذکر  

کنند. استفاده از اين ساختار  کپي مدل داخلي استفاده مي  -pاز     [27,  14]

مي کننده  کنترل  شدن  پيچيده  همچنين  سبب  روشها  در  گردد.  اين  کليه 

عامل   و  عوامل  کامل  اطلاعات  در   رهبرداشتن  که  است  ضروری  امری 

توان  بسياری از کاربردهای عملي ممكن نيست. با توجه به اين موضوع مي

,  22] استفاده نمود    هستند،  از روشهايي که بر پايه روشهای يادگيری تقويتي

تاثير .  [23 شده  ارائه  روشهای  قط  و   اغتشاش  وجود   در  نظر  عدم  در  عيت 

به علت وجود اغتشاش و عدم قطعيت اين روشها کارايي    گرفته نشده است.

با توجه به اين موارد در اين مقاله با استفاده از دهند.  خود را از دست مي

که بدون    مدل با وجود نامعيني طراحي شد کنترل کننده بدون    IRLروش  

از   داخلي    -pاستفاده  مدل  خروجي  کپي  تنظيم  هدف  شدن  برآورده 

مقاوممشارک کند  تي  مي  تضمين  سيستم    . را  ساختار  از  استفاده  علت  به 

با محدوديت    ،کمكي مقاوم  Hطراحي کنترل کننده 
قابل     به سادگي 

  IRLرای استفاده از روش  باشد. همچنين ساختار جديد شرايط لازم بحل مي

 را فراهم ساخت.  

 نتایج شبیه سازی - 5

در اين بخش با استفاده از يک مثال عددی کارآيي روش پيشنهاد شده  

کنيم. سيستم  برای حل مسأله اجماع خروجي مشارکتي مقاوم را بررسي مي

عامل    3چند عاملي پيوسته ناهمگن زير را در نظر بگيريد. اين سيستم دارای  

 شود. باشد، که گراف ارتباطي آنها به صورت زير نمايش داده ميمي

 
 ( )گراف ارتباطي عوامل 1شكل  

 ديناميک عامل رهبر به صورت زير است
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 ديناميک عوامل ديگر نيز به صورت زير تعريف هستند 
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11 21 1
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 (69) 

های مناسب برای رسيدن  کنترل کنندهحال با استفاده از الگوريتم ارائه شده،  

به دست ميبه   را  مقاوم   2  آوريم. شكلهدف اجماع خروجي مشارکتي 

دهد. با  خروجي عامل رهبر و همچنين خروجي عوامل ديگر را نشان مي

توجه به ديناميک عامل رهبر مشخص است که يک سيگنال سينوسي توسط  

توان نتيجه گرفت که هدف  شود. از اين شكل مياين ديناميک توليد مي

به خوبي نظر  اغتشاش  ورده ميبرآ  مورد  اين سيستم چند عاملي  شود.  در 

)برای هر يک از عوامل به صورت   ) sin( ) 1,2,3id t t i= در نظر    =

گرفته شده است. همچنين ماتريس مجاورت و ماتريس درون درجه مربوط  

 آيند.به گراف ارتباطي به صورت زير به دست مي

0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1

ad inA D

   
   

= =
   
      

 (70) 

  
)خطای تنظيم خروجي   2شكل 

0iy y−) 

    باشندمقادير ماتريسهای بهره به صورت زير مي

 

 
1 2

3

6 6.85 7.36

7.2 6.95

K K

K

=− = − −

= − −

 (71) 

فرآيند  های زير همگرايي مقادير کنترل کننده ها به مقادير بهينه را در  شكل

 دهد. يادگيری نمايش مي

 
)همگرايي ماتريس بهره  3شكل  

1K  )به مقدار بهينه 

 

 
)همگرايي ماتريس  بهره 4شكل  

2K   )به مقدار بهينه آن 

 

 
 به مقدار بهينه ( 3K)همگرايي ماتريس  5شكل  

ميبه   ديده  اجماع  وضوح  مسأله  شده  پيشنهاد  الگوريتم  که  شود 

شكل همچنين  است.  نموده  حل  را  مقاوم  مشارکتي    5-3های  خروجي 

 دهد.  همگرايي کنترل کننده ها به مقادير بهينه شان را نشان مي

 

 گیری  نتیجه -6
Hدر اين مقاله به حل مسأله کنترل مقاوم با محدوديت   

-در سيستم  

های چند عاملي ناهمگن پرداخته شد. اين مسأله  با استفاده از ايده سيستم  

تبديل شد. سپس يک حد پايين    Hکمكي افزوده به يک مسأله کنترل  

ل جهت تضمين پايداری به دست آمد. ثابت شد در  بالا برای ضريب تقلي 

-صورت برقراری شرط ضريب تقليل، مسأله اجماع خروجي مقاوم حل مي

شود که معادلات تنظيم خروجي نيز  شود. ثابت شد که اين روش سبب مي

برای    انتگرالي  يادگيری تقويتي  الگوريتم  نيز يک  برآورده شوند. درانتها 

 ل عوامل ارائه گرديد.حل مسأله بدون نياز به مد 
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