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گردد. ابتدا با  های غير خطي مرتبه کسری ارائه ميکننده مبتني بر رؤيتگر برای يک کلاس از سيستمدر اين مقاله يک کنترل :  چکیده 

گردد که سيستم ای طراحي ميکننده به گونهشود، کنترل در نظر گرفتن يک سيستم مرتبه کسری پايدار که به عنوان مدل مرجع شناخته مي

های سيستم مرتبه کسری، طراحي  گيری بودن تعدادی از حالتهای سيستم مرجع را تعقيب کند. با توجه به غيرقابل اندازه بسته، حالتحلقه

گيرد. رؤيتگر پيشنهادی در اين تحقيق با استفاده از رويكرد تئوری مقدار ميانگين مشتقي، ديناميک کننده، مبتني بر رؤيتگر انجام ميکنترل 

وف و  کند به طوری که تحليل پايداری آن با استفاده از تابع لياپان خطای غيرخطي رؤيتگر را به ديناميک خطي و متغير با پارامتر تبديل مي

کننده مبتني بر رؤيتگر نيز با استفاده از قضيه لياپانوف انجام  گيرد. در ادامه تحليل پايداری کنترل نامساوی ماتريسي خطي به راحتي انجام مي

سازی دو سيستم مرتبه کسری غيرخطي با در نظر  کننده پيشنهادی، نتايج شبيهگيرد. در خاتمه برای نشان دادن کارآيي و مؤثر بودن کنترل مي

 شود. گرفتن کنترل کننده طراحي شده نشان داده مي

 . سيستم مرتبه کسری، نامساوی ماتريسي خطي، تئوری مقدار ميانگين مشتقي، رؤيتگر، قضيه لياپانوفکلمات کلیدی: 

Observer-based controller design for a nonlinear fractional order 

system 

Hamid Dehghani Firouzabadi, Ali Akbarzadeh Kalat 

 

Abstract: In this paper, an observer-based controller is introduced for a class of nonlinear 

fractional order systems. First of all, considering a stable linear fractional order system known as the 

reference model, the controller is designed so that the closed loop system tracks the states of the 

reference system. In most systems, some states are unmeasurable or unreachable, so the controller 

must be designed based on the observer. The observer has been suggested in this research, using the 

well-known differential mean value theorem approach, converts the nonlinear error dynamics of the 

observer into linear and parameters-varying, so that the stability analysis is done simply using the 

Lyapunov quadratic function and linear matrix inequality. The stability analysis of the observer-based 

controller is also performed using the Lyapunov theorem in the following section. Finally, the 

efficiency and effectiveness of the proposed controller are shown through the simulation results of 

two nonlinear fractional order systems. 

 

Keywords: Fractional-order system, Linear matrix inequality, Differential mean value theorem, 

Observer, Lyapunov theory. 
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 مقدمه -1

های کنترل مرتبه کسری و توصيف  مطالعه و تحقيق در مورد سيستم

ها به يک موضوع  ای با استفاده از اين سيستمهای بين رشتهتعدادی از سيستم

[. مدلسازی اين 2و    1محققان و پژوهشگران تبديل شده است ] جذاب بين  

ها توسط ديناميک مرتبه کسری با دقت بالاتری نسبت به ديناميک  سيستم

های  توان به سيستمها ميگيرد. از جمله اين سيستممرتبه صحيح انجام مي

[ 5]  1های چند عامله [،سيستم4[، بازارهای مالي و بيولوژيكي ]3آشوبناک ] 

 و ... اشاره نمود. 
کنترل  تمامي  طراحي  در  اوليه  مسائل  از  آن  پايداری  تحليل  و  کننده 

ميسسيستم کسری  و  صحيح  مرتبه  کنترل  تاکنون  های  طوريكه  به  باشد. 

 [ است  گرديده  تدوين  زمينه  اين  در  زيادی  آنجا[.  9-6مقالات  که    يياز 

دارند،    2ي فيضعتكين    یها هستند و هسته  يرمحليغ  یمشتقات مرتبه کسر

کسر  هایسيستم  یداريپا  ليتحل  مرتبه    هایسيستماز    ترده يچيپ  یمرتبه 

های مرتبه کسری روز به  با اين حال توجه به پايداری سيستم  است.  حي صح

افزون ميروز  روشتر  تاکنون  پايداری  گردد.  اثبات  برای  زيادی  های 

کسری  سيستم مرتبه  از  های  است.  شده  پيشنهاد  محققان  توسط  غيرخطي 

باشد. در اين مرجع  [ مي10جمله مراجعي که به اين موضوع پرداخته است، ]

خطي مدل  شدهيک  مود    3سازی  کنترل  اساس  بر  پايدارسازی  روش  و 

همزمان  4لغزشي آشوبناک سيستم  5سازی برای  است.    6های  گرديده  ارائه 

 [ مراجع  نويسندگان  آن  بر  روش  12و    11علاوه  از  استفاده  با  توانستند   ]

های مرتبه کسری غيرخطي را تضمين  ، پايداری سيستم7پايداری ميتگ لفلر 

پايداری يک سيستم مرتبه کسری  13نمايند. همچنين در ]  [ برای تضمين 

، علاوه بر شرط کافي نامساوی ماتريسي خطي ، شرط    8غيرخطي همسان 

لازم ديگری نيز پيشنهاد شده است. يكي از ابزارهای شناخته شده و بنيادی  

سيستم پايداری  تحليل  ميبرای  لياپانوف  روش  غيرخطي  اين  های  باشد. 

- 14روش اگرچه مورد استقبال وسيعي از پژوهشگران قرار گرفته است ] 

باشد.  [ اما نحوه ساخت توابع مستقيم لياپانوف همچنان يک مسأله باز مي16

نيز  خطي  ماتريسي  نامساوی  با  لياپانوف  روش  تلفيق  رويكرد  از  همچنين 

 [.19-17گيری شده است ] ها بهره برای تحليل پايداری سيستم

حالت    فيدبک توان با استفاده از کنترل    يرا م  خوب  عملكرد حلقه بسته 

آورد. در    به دست  نيازمند  فيدبک حالت  کننده  کنترل  مسأله طراحي  اما 

باشد. با اين وجود در بسياری از  های سيستم ميدسترس بودن تمامي حالت

های سيستم  های دنيای واقعي بدلايل فني يا اقتصادی برخي از حالتسيستم

داند ورودی و خروجي سيستم  گيری نيستند و آنچه طراح ميقابل اندازه 

نيز ميمي اين  باشند. همچنين خروجي سيستم  باشد. در  نويز  تواند حاوی 

حالت به تدريج به  حالت و روش کنترلي مبتني بر رؤيتگر  حالت رؤيتگر  

های مرتبه کسری حلقه بسته بسط عنوان يک ابزار خوب برای کنترل سيستم

 
1 Multi agent systems 

2 weakly singular kernels 
3 Linearized model 
4 Sliding Mode Control 
5 Syncronization 
6 Chaos Systems 

[ دو رويكرد کنترل مقاوم مبتني بر رؤيتگر  20داده شدند. به عنوان مثال در ] 

سيستم برای  استاتيک  خروجي  فيدبک  کنترل  مرتبه  و  خطي  نامعين  های 

کسری   همسان  مرتبه  با  0کسری  < 𝛼 < 1و    1 < 𝛼 < داده   2 بسط 

های مرتبه  شده است. همچنين کنترل مقاوم مبتني بر رؤيتگر برای سيستم

[ ارائه گرديده است. از ميان  22و    21کسری در چندين پژوهش از جمله ] 

که يک  [ اشاره نمود به طوری23توان به ] پژوهشهای جديد انجام گرفته مي

 9های مرتبه کسری از نوع خنثيکننده مبتني بر رؤيتگر برای سيستمکنترل 

فيدبک حالت طراحي   قانون کنترل  با  لياپانوف همراه  از روش  استفاده  با 

نامساوی منظر  از  پايدارسازی  معيار  از  استفاده  با  های  شده است. همچنين 

کنترل  وجود  غيرخطي  گرديده  ماتريسي  استنتاج  رؤيتگر  بر  مبتني  کننده 

ها  های ماتريسي غيرخطي گفته شده و تبديل آناست. برای حل نامساوی

 های ماتريسي خطي نيز از الگوريتم تكرار استفاده شده است.  به نامساوی

کنترل  طراحي  جزء  موضوع  همچنان  رؤيتگر  بر  مبتني  کننده 

در   باز  عملي  موضوعات  لحاظ  از  هم  و  تئوری  لحاظ  از  هم  کنترل  علم 

کنترل مي طراحي  مقاله  اين  در  برای  باشد.  حالت  رؤيتگر  بر  مبتني  کننده 

سيستم از  مستوی کلاسي  نوع  از  غيرخطي  کسری  مرتبه  انجام    10های 

های مستوی موجب استفاده گسترده اين  سيستم گيرد. کنترل نسبتا ساده مي

اين  کننده و کنترل   ها در صنعت شده سيستم برای  تاکنون  های گوناگوني 

های سيستم  بيني حالت[. برای پيش  25و    24ها ارائه گرديده است ] سيستم

مشتقي ميانگين  مقدار  قضيه  رويكرد  از  رؤيتگر  طراحي  و    11غيرخطي 

توان ديناميک  شود. با استفاده از روش مقدار ميانگين مشتقي مياستفاده مي

تبديل نمود.    12غيرخطي خطای رؤيتگر را به ديناميک خطي پارامتر متغير

در حالت خطي تحليل پايداری سيستم به کمک روش لياپانوف بسيار ساده  

شده و در نهايت تحليل پايداری، منجر به يک شرط کافي برای پايداری  

گردد. با حل اين نامساوی  سيستم در قالب يک نامساوی ماتريسي خطي مي

بهره  مي  ماتريسي،  بدست  کنترل رؤيتگر  طراحي  در  يک  آيد.  از  کننده 

گردد و سيستم خطي پايدار مرتبه کسری به عنوان سيستم مرجع استفاده مي 

به گونهطراحي کنترل  انجام ميکننده  تا حالتای  های سيستم حلقه  گيرد 

های سيستم مرجع را تعقيب نمايند. در اين روش برای طراحي بسته، حالت

حالتکنترل  تخمين  از  همچنين  کننده  و  گرديده  استفاده  سيستم  های 

وجود ندارد.    (𝒇(𝑿)هيچگونه محدوديتي بر روی بخش غيرخطي سيستم )

جبران ورودی  يک  از  پژوهش  اين  تخمين  در  خطای  جبران  برای  ساز 

  تينها در  شود.ميتنظيم  خط  گردد و پارامتر آن به صورت براستفاده مي

همگرا  ستميس  یداريپا  ،نيز و  بسته  به  کنترلي    ستميس  هایحالت  ييحلقه 

 شود.ياثبات م اپانوفيل  قضيهمطلوب با استفاده از مقدار 

توان به موارد  از جمله مزايای روش کنترلي به کار رفته در اين مقاله مي

 زير اشاره نمود: 

7 Mittag-Leffler stability 
8 Commensurate 
9 Fractional-order neutral-type 
10 Affine 
11 Differential Mean Value Theorem (DMVT) 
12 Linear Parameter-Varying (LPV) 
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های مدل مرجع به صورت مجانبي توسط  تضمين رديابي حالت •

 غيرخطي حلقه بسته. های سيستم حالت

حالت • به  طريق  دستيابي  از  غيرخطي  کسری  مرتبه  سيستم  های 

طراحي يک رؤيتگر برای سيستم مورد نظر با استفاده از رويكرد  

بهره  و  مشتقي  ميانگين  مقدار  و  تئوری  لياپانوف  قضيه  از  گيری 

آوردن   دست  به  و  آن  پايداری  اثبات  جهت  ماتريسي  نامساوی 

 بهره رؤيتگر.

های به دست آمده  کننده با استفاده از تخمين حالتطراحي کنترل  •

 های يک سيستم مرجع از رؤيتگر و قابليت تعقيب حالت

کنترل  • بودن  با  مقاوم  تخمين  خطای  به  نسبت  پيشنهادی  کننده 

 ساز به آن اضافه کردن ترم جبران

تعاريف  ،  2شده است. در بخش    سازماندهي  ريقاله بصورت زادامه م

رؤيتگر  ارائه شده است.    کنندهطراحي کنترل   پايه، مفروضات و بيان مسأله 

به    4بخش    بيان شده است.  3در بخش  پيشنهاد شده و اثبات پايداری آن  

کننده مبتني بر رؤيتگر و تحليل پايداری آن اختصاص يافته  طراحي کنترل 

ا  کننده رو کارآيي کنترل   يکه اثربخش  یعدد  یساز  ه ي شب  های است. مثال 

  گيرینتيجهبا      6بخش    ت،ي. در نهاندا شده   آورده   5دهد در بخش    ينشان م

 رسد. يم انيبه پا

 

 تعاریف پایه، مفروضات و بیان مسأله -2

در اين بخش ابتدا به بيان مقدمات و تعاريف پايه حسابان مرتبه کسری 

 شود.پرداخته مي

𝑞: مشتق مرتبه کسری کپوتو با مرتبه  1تعريف   ∈ ℝ+    از تابعΛ(𝑡) 

 [:26گردد ] به صورت زير محاسبه مي

𝐷𝑎
𝑐
𝑡
𝑞
Λ(𝑡) =

1

𝛤(𝑛−𝑞)
∫

Λ(𝑛)(𝜏)

(𝑡−𝜏)𝑞−𝑛+1
𝑡

𝑎
𝑑𝜏          𝑛 − 1 < 𝑞 < 𝑛  

(1) 

تابع   که  طوری  .)𝛤به  صورت    ( 𝛤(𝜏)به  = ∫ 𝑒−𝑡
∞

0
𝑡𝜏−1𝑑𝑡 

 گردد. تعريف مي

0در حالت خاص اگر   < 𝑞 <  باشد:  1

𝐷𝑎
𝑐
𝑡
𝑞
Λ(𝑡) =

1

Γ(1 − 𝑞)
∫ (𝑡
𝑡

𝑎

− 𝜏)−𝑞Λ(1)(𝜏) 𝑑𝜏 

(2) 

های مرتبه کسری(  )پايداری لياپانوف در سيستم  [:28و  27]   1قضیه  

 سيستم ديناميكي مرتبه کسری زير مفروض است:

𝐷𝑞𝝃 = 𝚿(𝝃)   (3) 

𝝃در اين سيستم   = [𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛]
𝑇 ∈ 𝑅𝑛   ،بردار حالت𝚿(𝝃) ∶

𝑅𝑛 → 𝑅𝑛  مي برداری  صورت  به  هموار  خطي  غير  همچنين  تابع  باشد. 

با   کسری  سيستم  𝑞مرتبه  ∈ (0, مي  [1 تابع  بيان  که  صورتي  در  گردد. 

 
1 Convex hull 

𝑉(𝝃) > زماني    0 بازه  کل  برای  طوريكه  به  يافت  𝑡بتوان  ≥ 0    ،

𝐷𝑞𝑉(𝝃) < مي  0 کسری  باشد،  مرتبه  غيرخطي  سيستم  گفت    (3)توان 

 پايدار مجانبي است. 

𝝃(𝑡)فرض کنيد  [: 29]  2قضیه  ∈ ℝ𝑛 ،پذير بوده و  بردار تابع مشتق

𝑞 ∈ (0,1], 𝑡 ≥ 𝑡0 :باشد. در اينصورت نامساوی زير برقرار است 
1

2
𝐷𝑞(𝝃𝑇(𝑡)𝑷𝝃(𝑡)) ≤ 𝝃𝑇(𝑡)𝑷 (𝐷𝑞𝝃(𝑡)) (4) 

𝑷که در آن  ∈ ℝ𝑛×𝑛 باشد. ماتريس ثابت معين مثبت متقارن مي 

 نمادگذاری: 
از   مقاله  اين  سرتاسر  استفاده  در  زير  فني  و اصطلاحات  نمادگذاری 

 گردد: مي

,𝝃}  1مجموعه محدب  .1 𝜽} ∈ 𝑅𝑛  که با عبارت ،𝐶𝑜𝑛𝑣(𝝃, 𝜽)  

مي داده  صورت  نشان  به  ,𝐶𝑜𝑛𝑣(𝝃شود  𝜽) = {𝜆𝝃 +

(1 − 𝜆)𝜽, 0 ≤ 𝜆 ≤  گردد.تعريف مي {1

𝜻𝑛(𝑖)بردار   .2 = (0, … ,0, 1⏟
𝑖

, 0,… ,0)𝑇 ∈ 𝑅𝑛, 𝑛 ≥

1, 𝑖 = 1,… , 𝑛  شود.کانونيكي شناخته ميبه عنوان بردار پايه 

 

کنيد  DMVT)روش    [.33-30]   1لم   فرض   )𝒙, 𝒚 ∈  ℝ𝒏    و

𝒇(𝒛) ∶  ℝ𝒏 → ℝ𝒎    بطوريكه𝒇(𝒛)    روی ,𝐶𝑜𝑛𝑣(𝒙بر  𝒚)  

برای  مشتق صورت  اين  در  باشد.  𝑖پذير  = 1,… ,𝑚،    ثابت بردارهای 

𝒘𝟏, … ,𝒘𝒎 ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝒙, 𝒚), 𝒘𝒊 ≠ 𝒙,𝒘𝒊 ≠ 𝒚    دارند وجود 

 باشد:  بطوريكه رابطه زير برقرار مي
𝒇(𝒙) − 𝒇(𝒚)

= (∑ 𝜻𝑚(𝑖)𝜻𝑛
𝑇(𝑗)

𝜕𝒇𝑖
𝜕𝑧𝑖

𝑚,𝑛

𝑖,𝑗=1

(𝒘𝑖)) (𝒙 −  𝒚) 
(5) 

𝜻𝑚(𝒊)   بردار پايه کانونيكي درℝ𝒎 باشد. مي 

 

سيستم از  مستوی  کلاس  يک  زير  فرمول  مرتبه  در  ديناميكي  های 

 شكل فضای حالت بيان شده است: کسری غيرخطي به 

{
𝐷𝑞𝝃 = 𝚲(𝝃) + 𝚺𝒖
𝒚 = 𝑪𝝃               

 (6) 

𝝃که در آن،   = [𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛]
𝑇 ∈ ℝ𝒏    ،بردار حالت𝒖 ∈ ℝ𝑚  

و   ورودی  𝒚بردار  ∈ ℝ𝑝   اندازه قابل  خروجي  متغيرهای  گيری  بردار 

مناسب،    𝑪سيستم،   ابعاد  با  𝚲(𝝃)ماتريس  ∈ ℝ𝑛    ،غيرخطي تابع  بردار 

مشتق و  و  معلوم  بوده  𝚺پذير  ∈ 𝑅𝑛×𝑚  مي معلوم  ثابت  باشد.  ماتريس 

شود به طوری  از نوع همسان فرض مي  (6)سيستم مرتبه کسری غيرخطي  

,𝑞1]که مرتبه سيستم عبارتست از:   𝑞2, … , 𝑞𝑛] = 𝑞 ∈ (0, 1)  . 
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ای است که حالت  به گونه  𝒖مسأله کنترلي شامل يافتن سيگنال کنترلي  

𝝃  ديگر عبارت  به  يا  زير  مرجع  مدل  مطلوب  تراژکتوری   ،𝝃𝑑 =

[𝜉𝑑1, 𝜉𝑑2, … , 𝜉𝑑𝑛]
𝑇  .را تعقيب کند 

𝐷𝑞𝝃𝑑 = 𝚨𝑑𝝃𝑑 + 𝚩𝑑𝒓 (7) 

های معلوم ثابت هستند.  ماتريس  𝑩𝑑و    𝑨𝑑های  ماتريس  (7)  در معادله

𝒓  های سيستم اصلي  باشد. خطای رديابي حالتهم ورودی مدل مرجع مي

 گردد.نسبت به سيستم مرجع به صورت زير تعريف مي

𝜩 = 𝝃 − 𝝃𝑑 (8) 

حالت تمامي  که  صورتي  )در  غيرخطي  سيستم  همچنين    و  (𝝃های 

نيز در دسترس باشد، سيگنال کنترل    𝐷𝑞𝝃𝑑معلوم بوده و    𝚲(𝝃)ماتريس  

به    (6)مربوط به سيستم     𝜩تواند همگرايي مجانبي خطای تعقيب  زير مي 

 صفر را تضمين نمايد: 

𝒖 = 𝚺†(−𝚲(𝝃) + 𝚩𝑑𝑟 + 𝚨𝑑𝝃) (9) 

 گردد:به صورت زير تعريف مي †𝚺ماتريس شبه معكوس  

 

𝑫: با فرض اينكه  2تعريف   ∈ ℝ𝑛×𝑚    يک ماتريس با رنک کامل

معكوس   شبه  ماتريس  †𝑫باشد،  ∈ ℝ𝑚×𝑛   تعريف زير  صورت  به 

 گردد: مي

𝑫† = {

𝑫𝑇(𝑫𝑫𝑇)−1,                     𝑛 < 𝑚

𝑫−1,                                    𝑛 = 𝑚
(𝑫𝑇𝑫)−1𝑫𝑇 ,                     𝑛 > 𝑚

 (10) 

 

 طراحی رؤیتگر و تحلیل پایداری آن  -3
حالت   بردار  موارد  اغلب  در  که  آنجايي  نمي  𝝃از  دسترس  باشد  در 

باشد. بنابراين ابتدا در اين بخش  نيز قابل دستيابي نمي  (9)سيگنال کنترلي  

پيشنهاد    (6)برای سيستم غيرخطي  𝝃  يک رؤيتگر برای تخمين بردار حالت

تئوری  مي روش  از  پيشنهادی  رؤيتگر  پايداری  تحليل  برای  سپس  گردد. 

مي استفاده  لياپانوف  قضيه  و  مشتقي  ميانگين  روش مقدار  ويژگي  گردد. 

  رؤيتگر به   یخطاغيرخطي    کيناميدتئوری مقدار ميانگين مشتقي، تبديل  

 يياثبات همگرابا اين کار  .  باشدمي  خطي با پارامترهای متغير  ستميس  کي

خطي    اپانوفيتابع ل  ی به صفر با استفاده ازشنهاديپ  خطای رؤيتگر  يمجانب

ميامكان ميپذير  ساده  کاری  که  تجزباشدباشد  تحل   هي.    یداريپا  ل يو 

سأله نامساوی ماتريسي م کيمنجر به  رؤيتگر، ی خطي شده خطا کيناميد

منجر به   نامساوی ماتريسي خطي سألهم یحل برا کي افتنيشود. يم خطي

گردد. قبل از پرداختن به مسأله  دستيابي به ماتريس يا بردار بهره رؤيتگر مي

 گردند.  طراحي رؤيتگر، فرضيات زير معرفي مي

به  1فرض   مربوط  ژاکوبين  ماتريس   :𝚲(𝝃)   برآورده را  زير  شرايط 

 نمايند: مي

𝜆𝑖𝑗 ≤
𝜕𝚲𝑖(𝝃(𝑡))

𝜕𝜉𝑗(𝑡)
= 𝜆𝑖𝑗 ≤ 𝜆𝑖𝑗 ,             

∀𝝃 ∈ 𝑅𝑛     𝑎𝑛𝑑   𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛,  

(11) 

باشد. همچنين  مي 𝚲(𝝃)امين سطر بردار تابع   𝚲𝑖(𝝃) ،iدر معادله بالا  

𝜆𝑖𝑗  ،𝜆𝑖𝑗 گردند: به صورت زير تعريف مي 

𝜆𝑖𝑗 = min
𝝃∈ℝ𝑛

(
𝜕𝚲𝑖(𝝃)

𝜕𝜉𝑗
),      

 𝜆𝑖𝑗 = max
𝝃∈ℝ𝑛

(
𝜕𝚲𝑖(𝝃)

𝜕𝜉𝑗
) 

(12) 

به صورت    (6)رؤيتگر پيشنهادی برای سيستم غيرخطي مرتبه کسری  

 باشد. زير مي 

{
𝐷𝑞�̂� = 𝚲(�̂�) + 𝚺𝒖 + 𝑳(𝒚 − �̂�)

�̂� = 𝑪�̂�                                          
 (13) 

  بخش   نيشود. هدف از اي نشان داده م  �̂�  با  𝝃حالت    نيکه در آن، تخم

طور  𝑳بهره    سيماتر  ايبردار    نييتع به  خطا  یاست   ي عنيمشاهده    یکه 

  �̃� = 𝝃 − �̂� به صفر همگرا شود.  يبه صورت مجانب 

مي را  رؤيتگر  خطای  خطای  ديناميک  تعريف  به  توجه  با  و   �̃�توان 

 به صورت زير نوشت:  (13)و  (6)معادلات 

𝐷𝑞�̃� = [𝚲(𝝃) − 𝚲(�̂�)] − 𝑳𝑪�̃� (14) 

از    يبرخ  نجا،يا  در قبل  مقدمات  بررسياز  رؤيتگر   آغاز  پايداری 

به صورت   𝐷𝑛,𝑛، مجموعه  1. ابتدا، بر اساس فرض شودميارائه  پيشنهادی

 [: 31و   30] شودمي يمعرف  ريز

𝐷𝑛,𝑛 = {𝜆 =

(𝜆11, … , 𝜆1𝑛, … , 𝜆𝑛𝑛):     𝜆𝑖𝑗 ≤ 𝜆𝑖𝑗 ≤ 𝜆𝑖𝑗 ,

𝑖 = 1,… , 𝑛;   𝑗 = 1,… , 𝑛}  

(15) 

𝑛)2، مجموعه محدب با    𝐷𝑛,𝑛مجموعه
باشد. اين رئوس  رأس مي  (2

 گردد: صورت زير معرفي ميبه 

𝒱𝐷𝑛,𝑛 = {𝛼 = {𝛼11, … , 𝛼1𝑛, … , 𝛼𝑛𝑛}: 𝛼𝑖𝑗

∈ {𝜆𝑖𝑗 , 𝜆𝑖𝑗} } 
(16) 

ماتريس    (16) و    (12) ،  (11)و همچنين    (6)در معادله    𝚲(𝝃)با توجه به  

𝑨(𝛼) [.31و   30گردد ]به صورت زير تعريف مي 

𝑨(𝛼) = [

𝛼11 ⋯ 𝛼1𝑛
⋮ ⋱ ⋮
𝛼𝑛1 ⋯ 𝛼𝑛𝑛

], 

                   𝛼𝑖𝑗 ∈ {𝜆𝑖𝑗 , 𝜆𝑖𝑗};  𝑖 = 1,… , 𝑛,

𝑗 = 1,… , 𝑛 

(17) 

با استفاده از    (14)عنصر غيرخطي در معادله ديناميكي خطای رؤيتگر  

 به صورت زير قابل نوشتن است.   (5)تئوری مقدار ميانگين مشتقيروش 
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𝚲(𝝃) − 𝚲(�̂�)

= (∑∑𝜻𝑛(𝑖)𝜻𝑛
𝑇(𝑗)

𝜕𝚲𝑖
𝜕𝜉𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

(𝝃(𝑡))) (𝝃(𝑡)

− �̂�(𝑡)) 

(18) 

معرفي گرديده    2، قبلا در نمادگذاری شماره  𝜻𝑛(𝑖)در معادله بالا،  

𝝊𝑖(𝑡)است. همچنين   ∈ 𝐶𝑜𝑛𝑣(𝝃, �̂�) باشد. مي 

را    (14)ديناميک خطای رؤيتگر يا به عبارت ديگر    (18)با استفاده از  

 .توان به صورت زير نوشتمي

𝐷𝑞�̃�

= (∑∑
𝜕𝚲𝑖
𝜕𝜉𝑗

(𝝃(𝑡)) 𝜻𝑛(𝑖)𝜻𝑛
𝑇(𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

) �̃�

− 𝑳𝑪�̃� 

(19) 

 با استفاده از نمادهای زير

𝜆𝑖𝑗(𝑡) =
𝜕𝚲𝑖
𝜕𝜉𝑗

(𝝃(𝑡))   ⇒  

   𝜆(𝑡) = (𝜆11(𝑡),… , 𝜆1𝑛(𝑡),… , 𝜆𝑛𝑛(𝑡)) 

(20) 

 شود.به صورت زير نوشته مي  (19)ديناميک خطای 

𝐷𝑞�̃� = (𝑨(𝜆(𝑡)) − 𝑳𝑪)�̃� (21) 

 داريم.  (21)به طوريكه در معادله 

 

𝑨(𝜆(𝑡)) = (
𝜆11(𝑡) ⋯ 𝜆1𝑛(𝑡)
⋮ ⋱ ⋮

𝜆𝑛1(𝑡) ⋯ 𝜆𝑛𝑛(𝑡)
)  (22) 

)  (21) ديناميک خطای   پارامتر  با  تغييرپذير  (  LPVيک سيستم خطي 

از  مي استفاده  با  ميانگين مشتقيباشد. در حقيقت  مقدار  ديناميک    تئوری 

 خطای غيرخطي رؤيتگر به يک سيستم خطي تغييرپذير با پارامتر تبديل شد.

گيريم. را در نظر مي  (13)و رؤيتگر    (6)سيستم ديناميكي    :3قضیه  

𝑷برای هر ماتريس  = 𝑷𝑇 > 0  ،𝑹   و همچنين𝑨(𝛼)    ( 17)که در معادله  

𝛼به ازاء   �̃�تعريف شده است، خطای رؤيتگر  ∈ 𝒱𝐷𝑛,𝑛    به صورت مجانبي

 زير برآورده گردد. LMIگردد اگر به صفر همگرا مي

 

𝑨𝑇(𝛼)𝑷 − 𝑪𝑇𝑹 + 𝑷𝑨(𝛼) − 𝑹𝑇𝑪

< 0,    ∀𝛼 ∈ 𝒱𝐷𝑛,𝑛 
(23) 

𝑳با توجه به   𝑳ماتريس  = 𝑷−1𝑹𝑇 آيد. بدست مي 

  اثبات.
 گردد.تابع لياپانوف به صورت زير انتخاب مي

𝑉(𝑡) = �̃�𝑻(𝑡)𝑷�̃�(𝑡) (24) 

باشد. با مشتق مرتبه  يک ماتريس معين مثبت متقارن مي  𝑷که در آن  

  (4)نسبت به زمان و با توجه به    (24) کسری گرفتن از تابع لياپانوف انتخابي  

 داريم: 

𝐷𝑞𝑉(𝑡) ≤ 2�̃�𝑇(𝑡)𝑷(𝐷𝑞�̃�(𝑡)) (25) 

 شود:به صورت زير نوشته مي (25)سمت راست نامساوی 

2�̃�𝑇(𝑡)𝑷(𝐷𝑞�̃�(𝑡)) = �̃�𝑇(𝑡)𝑷(𝐷𝑞�̃�(𝑡))

+ (𝐷𝑞�̃�(𝑡))
𝑇
𝑷�̃�(𝑡) 

(26) 

 داريم: (26)در سمت راست معادله  (21)با جايگزين کردن 

2�̃�𝑇(𝑡)𝑷(𝐷𝑞�̃�(𝑡)) = �̃�𝑇 [(𝑨(𝜆(𝑡)) − 𝑳𝑪)
𝑇
𝑷

+ 𝑷(𝑨(𝜆(𝑡)) − 𝑳𝑪)] �̃� 
 

 توان نوشت: ، مي(25)بنابراين با توجه به نامساوی 
𝐷𝑞𝑉(𝑡)

≤ �̃�𝑇 [(𝑨(𝜆(𝑡)) − 𝑳𝑪)
𝑇
𝑷+ 𝑷(𝑨(𝜆(𝑡)) − 𝑳𝑪)]⏟                          
𝑺(𝛾(𝑡))

�̃� (27) 

پارامتر  (20) و رابطه    1بر اساس فرض     ،𝜆𝑖𝑗    برای هرi    وj     محدود

  (27)گيرد. در رابطه  در يک دامنه محدود قرار مي  𝜆(𝑡)باشد. بنابراين  مي

.)𝑺تابع ماتريسي  مستوی است. بنابراين با استفاده از اصل    𝜆(𝑡)نسبت به   (

 [ بودن  ماتريس  34محدب  بوسيله  اگر   ]𝑨(𝛼)  ماتريسي تابع   ،𝑺(. در    (

توان نتيجه گرفت برای تمام  برآورده گردد مي  ((16))همانند  𝒱𝐷𝑛,𝑛رئوس 

.)𝑺، تابع ماتريسي    𝜆(𝑡)مقادير   (  (15))همانند    𝐷𝑛,𝑛در دامنه محدود    (

 توان نتيجه گرفت: مي (27)گيرد. بنابراين با توجه به قرار مي

𝐷𝑞𝑉(𝑡)

≤ �̃�𝑇 [(𝑨(𝛼) − 𝑳𝑪)𝑇𝑷 + 𝑷(𝑨(𝛼) − 𝑳𝑪)]⏟                      
𝑺(𝛼)

�̃� (28)  

برآورده    (23)توان مشاهده کرد که اگر  مي  (28) بنابراين با توجه به  

 توان گفت: گردد، مي 

𝐷𝑞𝑉(𝑡) < 0  

( به  �̃�مجانبي رؤيتگر و همگرايي خطای آن )و اين به معني پايداری  

 گردد. باشد و اثبات تكميل ميصفر مي

پ1توضيح   روش  م  یشنهادي:  اتيرا  با  در    زيناچ  ر ييتغ   کي  جاديوان 

برا اثبات،  مرتبه    يكيناميد  یهاستميس  يعموم   مستویکلاس    یروش 

 اعمال کرد. يرخط يغ حي صح

 

کنترل  -4 بر  طراحی  مبتنی  رؤیتگر کننده 

 پیشنهادی 
گيريم. با فرض در نظر  را در نظر مي  (6)سيستم مرتبه کسری مستوی  

ديگر   عبارت  به  سيستم،  حالت  تخمين  کنترلي  �̂�گرفتن  قانون  به    (9)، 

 شود. صورت زير بازنويسي مي

𝒖 = 𝚺†(−𝚲(�̂�) + 𝚩𝑑𝑟 + 𝑨𝑑�̂� + 𝒖𝑠) (29) 
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𝒖𝑠 ∈ ℝ
𝑛  باشد که  سيگنال کمكي جهت جبران خطای تخمين مي

 بايد به شكل مناسبي انتخاب گردد.

سيستم با حالت تخمين زده شده نسبت به سيستم مرجع  معادله خطای  

 گردد:به صورت زير بيان مي

�̂� = �̂� − 𝝃𝑑 (30) 

توان  در آن مي (29)و جايگذاری معادله  𝚵با نوشتن ديناميک خطای  

 نوشت: 
𝐷𝑞𝚵 = 𝑨𝑑𝚵 + 𝚲(𝝃) + 𝚺𝒖 − 𝚨𝑑𝝃 −

𝚩𝑑𝑟 = 𝚨𝑑𝚵 + 𝚲(𝝃) + 𝚺𝚺
†(−𝚲(�̂�) +

𝚩𝑑𝑟 + 𝚨𝑑�̂� + 𝒖𝑠) − 𝚨𝑑𝝃 − 𝚩𝑑𝑟  

(31) 

 داريم: (31)با بازنويسي معادله 

𝐷𝑞𝚵 = 𝑨𝑑𝚵 + 𝚲(𝝃) + 𝑰(−𝚲(�̂�) +

𝚩𝑑𝑟 + 𝚨𝑑�̂� + 𝒖𝑠) − 𝚨𝑑𝝃 − 𝚩𝑑𝑟 ⇒  

𝐷𝑞𝚵 = 𝑨𝑑𝚵 + [𝚲(𝝃) − 𝚲(�̂�)] +

𝑨𝑑(�̂� − 𝝃) + 𝒖𝑠  

(32) 

خطای   ديناميک  اينجا  حالتحالتدر  به  نسبت  رؤيتگر  های  های 

 شود.سيستم اصلي به صورت زير در نظر گرفته مي

Ξ̃ = 𝝃 − �̂� (33) 

به صورت زير    (32)، ديناميک خطای  (33)با در نظر گرفتن معادله   

 شود: بازنويسي مي

𝐷𝑞𝚵 = 𝑨𝑑𝚵 + [𝚲(𝝃) − 𝚲(�̂�)] + 𝒖𝑠

− 𝑨𝑑Ξ̃ 
(34) 

 داريم  (30)و  ( 8)با توجه به معادلات خطای قيد شده در 

𝚵 − �̂� = 𝝃 − �̂� = Ξ̃ (35) 

 توان به صورت زير نوشت: را مي (34)، معادله (35)با در نظر گرفتن 

𝐷𝑞�̂� + 𝐷𝑞Ξ̃ = 𝑨𝑑Ξ̃ + [𝚲(𝝃) − 𝚲(�̂�)]

+ 𝒖𝑠    
(36) 

𝝎𝟏با فرض   = [𝚲(𝝃) − 𝚲(�̂�)]    به صورت زير قابل    (36)معادله

 نمايش است:  

𝐷𝑞�̂� = 𝑨𝑑�̂� + 𝝎𝟏 + 𝐷
𝑞Ξ̃ + 𝒖𝑠

= 𝑨𝑑�̂� + 𝝎 + 𝒖𝑠 
(37) 

𝝎که در آن  = 𝐷𝑞Ξ̃ + 𝝎1  .است 

کنترل    (6)سيستم    :4قضیه   قانون  است.  سيگنال    (29)مفروض  و 

 نموده و  تضمينرا   (6)پايداری سيستم جبراني کمكي زير 

𝒖𝑠 = −𝑙 tanh (𝑷�̂�(𝑡))    (38) 

صفر ميل مي نمايد اگر قانون تطبيق پارامتر    نزديكيخطای تعقيب به  

 زير برقرار باشد: 

𝐷𝑞𝑙 = 𝛾𝑙‖�̂�
𝑻(𝑡)𝑷‖ (39) 

ماتريس   آن  در  𝑷که  > معادله  𝟎 از    لياپانوف،  برخي  برای  را  زير 

 نمايد.برآورده مي 𝑸های معين مثبت  ماتريس

(𝚨𝑑)
𝑇𝑷 + 𝑷𝑇(𝚨𝑑) = −𝑸 (40) 

 اثبات.

 گردد:تابع کانديد لياپانوف به صورت زير انتخاب مي

𝑉(𝑡) =
1

2
�̂�𝑻(𝑡)𝑷�̂�(𝑡) +

1

2𝛾𝑙
𝑙𝟐 (41) 

𝑙،  (41)در معادله  ≜ 𝑙𝑚 − 𝑙 پارامتر  ای که به گونه𝑙   تخميني از

 يک ثابت مثبت باشد.  𝛾𝑙بوده و   𝑙𝑚يک ثابت مثبت نامعلوم  

 به صورت زير نوشته مي شود:  (41)مشتق کسری معادله 

𝐷𝑞𝑉(𝑡) ≤
1

2
�̂�𝑻(𝑡)𝑷 (𝐷𝑞�̂�(𝑡)) +

1

2
(𝐷𝑞�̂�(𝑡))

𝑇
𝑷�̂�(𝑡) −

1

𝛾𝑙
𝑙(𝐷𝑞𝑙) =

1

2
�̂�𝑻(𝑡)𝑷[𝚨𝑑�̂�(𝑡) + 𝝎 + 𝒖𝑠] +

1

2
[𝚨𝑑�̂�(𝑡) + 𝝎+ 𝒖𝑠]

𝑇
𝑷�̂�(𝑡) −

1

𝛾𝑙
𝑙(𝐷𝑞𝑙) =

1

2
�̂�𝑇(𝑡)[(𝚨𝑑)

𝑇𝑷 +

𝑷𝑇(𝑨𝑑)]�̂�(𝑡) + �̂�
𝑻(𝑡)𝑷(𝝎 + 𝒖𝑠) −

1

𝛾𝑙
𝑙(𝐷𝑞𝑙)  

(42) 

 شود: به صورت زير نوشته مي (42)معادله 

𝐷𝑞𝑉(𝑡) ≤
1

2
�̂�𝑇(𝑡)[(𝚨𝑑)

𝑇𝑷 +

𝑷𝑇(𝚨𝑑)]�̂�(𝑡) + �̂�
𝑻(𝑡)𝑷(𝝎 + 𝒖𝑠) −

1

𝛾𝑙
𝑙(𝐷𝑞𝑙)  

(43) 

 داريم: (43)و  (40)از 

𝐷𝑞𝑉(𝑡) ≤ −
1

2
�̂�𝑇(𝑡)𝑸�̂�(𝑡)

+ �̂�𝑻(𝑡)𝑷(𝝎 + 𝒖𝑠)

−
1

𝛾𝑙
𝑙(𝐷𝑞𝑙) 

(44) 

‖𝝎‖با فرض   ≤ 𝑙𝑚    اسكالر�̂�𝑻(𝑡)𝑷𝝎  توان به صورت زير را مي

 نوشت: 

�̂�𝑻(𝑡)𝑷𝝎 ≤ ‖�̂�𝑻(𝑡)𝑷‖‖𝝎‖

≤ 𝑙𝑚‖�̂�
𝑻(𝑡)𝑷‖ 

 

(45) 

و همچنين    (38) در    𝒖𝑠با توجه به تعريفو    (45)،  (44) با استفاده از  

|𝑥| :[  35] و نامساوی زير  (39)رابطه   − 𝑥 tanh(𝑥) ≤ 𝜇0      که در آن

𝜇0 ≈  توان نوشت: ، مي 0.2785
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𝐷𝑞𝑉(𝑡) ≤ −
1

2
�̂�𝑇(𝑡)𝑸�̂�(𝑡) +

𝑙‖�̂�𝑻(𝑡)𝑷‖ − 𝑙�̂�𝑻(𝑡)𝑷 tanh (𝑷�̂�(𝑡)) ≤

−
1

2
�̂�𝑇(𝑡)𝑸�̂�(𝑡) + 𝑙𝜇0  

(46) 

اينكه   به  با توجه  ‖𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑸)‖�̂�حال 
2
≤ �̂�𝑇(𝑡)𝑸�̂�(𝑡)    که در ،

به صورت زير نوشته    (46)رابطه    است،  𝑸مقدار ويژه کمينه     𝜆𝒎𝒊𝒏(𝑸)آن  

 شود:مي

𝐷𝑞𝑉(𝑡) ≤ −𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑸)‖�̂�‖
2
+ 𝑙𝜇0 (47) 

زمانيكه   تا  که  است  معني  بدين  ‖�̂�‖اين  > √
𝑙𝜇
0

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑸)
توان  مي  

𝐷𝑞𝑉(𝑡)گفت   < ای به  در داخل ناحيه  �̂�دهد که خطای اين نشان مي  .0

𝑟�̂�شعاع   = {�̂� | ‖�̂�‖≤ √
𝑙𝜇0

𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑸)
به    �̂�ماند، در حقيقت کراندار مي  {

 باشد. مي 1طور يكنواخت کراندار به مقدار نهايي 

به   توجه  با  طرفي  𝚵از  = �̂� − Ξ̃  ( رؤيتگر  پايداری  Ξ̃و  ⟶

𝟎,   𝑡 ⟶ مي∞+ گفت  (  دايره   𝚵خطای  توان  داخل  شعاع  نيزدر   با 

 𝑟𝚵 = 𝑟�̂�  ماند و  کراندار مي𝚵    نيز به طور يكنواخت کراندار به مقدار نهايي

 گردد. مي

نشان داده    1ساختار سيستم کنترل مبتني بر رؤيتگر پيشنهادی در شكل  

 شده است. 

 

 مبتني بر رؤيتگر  کنترل . ساختار سيستم  1شكل

 سازیشبیه -5
ا  مثال مختلف  دو برا  نيدر   یو سودمند  ينشان دادن درست  یبخش 

طراح براگرددميارائه    یشنهاديپ  يروش  طرح    ی.  اعتبار  دادن  نشان 

طر  یعدد  یهایسازهيشب  ،یشنهاديپ و    Matlab  یهاطيمح  قياز 

Simulink  اند. شده انجام 

 مثال اول. 

 کيناميد  [.38-36] باشد  سيستم مالي از مرتبه کسری مي  کيمثال اول  

 باشد. به صورت معادلات فضای حالت زير مي  ستميس

{

𝐷𝑞𝜉1(𝑡) = 𝜉3(𝑡) + (𝜉2(𝑡) − 𝑎)𝜉1(𝑡) + 𝑢1(𝑡)    

𝐷𝑞𝜉2(𝑡) = 1 − b𝜉2(𝑡) − 𝜉1
3(𝑡) + 𝑢2(𝑡)              

𝐷𝑞𝜉3(𝑡) = −𝜉1(𝑡) − 𝑐𝜉3(𝑡)                                   

 (48) 

,𝑎)که در آن  𝑏, 𝑐) = (2.5, 2, 𝑞و    (1.5 =  باشد.  مي 0.8

 گردد. به صورت زير بازنويسي مي (48)معادله 

 
1 Uniformly Ultimately Bounded (UUB) 

{
𝐷𝑞𝝃(𝑡) = 𝚲(𝝃) + 𝚺𝒖
𝒚 = 𝑪𝝃                                

                                                 

𝚲(𝝃) = [

−𝑎𝜉1(𝑡) + 𝜉1(𝑡)𝜉2(𝑡) + 𝜉3(𝑡)

−𝜉1
3(𝑡) − b𝜉2(𝑡) + 1

−𝜉1(𝑡) − 𝑐𝜉3(𝑡)

] , 𝚺 = [
1 0
0 1
0 0

]

𝑪 = [
1 0 0
0 1 0

]                                                                    

  (49) 

 گردد:سازی به صورت زير انتحاب ميسيستم مدل مرجع در اين شبيه
𝐷𝑞𝝃𝒅(𝑡) = 𝚨𝒅𝝃𝒅 + 𝚩𝒅𝑟 

𝚨𝒅 = [
−1.0 0.0 0.0
−2.0 −3.0 0
0.0 0.0 −1.0

],      
  

𝚩𝒅 = [
1 0
0 0
0 1

]  

(50) 

باشد. هر دو  شامل دو ورودی مي  2ورودی سيستم مرجع همانند شكل  

تناوب   واحد و دوره  دامنه  با  مربعي  به صورت  باشد.  ثانيه مي  10ورودی 

با تأخير   اول  به ورودی  با ثانيه  4ورودی دوم نسبت  اعمال مي گردد.  ای 

ماتريس   𝑸انتخاب  = 40 × 𝐼3×3    ريكاتي معادله  حل  (𝑨𝑑)و 
𝑇𝑷 +

𝑷𝑇(𝑨𝑑) = −𝑸,     𝑸 > متقارن     𝟎 مثبت  معين  𝑷ماتريس  =

[
20.0 −10.0 0
−10.0 13.33 0
0 0 20.0

مي  [ دست  با آيد.  به  رؤيتگر  بهره  ماتريس 

 آيد: به صورت زير به دست مي  (23)حل نامساوی ماتريسي خطي 

𝑳 = [
28.5315 −0.4237
−0.7287 25.7227
−0.8721 −0.0036

]  (51) 

به ترتيب برای سيستم مالي، رؤيتگر، مدل مرجع و ورودی  شرايط اوليه  

𝝃(0)به صورت    سازجبران = [2 2 3]𝑇    ،�̂�(0) = [1 1 2]𝑇 

 ،𝝃𝒅(0) = [0 0 0]𝑇   و𝑙(0) =  گردند انتخاب مي  0
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 های مرجع ورودی سيستم مالي. نمودارهای سيگنال 2شكل

 

مطابق  شود.  ديده مي  3عملكرد سيستم رؤيتگر در نمودارهای شكل  

حالتاين شكل است  توانسته  خوبي  به  رؤيتگر  تخمين  ها  را  سيستم  های 

 بزند. 

 
 )الف(

 
 )ب( 

 
 )ج( 

 )الف، ب و ج(های سيستم مالي توسط رؤيتگر . تخمبن حالت3شكل 

 

گردد  )الف، ب و ج( مشاهده مي 4همانطور که در نمودارهای شكل 

 اند. سيستم مرجع همگرا شده های هر سه حالت سيستم گفته شده به حالت

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

های سيستم مالي به سيستم مرجع های همگرايي حالت منحني . 4شكل 

 )الف، ب و ج( 
 

نشان داده شده اند. اين    5های کنترلي نيز در شكل  نمودارهای سيگنال 

های کنترلي پس از همگرا شدن سيستم  دهند که ورودینمودارها نشان مي

 اصلي به سيستم مرجع، مناسب و محدود مي باشند. 
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 يمال ستم يس  يکنترل یهای ورود ی : نمودارها5شكل 

 

حال کارآيي روش ارائه شده در حضور نويز، اغتشاش و عدم قطعيت  

مي ميبررسي  فرض  منظور  اين  برای  ورودیگردد.  اغتشاش  شود  های 

مطابق نمودارهای شكل     (48)  سيستم های اول و دوم  اعمال شده به کانال 

بوده و کانال سوم فاقد ورودی اغتشاش باشد. خروجي سيستم همانگونه   6

حاوی نويز اندازه    𝑦1نشان داده شده است، در کانال    7های  که در شكل

نيز شامل نويز   𝑦2و در کانال   0.02گيری با ميانگين صفر و انحراف معيار 

)ضريب   𝑎باشد. همچنين پارامتر مي   0.03با ميانگين صفر و انحراف معيار 

𝜉1 )تغيير يافته است.  3به  2.5از مقدار  در معادله اول 

 

 

 
 2و  1 یهادر کانال  یاغتشاش ورود ی : نمودارها6شكل 

 

 

 
  زيدر حضور نو  يمال ستميس یهايخروج ی : نمودارها7شكل 

 ی ريگاندازه
 

مقا8شكل    ینمودارها  به    ي اصل  ستم يس  یهاحالت  ييهمگرا  سهي، 

نو   ستميس قطع   ز،يمرجع در حضور و بدون حضور  را    تياغتشاش و عدم 

 . باشديکننده مکنترل  ييکه نشان دهنده کارآ دهندينشان م
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 )ب(

 
 )ج(

های سيستم مالي به سيستم  های همگرايي حالتمنحني . مقايسه 8شكل 

گيری و عدم  حضور و عدم حضور اغتشاش ورودی، نويز اندازه  مرجع در

 قطعيت مدل سيستم )الف، ب و ج(
 

 . 2مثال 

نوع   از  خطي  غير  مفصلي  سيستم  روبات  بازوی  يک  کسری  مرتبه 

معادلات  شود.  [ معرفي شده است در نظر گرفته مي39که در ]   1پذيرانعطاف

بيان   زير  صورت  به  سيستم  اين  غيرخطي  کسری  مرتبه  حالت  فضای 

 گردد. مي

𝐷𝑞 [

𝜉1
𝜉2
𝜉3
𝜉4

] = [

𝜉2
−48.6𝜉1 − 1.25𝜉2 + 48.6𝜉3

𝜉4
19.5𝜉1 − 19.5𝜉3 − 3.33 sin 𝜉3

]

⏟                    
𝚲(𝝃)

+ [

0
21.6
0
0

]

⏟  
𝚺

𝑢 

𝒚 = [
1 0 0 0
0 1 0 0

] 𝝃 

(52) 

آن   در  𝑞که  = مرجع    0.8 سيستم  ورودی  سيگنال  𝑟و  = sin 𝑡 

نشان داده شده    9نمودار اين سيگنال ورودی در شكل    گردد.انتخاب مي

 است.

 گردد:سازی به صورت زير انتخاب ميسيستم مرجع در اين شبيه

 
1 The flexible joint robot manipulator 

𝐷𝑞𝝃𝒅(𝑡) = 𝚨𝒅𝝃𝒅 + 𝚩𝒅𝑟                                                            

𝚨𝒅 = [

7.6747 6.1352 6.5461 −5.9516
27.0190 10.0021 14.4778 −12.8857
−1.4617 −1.3214 −4.2947 1.2299
52.6030 26.8158 29.4299 −29.3821

],     
 

 𝚩𝒅 = [

1
1
1
1

] 

(53) 

انتخاب   𝑸با  =

[

2.8947 −0.4737 0.2632 −0.6842
1.1579 2.2105 −0.8947 −0.4737
1.5263 0.3684 0.6842 −0.5789
2.2632 −1.3158 0.8421 0.2105

معادله   [ حل  و 

(𝚨𝑑)ريكاتي  
𝑇𝑷 + 𝑷𝑇(𝐀𝑑) = −𝑸,     𝑸 > ماتريس معين مثبت    𝟎

 آيد.  به صورت زير بدست مي 𝑷متقارن 

𝑷 = [

2.7518 5.8080  −0.0153 9.7678
6.1896 15.2888 −0.1755 24.6617
0.6783 1.4372 0.1356 2.4774
10.9126 25.8193 0.0569 42.8209

]  

ماتريس يافتن  بهره رؤيتگر ميبرای  نامساویهای  ماتريسي توان  های 

را حل نمود. از حل اين نامساوی، ماتريس بهره به صورت زير   ( 23)خطي 

 آيد.به دست مي

𝑳 = [

0.5 −43.9402
−3.9285 0.2852
0.8840 46.2829
0.0362 18.3162

]  (54) 

اوليه   سيستم  شرايط  رؤيتگر،  روبات،  بازوی  سيستم   برای  ترتيب  به 

و   صورت    𝑙متغير  مرجع  𝝃(0)به  = [1 1 1 1]𝑇 ∗
𝜋

180
    ،

�̂�(0) = [3 3 3 3]𝑇 ∗
𝜋

180
    ،𝝃𝒅(0) = [0 0 0 0]𝑇 

𝑙(0)و   = سازی در محيط سيمولينک  شوند. شبيهدر نظر گرفته مي    0

سازی  گردد. نتايج شبيهانجام مي  FOMCONمتلب و با استفاده از تولباکس  

حالت خوب  همگرايي  انعطافگويای  روبات  بازوی  سيستم  با  های  پذير 

ميحالت مرجع  سيستم  شكل  های  در  د(  تا  )الف  نمودارهای     10باشد. 

 . باشددهنده اين موضوع مينشان

 
 پذيرنمودار سيگنال مرجع ورودی به سيستم بازوی روبات انعطاف . 9شكل
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 )الف( 

 
 )ب( 

 

 )ج( 

 

 ( د)

روبات   یبازو ستمیس یها حالت یی همگرا یهای. منحن10شکل 

 مرجع )الف تا  د(  ستمیبه س  ریپذ انعطاف

محدود بودن ورودی کنترلي شرط بسيار مهم در طراحي يک کنترل  

 . به تصوير کشيده شده است 11باشد. اين مهم در شكل کننده مي

 
 پذير. نمودار سيگنال کنترل سيستم بازوی روبات انعطاف 11شكل

 

پارامترهای   تغيير  به  شده  ارائه  روش  حساسيت  ميزان  بررسي  برای 

و    50-به    48.6-در معادله دوم از    𝜉1شود ضريب  فرض مي  ( 52)سيستم  

 تغيير يابد.    17-به  19.5-در معادله چهارم از  𝜉3ضريب 

پيش صورت  به  اوليه  شرايط  گرفتن  نظر  در  سابق،  فرضبا  های 

ميشييه نشان  عليسازی  پارامترهای  دهد  در  قطعيت گفته شده  عدم  رغم 

مدل نامي سيستم، روش ارائه شده کارآيي خوبي دارد. نمودارهای رسم  

های سيستم اصلي و سيستم  مقايسه همگرايي بين حالت  12شده در شكل  

نشان   مدل  قطعيت  عدم  بدون  و  قطعيت  عدم  با  حالت  دو  در  را  مرجع 

 دهند. مي
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 )ج( 

 

 ( د)

روبات   ی بازو ستميس یهاحالت يي همگرا یهاي . منحن12شكل 

 مرجع )الف تا  د( ستم ي به س ريپذ انعطاف

روش با  مقاله  اين  در  شده  ارائه  روش  مقايسه  به  موجود  حال  های 

[، به بررسي دو  40پردازيم. در اينجا با در نظر گرفتن روش موجود در ] مي

 شود. روش پرداخته مي

[ معادله ديناميكي سيستم غيرخطي مرتبه کسری به صورت  40مطابق ]

 شود: زير در نظر گرفته مي

{
𝐷𝑞𝝃 = 𝑨(𝝃) + 𝐁𝒖 +𝝓(𝝃, 𝒖)
𝒚 = 𝑪𝝃                                       

 (55) 

𝝃که در آن،   ∈ ℝ𝒏    ،بردار حالت𝒖 ∈ ℝ𝑚    و 𝒚بردار ورودی  ∈

ℝ𝑝   گيری سيستم،  بردار متغيرهای خروجي قابل اندازه𝑪    ماتريس با ابعاد

𝝓(𝝃)مناسب،   ∈ ℝ𝑛  مشتق و  معلوم  غيرخطي،  تابع  ميبردار  باشد.  پذير 

 ای که:  باشد به گونهمي γشيتز  و با ثابت ليپ 𝝃شيتز در  ليپ 𝝓(𝝃)تابع  

‖𝝓(𝝃1, 𝒖) − 𝝓(𝝃2, 𝒖)‖ < 𝛾‖𝝃1 − 𝝃2‖ (56) 

  ( 55)گر مرتبه کسری غيرخطي به صورت زير برای سيستم  يک رؤيت

 شود: ارائه مي

{
𝐷𝑞�̂� = 𝑨(�̂�) + 𝐁𝒖 + 𝝓(�̂�, 𝒖) + 𝑳(𝒚 − �̂�)

�̂� = 𝑪�̂�                                                              
 (57) 

سيستم   کنترلي  ورودی  صورت    (55)همچنين  𝒖به  = 𝑲�̂�    نظر در 

مي گونهگرفته  به  ماتريس  شود  که  مي   𝑲ای  حالت  فيدبک  باشد.  بهره 

و ثابت اسكالر مثبت    𝜀1[ در صورت وجود عدد حقيقي مثبت  40مطابق ] 

𝛽    با حل پذير بودن نامساوی ماتريسي زير ضرايب ،𝑳    و𝑲     بدست آمده

بودن رؤيت پايدار  بر  کنترل و علاوه  و  زده  کننده، حالتگر  تخمين  های 

 گردند. های واقعي همگرا ميشده به حالت

[
(𝑨1 + 𝜽) + (𝑨1 + 𝜽)

𝑇 −𝑩𝑲

−𝑲𝑇𝑩𝑇 (𝑨2 + 𝜽) + (𝑨2 + 𝜽)
𝑇]

< 0 

(58) 

𝑨1که در آن   = 𝑨 + 𝑩𝑲    ،𝑨2 = 𝑨 − 𝑳𝑪    و𝜃 = 𝜀1
−1𝛾 +

𝜀1 + 𝛽 باشد. مي 

سازی مثال دوم برای هر دو روش در نمودارهای  در اينجا نتايج شبيه

مي  14و    13شكل   مقايسه 13شكل    ینمودارها شود.  ديده  نمايانگر   ،

    های مقايسه حالت  دهندهنشان،  14شكل    ینمودارها و    های رؤيتگرحالت

باشد. مطابق  [ مي40برای روش حاضر و روش مرجع ]  (52)واقعي سيستم  

شود. علاوه بر اين در  با اين نتايج  کارآيي روش حاضر به خوبي ديده مي

 وجود ندارد.  𝚲(𝝃)روش حاضر هيچگونه شرطي روی تابع غيرخطي 
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 )ج( 

 

 (د)

گر توسط رؤيت زده شده  ن يتخم هایحالت ینمودارها سهيمقا. 13شكل 

 روبات از دو روش گفته شده یبازوبرای  

    

 )الف( 

 

 )ب( 

 

 )ج( 

 

 ( د)

گر توسط رؤيت زده شده  ن يتخم هایحالت ینمودارها سهيمقا. 14شكل 

 روبات از دو روش گفته شده یبازوبرای  

     

 گیری  نتیجه -8

مرتبه   یها ستميس یبرامبتني بر رؤيتگر  کننده کنترل قاله يک م نيادر 

از نوع مستوی و چند ورودی/چندخروجي طراحي شده    يرخطيغ  کسری

های  بسته، حالتای طراحي شده که سيستم حلقهکننده به گونهکنترل   است.

های سيستم  بيني حالتيک سيستم مرجع پايدار را تعقيب کند. برای پيش

غيرخطي و طراحي رؤيتگر از رويكرد تئوری مقدار ميانگين مشتقي استفاده 

های رؤيتگر از طريق يک شده و با يافتن شرط کافي برای پيدا کردن بهره 

به منظور    گرديده است.نامساوی ماتريسي خطي و حل آن، رؤيتگر طراحي  

همگرا  ستم يس  یداريپاتحليل   و  بسته  به    ستم يس  های حالت  ييحلقه 

با    ت،يدر نها  . ه استاثبات شد  اپانوف يل   قضيهاز  مرجع    های سيستمحالت

سازی عددی کارآيي و مفيد بودن کنترل کننده مورد نظر  استفاده از شبيه

و در حضور   قطعيت مدل  عدم  برای سيستم دارای  نامي  بر سيستم  علاوه 

 گيری نشان داده شده است. اغتشاش ورودی و همچنين نويز اندازه 
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