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ی ناوبری جهاني به اماهوارهناوبری مانند سيستم کمک سيستم يک  بااينرسي ی ناوبر ستميستلفيق های مرسوم استفاده از روش: چکیده

ر صورت دقيق در فرآيند ترازيابي اوليه است. اين فيلتر د نسبتا  يافته نيازمند صرف زمان زياد برای تعيين مقادير اوليه کمک فيلتر کالمن توسعه

 فيلتر کالمن گردد. و ممكن است واگرا ی داشتهکند ييهمگرا، حالت هایمتغيربه ها ژاکوبيي وابستگ به دليل بزرگ هياول یخطاوجود 

ير ناپذيری توانايي رفع اين مشكل را داشته و همگرايي آن به خطای مقادرييتغ یاز تئوراستفاده و  خطا فيروش تعر رييتغنامتغير با  يافتهتوسعه

ی اينرسي و سيستم ناوبر ستميس اين فيلتر برای تلفيقدر اين مقاله با هدف حذف وابستگي ناوبری به ترازيابي اوليه، از  اوليه وابستگي ندارد.

 صورتو تعريف خطا بهماتريسي لي گروه  عنوان يکا تعبيه کردن متغيرهای ناوبری بهبشده است. بدين منظور جهاني استفاده ابيتيموقع

 يافتهتوسعهبا استفاده از فيلتر کالمن  . مقايسه نتايج تلفيقگردديمآن ارائه معادله بودن ديناميک خطا اثبات و  لتحا ماتريسي، مستقل ازضرب 

 ار آييکمختلف بيانگر  هياولهای خطای واقعي و تحت هادادهخطا به کمک  حالت يافتهتوسعهاستاندارد و  يافتهتوسعهنامتغير، فيلتر کالمن 

کار سيستم با بههای مرسوم و امكان کاهش زمان آمادهفيلتر کالمن نامتغير، توانايي آن برای رفع واگرايي يا همگرايي کند روشتوجه قابل

 .است حذف ترازيابي اوليه

 .رينامتغ افتهيکالمن توسعه لتريبزرگ، ف هياول يابيتراز یخطا ،يجهان ابيتيموقع ستميس ،ينرسيا یناوبر ستميس ق،يتلفکلمات کلیدی: 

Using invariant extended Kalman filter to integrate inertial 

navigation system and global positioning system 

M. J. Rajabi, S. M. M Dehghan, S. Mohammad-Hosseini 

Abstract: Using the conventional methods to integrate the inertial navigation system and the 

global navigation satellite system by the extended Kalman filter depends on a time consuming 

algorithm to determine relatively accurate initial values. In the presence of large initial error, EKF 

will diverge or converge slowly due to the dependence of the Jacobians on the state variables values. 

The invariant extended Kalman filter has the ability to solve this problem by changing the error 

definition method and using the theory of invariance, in which the convergence does not depend on 

the error of the initial values. In this paper, in order to remove the initial alignment phase, the IEKF 

is used to integrate the inertial navigation system and the global positioning system. Considering the 

navigation variables as elements of a Lie group, the error dynamics can be presented in such a way 

that the Jacobians are independent of the state variables. The comparison of the integration results 

using the invariant extended Kalman filter, the standard extended Kalman filter and the error state 

extended Kalman filter with experimental data set in different initial errors shows the significent  
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performance of the invariant Kalman filter than the other filters and its ability to resolve the 

divergence or slow convergence problem of the conventional methods. The results show, the 

dependence of the integration method on the time consuming initial alignment can be removed using 

this filter. 

Keywords: integration, inertial navigation system, global positioning system, large initial 

Alignment error, invariant Extended Kalman filter.

 مقدمه

حرکت جسم شامل  یرهايمتغ نييو تع یريگاندازه نديفرآ یناوبر

بر عهده  یانجام ناوبر فهياست. وظ تيسرعت و وضع ت،يموقع یبردارها

 1ينرسيا یناوبر ستميازجمله س يانواع مختلفشامل  که است یناوبر ستميس

(INS ) .استINS یرهايمتغ، قيدق یانجام ناوبر ياصل نهيعنوان گزبه 

روش  کيبا استفاده از را از حل معادلات ديفرانسيل ناوبری حرکت 

هرلحظه را با توجه به  یرهايکور متغ یناوبر .دکنميتعيين  2کور یناوبر

 ريمقاد نييتع ازمنديو ن کنديم نييلحظه قبل تع تيو وضع تيموقعسرعت، 

 هياول اديرمقبنابراين تعيين دقيق  است.وبری فرآيند ناقبل از شروع  هياول

ناوبری است.  دقت خروجيتأثيرگذار در ي و بسيار اتيحها امری ريمتغ

 معمولا   .[3-1]شوديم دهينام 3تعيين مقادير اوليه ناوبری، تنظيم اوليه فرآيند

و به کمک يک منبع خارجي  راحتيبهتعيين مقادير اوليه موقعيت و سرعت 

 (DVL) 5دوپلرسنج سرعت اي( GPS) 4يجهان ابيتيموقع ستميس مانند

. چالش اساسي، تعيين مقادير اوليه وضعيت است که شوديمانجام 

 معمولا  . ترازيابي اوليه دقيق [5, 4]شوديمناميده  6راستايي يا ترازيابيهم

و کاهش سرعت عملكرد کار بهآمادهزايش زمان و باعث اف بر استزمان

ی ريگاندازهاز ناوبری کور، خطای INS . به دليل استفاده شوديمسيستم 

و يا خطای  ونيبراسيساخت و کال ندياز فرآ يناشگرهای اينرسي، حس

در  مخصوصا مقادير اوليه، باعث انباشت خطا در طول زمان و کاهش دقت 

را با يک  INS توانيممنظور مقابله با اين مشكل . بهدشويمزمان طولاني 

 یهاآسان و ارزان به داده يدسترس .[2]کرد قيتلفکمک ناوبری  ستميس

GPS قيتلف یبرارا  یاديز یهازهيانگ INS/GPS [3]کنديم جاديا. 

ی آن نيازمند استفاده از يک فيلتر مناسب خطاکاهش  لفيق وت ييهمگرا

 لتريف يطراح ینهيزمر آميز دموفقيت یهااز تلاش يكيکالمن  لتريفاست. 

 فمختل یهاطور گسترده در حوزهبه که است يخط یهاستميس یبرا

 نيتخم تميالگور نيترمتداولکه  لتريفاين  .شودياستفاده مناوبری ازجمله 

 یهاستميس برایرا  انسيحداقل وار ي است، تخمينحالت در زمان واقع

 مناسبي ييهمگرا یهايگژياز و و کنديفراهم م يگوس نويزبا  يخط

 يرخطيغ رفتار هاو حسگر هاستميس اکثر در واقعيت. [6]برخوردار است

کالمن، باوجود ارائه يک تخمين بهينه، به دليل استفاده از مدل  لتريف .دارند

 
1 Inertial Navigation System 
2 Dead Reckoning 
3 Initialization 
4 Global Positioning System 
5 Doppler Velocity Log 
6 Alignment 
7 Extended Kalman Filter 
8 Global 

 

فيلتر گرها کاربرد عملي بسيار محدودی دارد. خطي برای سيستم و حس

برای از فيلتر کالمن گسترش  نيترمرسوم( EKF) 7يافتهکـالمن توسعه

بهره  خطي سازی یهاکيتكن . اين فيلتر ازخطي استغير یهاستميس

 چيهتنها نه، وجوددارد. بااين ه با کارايي مناسبساد نسبتا و ساختاری  دبريم

 ييهمگرا تيخاص، بلكه دهدينمه بودن تخمين ارائه نيبهي برای نيتضم

کاملا   هياول یخطا ي آن با فرضلمحيي همگراشته و تنها ندانيز   8سرتاسری

 حول ستميس یساز يخطبه علت انجام  EKF. [7]است شدهاثبات ککوچ

تخميني  ديدغيرخطي شيي با رفتار هاستمسيدر  تخمين لحظه فعلي،

. همچنين در صورت دهديارائه م و در برخي موارد واگرا اعتمادغيرقابل

 9ر کاذبپذيرا مشاهده هاحالت، اين مشاهده رقابليغوجود حالت 

، شوديمناميده  10که ناسازگاری . برای حل اين مشكل[8, 6]کنديم

شده است که پذيری مقيد ارائهبا مشاهده EKFيي ازجمله کارهاراه

اجتناب  ناسازگاریاز  توانيطورکلي نمبهپيچيدگي محاسباتي دارد و 

ی غيرخطي ديگری از فيلتر نسخه  (UKF)وبيبفيلتر کالمن  .[10, 9]کرد

د و بهبود عملكر EKFمشكلات از برخي  مقابله بابرای کالمن است که 

به نام نقاط  داروزنی از نقاط امجموعه از يژاکوب جای استفاده ازآن، به

. مشكل اصلي اين فيلتر حجم زياد محاسبات کندياسـتفاده م 11سيگما

ی هانسخه معمولا  فيلترهای فوق،  بيمعا منظور مقابله با. به[11]است

ازجمله اين ابتكارات استفاده . شوديها استفاده ماز آن ابتكاری ترکيبي و

سازی در مدل 14و نظريه نامتغير 13، نظريه گروه12از مفاهيم هندسه ديفرانسيل

متفاوت در  ينشيببا ارائه  [12]سيستم و استخراج فيلتر کالمن است. مرجع 

 ييفضا ی،ناسازگار يکه علت اصل ه استنشان داد ناسازگاری، ورد مسئلهم

از آنكه علت  شيب ژاکوبي و شوديدر آن انجام م تخميناست که 

شده ارائه EKFاز  یدينوع جد [13] در است. معلول آنباشد، ی ناسازگار

دارد که  يا نامتغير 15حفظ تقارن گرتيرؤ يطراح یدر تئور شهياست که ر

 لتريبندی استاندارد ففرمولي که در دسياقل یدر فضا نيجای تخمدر آن به

 یخطاو  شوديمانجام  فولديمن تخمين روی، گردديماستفاده  کالمن

عنوان هب 16تغييرعدم نيا است.نامتغير ، ليگروه  کي تحت عمل تخمين

. هرچند که تا قبل از سال شوديم در نظر گرفته ستميسبرای  17تقارنيک 

شده استفاده يکنترلاهداف  یحفظ تقارن برا اي تغييرعدم يژگياز و 2002

9 False Observability 
10 Inconsistency 
11 Sigma Points 
12 Differential Geometry 
13 Group Theory 
14 Invariant Theory 
15 Symmetry-Preserving Observers 
16 Invariance 
17 Symmetry 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 jo

c-
is

ic
e.

ir
 o

n 
20

25
-1

1-
01

 ]
 

                             2 / 17

https://joc-isice.ir/article-1-994-fa.html


 يجهان ابيتيموقع ستميو س ينرسيا یناوبر ستميس قيدر تلف رينامتغ افتهيکالمن توسعه لتريف یريکارگبه

 ينيدحسمحمّي، سعيد بنادکيد محمدّمهدی دهقان ي، سرجبمحمدّجواد 

39 
 

 

Journal of Control, Vol. 18, No. 2, Summer 2024  1403، تابستان 2، شماره 18مجله کنترل، جلد 

 

 در بار نياول، گرتيرؤ يطراح یبرا ستميس یهاتقارن توجه به، اما [14]بود

. اين مرجع شد شروع [15]در  1نامتغير یخطا کياستفاده از  دهيابا  اين سال

نسبت آن  يخروج که ييايميش نديفرآ کبرای ي گرتيرؤبه طراحي 

نامتغير است، پرداخته  2گذاریمقياس تحت تبديل نيو بنابرا ها استتغلظ

 یبرا يچارچوب کل کشد. ينامتغير  گرتيرؤ جاديا که منجر به است

، به كرديرو نيشده است. اارائه [17, 16] حفظ تقارن در گرتيرؤ يطراح

 يطراح یبرا يچارچوب هندس کي، نامتغير یخطا کياستفاده از  ليدل

های از ويژگي .دهديجالب ارائه م ييراخواص همگغيرخطي با  گرتيرؤ

به عدم وابستگي به اطلاعات نويز حسگر،  توانيم گرهاتيرؤاين نوع 

امكان تنظيم پارامترها با الگوريتم پايداری لياپانوف، مقاومت بالا نسبت به 

خطای تخمين اوليه و پيچيدگي کمتر اشاره کرد. استفاده از اين دسته 

از مسير حالت  مستقلدارد که معادلات خطا  اين مزيت را گرهاتيرؤ

شده و بررسي همگرايي  3خودمختار اصطلاحا سيستم و تخمين آن يا 

 يژگياز وبرداری بهره منظوربهتواند با سهولت بيشتری انجام پذيرد. مي

 حفظ تقارن، گرتيرؤبا استفاده از ايده  [18] ي،خطکالمن  لتريف ييهمگرا

 گرتيبا رؤ سهيدر مقا که را ارائه کرده است 4حفظ تقارن EKF گرتيرؤ

EKF گيری غيرخطي و مدل اندازه نديمدل فرا ميمستق یساز ياز خط

حفظ تقارن  ، ازجملهبرجسته ييهايژگيو نيچند یدارا و کندياستفاده نم

حفظ EKF  تيموفق. [20-18]است طيز شراا یاريدر بس ييهمگرا امكان و

 یهاستميتقارن س از ويژگي در مورداستفاده قاتيمنجر به ادامه تحق تقارن

, 12]ستشده ا فيلتر يطراح یها برابرداری از آنو نحوه بهره يرخطيغ

، فيلتر کالمن ليفرانسيهندسه د یبا استفاده از ابزارها [13] . مرجع[13

 رييتغ IEKF ياصل دهياست. اکرده شنهاديپرا  (IEKF) 5يافته نامتغيرتوسعه

معادله  ارائه یبرا ناپذيریرييتغ یاز تئوراستفاده و  خطا فيروش تعر

 کي یکه اگر حالت بر رو دهدينشان م  . اين مرجعاست خطا ليفرانسيد

را برآورده کند،  6افاين گروه يژگيو ستميس يف و ديناميکتعر ليگروه 

 ليگروه  یدو عنصر در فضاصورت ضرب ماتريسي که به نيتخمی خطا

 ليفرانسيمعادله د کتحت عمل گروه نامتغير و دارای ي ،شوديمف تعري

 .کنديم تيتبع يخط رابطه کياز آن  لي تميلگارر است که خودمختا

. ندارد يبستگ ينيهای تخمبه حالت ستميشدن س يديگر، خطعبارتبه

 تحت نيتخم یخطا یريرناپذييتغ ياصل جهينتخودمختار  نيتخم یخطا

 تقارن نيا. شوديم در نظر گرفته ستميعنوان تقارن سهبکه  استعمل گروه 

حالت  تخمينبه  ي، عدم وابستگبيتقر یشدن با حداقل خطا يمنجر به خط

 يخط یهاياز کاست یاريبر بس و شوديم مناسبو دقت  يي سريعو همگرا

 را  ياخ .کندي، غلبه مشوديستفاده ماEKF ر که د يبر ژاکوب يمبتن یساز

 INSمنظور تلفيق مبتني بر به IEKFع به دنبال استفاده از برخي از مراج

 تحت EKFيي کند همگراو  منظور مقابله با دقت ضعيفبه [21]. در اندبوده

 یناوبر ستميسی برا IEKF استفاده از بزرگ، هياولترازيابي  یخطا

 
1 Invariant Error 

2 Scaling 

3 Autonomous 

4 Symmetry Preserving EKF 

5 Invariant EKF 

5G/SINS يک وسيله  يلغزش جانب هيزاوتخمين  [22] .است پيشنهادشده

ی ريگاندازههای سرعت، واحد اطلاعات حسگرتلفيق  نقليه را به کمک

با استفاده   (GNSS) 8يجهان یناوبر یاماهواره ستميس و (IMU) 7اينرسي

با  IMU/DVLتلفيق  جينتا سهيمقابه  [23]مرجع  انجام داده است. IEKFاز 

پرداخته آب  ريز يابيمكان در ونيبر کواترن يمبتن EKF و IEKFاستفاده از 

 INS/GNSS ي يک خودرو به کمک تلفيقابيتيموقع [24]در .است

شده و بدون در نظر گرفتن رانش و سوگيری حسگرها انجام IEKF مبتني بر

منظور با استفاده از يک مجموعه داده به [25]است. کار مشابهي نيز در 

يز مدل ن [26] شده است. مرجعيابي يک پرنده بدون سرنشين ارائهموقعيت

تعريف خطای خودمختار و قضايای  را با استفاده از  SINSخطای ترازيابي

 SINSبرای آن استخراج و از فيلتر کالمن خطي برای ترازيابي  شدهارائه

منظور کاهش است. مقاله حاضر، به کرده بزرگ استفاده اوليه خطای حتت

زيابي اوليه است. کار سيستم ناوبری، به دنبال حذف مرحله ترابهزمان آماده

 IEKFنامتغير از  يافتهتوسعه ی فيلتر کالمنهايژگيوبا اين هدف و بر اساس 

در  مقاله، یدر ادامهبدين منظور  شود.يم استفاده INS/GPSبرای تلفيق 

 فيبخش به توصاين است.  شدهانيب ازيموردن نظری مبانيوم دبخش 

کالمن  لتريه معادلات فخودمختار و ارائ یخطا يژگيو یدارا یهاستميس

با تعبيه کردن م سواست. در بخش  شدهدادهاختصاص  رينامتغ افتهيتوسعه

گروه افاين  شرط یبرقراري، سيترما يعنوان عناصر گروه لبه هاحالت

عادله ديناميک آن مبررسي و ضمن اثبات مستقل از حالت خطای نامتغير، 

 یبرا IEKFمعادلات  شده،ارائه شده است. در ادامه با استفاده از مدلارائه

INS/GPS يقيتلف یناوبر ستميم عملكرد سچهارشده است. در بخش ارائه 

واقعي حاصل از آزمون خودرويي  یهاشده به کمک مجموعه دادهارائه

فيلتر کالمن و با ي ابيارزمختلف  هياولراستايي هم یخطامرجع و تحت 

. شوديم سهيمقا يافته حالت خطاسعهيافته استاندارد و فيلتر کالمن توتوسعه

 .شوديرسانده م انيبه پا یريگجهيو نت یبنددر انتها، مقاله با جمع

 نظری یمبان -2

 معرفی گروه و جبر لی -2-1
ناميده  9فولديمناست،  يدسياقل يطور موضعکه بهي كيتوپولوژ یفضا

 ارایاست که د بيعمل ترکيک به همراه  یامجموعهنيز  گروه .شوديم

. باشديم عضو وارونو  خنثي عضوی، ريپذرکت، شخواص بسته بودن

آن دو  یساختار گروه باشد و برا یدارای که ريپذ ليفرانسيد فولديمن

، يک گروه لي تشكيل باشد تعريفقابل واروننگاشت ضرب و نگاشت 

عملگر  کيمجهز به ی بردار یفضا. متناظر با هر گروه لي يک دهديم

 يسيگروه ماتر. همچنين شوديمي ناميده جبر لکه  ود داردي وجبراکت ل

 کي يسيبا عمل ضرب ماتر ی مربعي است کههاسياز ماتر یارمجموعهيز

 يسيگروه ماتر کي زمانهمکه  يگروه ل کي. دندهيم ليتشكگروه را 

6 Group Affine 

7 Inertial Measurement Unit 

8 Global Navigation Satellite System 
9 Manifold 
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عنصر  حولمماس  یفضاآن  يجبر لکه  است يسيماتر يگروه لنيز باشد، 

Nگروه لي ماتريسيعناصر بين  نگاشت .[3-1]باشديم يهمان NG ،

g  از مرتبهجبر لي متناظر با آن dim g يدسياقل یو فضاdim g توسط 

 .شوديمانجام  ريز یعملگرها

(1) ( ) dim
:

g
g



→ 

(2) ( ) dim
:

g
g



→ 

(3) exp : g G→ 

(4) log : G g→ 

 در متناظر عنصربه  قا يرا دق لير عنصر از جب کيکه  (3) يينما نگاشت

 يينما سيماتر همان يسيماتر ليهای گروه یبرا ،کنديم نگاشت ليگروه 

شده نمايش داده 1شكل ارتباط گروه لي، جبر لي و فضای اقليدسي در. است

 است.

 
 [4] يدسيقلا یو فضا يجبر ل ،يارتباط گروه ل-1شكل 

ي، سيماتر ليگروه عنوان عناصر به ستميس ر نظر گرفتن متغيرهای حالتد

ي حرکت یهايژگيوکه  ددهيمارائه  یاگونهبهمعادلات ديناميک خطا را 

، ليكن انجام محاسبات بر روی کنديم فيتوص تردقيقصورت را به جسم

از  توانيم گيمنظور حل اين پيچيدگروه لي با پيچيدگي همراه است. به

 انجام داد. ارتباط گروه و جبر لي بهره برد و محاسبات را در فضای جبر لي

 تقارن -2-2

 ستميبعضي از خواص يک س تغيير، عدماتدر فيزيک و رياضي

 ناميده شده است. تحت اثر مجموعه معيني از اعمال تقارني كيناميد

 .است تخميند عملكرد بهبو به دنبال تقارناستفاده از با  نامتغير گرتيرؤ

که  دکنيمنامتغير از خطايي استفاده  افتهيکالمن توسعه لتريف مثالعنوانبه

تحت عمل يک گروه لي تقارن دارد و به همين دليل مدل ديناميكي آن 

گيری از تقارن برای طراحي منظور بهرهمستقل از حالت است. در ادامه به

ي اساس هيقض دوتعريف و  خودمختارای نامتغير، خط افتهيکالمن توسعه لتريف

 .[5]گردديمنيز معرفي 

 خطای خودمختار -2-3

Nيسيماتر ليگروه  N
G


 لي متناظر جبر باg از مرتبه

dim g  عضو خنثيو (
d

I .را در نظر بگيريد )
d

I،  ماتريس هماني با

Nابعاد N .لي  گروهي بر روی كيناميد یهاستميکلاس از س کي است

 .[13]گرفت در نظربه فرم زير  توانيمرا 

 
1 Left Invariant 
2 Right Invariant 

(5) ( )
tt u t

d
f

dt
 = 

G که  والت حبيانگر متغيرهای tu یخطا .است ی سيستمورود 

با  توانيم را (5)سيستم  هایحالت از t و t متمايز دو مسير نيب

 1نامتغير چپ یخطاها اين صورتدر  .کرد فيتعر هاآن استفاده از ضرب

 .شوديم فيتعر (7)و  (6)صورت بهبه ترتيب  2راست نامتغيرو 

(6) 1L

t t t  −= 

(7) 1R

t t t   −= 

از چپ يا ضرب ) تغيير خطا )تقارن( در اثرعدمبه خطای نامتغير اصطلاح 

 کهدرصورتي. داز راست( يک عنصر از گروه در مسير حالت اشاره دار

) فرم به ليفرانسيمعادله د کاز ي نامتغير یخطا )
t tt u

d

dt
g  = 

ناميده حالت  مسيراز  يا مستقل 3خودمختارانتشار  ی، داراپيروی کند

, از دهيچيپ يتابع t يطورکلي مشتق زمانبه. شوديم ,t t tu    است

و بنابراين بررسي خودمختار  شوديخلاصه نم t از يدر تابعسادگي بهکه 

 1منظور حل اين مشكل قضيه به [13]مرجع  .، کار مشكلي استخطابودن 

 ، ارائه کرده است.گردديمرا که در ادامه معرفي 

 شرط گروه افاین -1 هیقض -2-4
 یبرا  خودمختار است، اگرنامتغيرِيا راست چپ دارای خطای  (5) سيستم

0t  و ,a b G  [13]زير را برقرار سازدشرط. 

(8) ( ) ( ) ( ) ( )
t t t t

u u u u d
f ab f a b af b af I b= + − 

ديناميک  اين صورت. در شوديمناميده  افاينه اين شرط، شرط گرو

 زير است. صورتبهخطاهای خودمختار چپ و راست نامتغير 

(9) ( ) , ( ) ( ) ( )
t t t t

L L L L

t u t u u u d

d
g g f f I

dt
    = = − 

(10) ( ) , ( ) ( ) ( )
t t t t

R R R R

t u t u u u d

d
g g f f I

dt
    = = − 

، سازنديمرا برقرار  (8) افاينويژگي گروه  که (5)فرم  به یهاستميس

در حوزه گروه و را  يخط یهاستميکه س دارندتوجهي قابل اتيخصوص

خطا  يخطلگاريتم  يژگيو، هايژگيوي از اين كي. دهديم ميتعمر لي بج

 .[13]شوديمصورت زير تعريف است که به

 خطی بودن لگاریتم خطا -2 هیقض -2-5
را  (5) سيستم هایحالتاز  ريدو مس نبي  نامتغيرراست  ايچپ  یخطا

dim. فرض شودديريدر نظر بگ

0

g  که است ایگونهبه 

0 0
exp( ) 


=. Aنيز ماتريسي dim dimg g  است که

2 رابطه

(exp( )) ( ) ( )
t

u
g A O  

 
= اين در  .کنديمرا برقرار  +

0tیبرا tاگر صورت  درزير  يخط ليفرانسيبا معادله دdim g 

 .[13]شوديم مشخص

3 Autonomous Propagation 
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(11) 
t t

d
A

dt
 = 

 یخطاهای ها و به ازا، در همه زمانواقعي غيرخطي یخطا یبرا آنگاه

 ، رابطه زير برقرار است.بزرگ دلخواه اندازهبه

(12) 0 exp( )
t t

t  
 = 

مناسب انتخاب با  يرخطيغ سائلاز م بسياریکه  دکنيان مبي جهينتاين 

 .شونديخطا مبرای  يمنجر به معادلات خط، خطا ريمتغ

 

 یافته چپ نامتغیرفیلتر کالمن توسعه -2-6  
دو نوع مشاهده  ،(8)افاين گروه با ويژگي  (5)فرم  به یهاستميسبرای 

 داتمشاهی به ازاکه  شوديم تعريف نامتغير و راست چپ نامتغير مختلف

 ( و برایLIEKF) 1چپ نامتغير يافتهکالمن توسعه لتريف ،نامتغيرچپ 

( RIEKF) 2راست نامتغير يافتهتوسعه کالمن لتريف ،راست نامتغير مشاهدات

و جهاني  يگيری محلاندازه ی نيز از دو نوعناوبر. در [13]است شدهارائه

 اينرسي، بينايي و یهایريگمانند اندازهگيری محلي اندازه .شوديماستفاده 

 نامتغيرصورت راست بيان بهو قابل بدني دستگاهمربوط به  کيلومتر شمار

 دستگاهدر مورد  ياطلاعاتنيز که  GPS مانندي گيری جهاناست. اندازه

 نامتغيرچپ صورت بيان بهقابل، کندمي ارائه اينرسي( دستگاه) يانجه

است  INS/GPS ،LIEKFمناسب برای تلفيق  نامتغير . بنابراين فيلتر[30]است

 که ودشيم فرض . بدين منظور[13]است شدهارائهکه روابط آن در ادامه 

G متناظر لي جبر ي باسيماتر ليگروه  کي g  از مرتبهdim g عنصر  و

 يخنث
d

I را در نظرزير به فرم  يكيناميد یهاستميکلاس از س کاست. ي 

 بگيريد.

(13) ( )
t

t u t t t

d
f w

dt
  = + 

Gکه   حالتمتغيرهای، 
tu و  ی سيستمورود

t
w g ديسف نويز 

انسيکووار سيماتربا 
t

Q نويزی نيز نامتغير چپ  مشاهدات .است

 .شوديمير تعريف صورت زبه

(14) 
n nt t

Y d = + 

 .استشده با مشخصات شناخته نويز  و شدهشناخته یبردار d که

 بینیمرحله پیش -2-6-1

 نامتغير يافتهکالمن توسعه لتريفدر  بينيپيش همرحل، (13)رابطه با توجه به 

 .است صورت زيربه

(15) 
1

ˆ ˆ( )
tt u t n n

d
f t t t

dt
 

−
=   

 مرحله بروز رسانی -2-6-1

چپ  یاخط ،سازدرا برقرار  افاينشرط گروه  (13) ستميس کهدرصورتي

ˆينيحالت تخمو  tيحالت واقع نيب نامتغير
t حالت ريمستقل از مس 

 .باشديم (16)صورت رابطه و ديناميک آن به است

 
1 Left-Invariant Extended Kalman Filter 
2 Right-Invariant Extended Kalman Filter 

(16) ( )
t

L L L L

t u t t t

d
g w

dt
  = − 

بهره  توانيم خطا بودن فرض کوچکبا ، يمعمول EKF ندهمان
nL  را به

دهنده ، جبر لي نشانفيطبق تعر خطي سازی خطا محاسبه کرد.کمک 

 است. گروه ضو خنثيع گروه حول عنصر کي وچکک تينهايب راتييتغ

ا خط ريمتغ کي فيروش تعر 2قضيه مطابق  براينبنا
t درdim g 

 .استصورت زير به

(17) exp( )t t  = 

ˆdimفيتعربا  ˆ( ) , g

t t tw w w = −  ،در اخط يمعادله خط
dim g صورت زير است.به 

(18) ˆ
t t t

d
A w

dt
 = + 

وسط تA که
2

exp(( )) ( ) ( )
tu tOg A   

ز و ا فيتعر =+

ˆ نيز با فرض EKF نظر شده است. درصرف جملات مرتبه بالا
tw عنوان به

 با فرض 2قضيه شده است. طبق مشابهي استفاده بيتقر از ديسف زينو
t 

 و (18)خطي  ستميس یحل برا کيعنوان هب
t یحل برايک  عنوانبه 

 اگر در زمان، (16)غيرخطي یخطا معادله
1nt −

 رابطه 

1 1
exp( )

n nt t 
− −

= تساوی برقرار باشد، آنگاه exp( )t t  =  در هر

زمان
1n n

t t t
−
   صورت دقيق و نه تقريبي دلخواه به هياول خطاهای یبراو

کالمن  ي( فيلتربيني خروجپيش یخطا) 3ابداعجمله  برقرار است.

 زير است. صورتت چپ نامتغير بهمشاهدانامتغير متناسب با  يافتهتوسعه

(19) 1 ˆˆ ( )
n n n n

L

t t t tZ Y Y −= − 

ˆکه
nt

Yو تحال تخمينبا استفاده از  گيریاندازه نيتخم
nt

Z است. ابداع 

مشاهدات چپ برای  ی چپ نامتغير،روزرساني خطابه (17)با استفاده از 

 صورت زير است.به (19)به کمک رابطه  نويزی نامتغير

(20) 
( )( )

1

1 1

ˆ( )

exp ( ) ( )

n n n

n n n n

L

t t t

L L L

t n t t t
L d d

  

   

+ − +

− −

=

− +

=
 

بسطاستفاده از  با (20)نمايي رابطه  تابعآرگومان  سازی يخط یبرا

exp( )
n nt d t

I 
 
=  .شوديعمل م ريصورت زبه +

(21) 

1 1

1

2

2

( ) ( )

exp( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )

n n n

n n

n n n

n n n n n

L L

t t t

t t

d t t t

t t t t t

d d

d d

I d d O

d O O

  

 

  

    





−

− −
− + =

+ − =

− + − + =

− + + +

 

، نمايي سيماتر مرتبه اول لوريت بسطو استفاده از  (21)با کمک رابطه 

 نوشت. صورت زيربه توانيمرا  (20)معادله 

3 Innovation 
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(22) 
( )( )

2

( ) ( )

( ) ( )

n n n

n n n

d t d n t t

t t t

I I L d

O O

  

  


+  

+ = + − +

+ +

 

 جملاتاز  نظرصرفبا 
2

( ) ( )
n n n

t t t
O O  + درنهايت ،

dimدر اخط يمعادله خط g ديآيت مبه دس ريزصورت به. 

(23) ( )
n n n nt t n t tL H   + = + + 

 .که رابطه زير برقرار گردد شده استدر نظر گرفتهی اگونهبه H که

(24) ( )
n nt tH d  = − 

 ستميس یبرا کالمن لتريهمانند ف (23)و  (18)به اينكه معادلات  با توجه

ˆيکمك يخط
tt u t t

d
x A x w

dt
=  های گسستهگيریا اندازهب+

n nn t ty Hx =  بهره، شده استطراحي +
nL  قياز طر توانيمرا 

 .ديآيبه دست مصورت زير به يكاتيمعادله ر

(25) 

1

ˆ

( )

ˆ

t t

n n

n

n

T

t u t t u t

t n t

T

n t n

T

n t

d
P A P P A Q

dt

P I L H P

S HP H N

L P H S

+

−

= + +

= −

= +

=

 

ˆکه 
tQ زينو انسيکووار ˆ

tw و ˆ
n

N گيریاندازه زينو انسيکووار
nt

 

کالمن  لتريف توسطماتريس حالت  روزرسانيبهدر اين صورت، . تاس

 .زير است صورتبه نامتغيرچپ  يافتهتوسعه

(26) ( )( )1ˆ ˆ ˆexp
n n n nt t n t t

L Y d  
+ −
= − 

 مدنظر (ECI) 1اينرسي زمين مرکز چارچوبدر  SPINS/ Gدر ادامه مسئله 

 .[2]است قرارگرفته

 IEKFبا  ECI چارچوبدر  INS/GPS تلفیق -3
، ECIچارچوب در ناوبری  ليفرانسيدت ارائه معادلادر اين بخش ضمن 

. همچنين با شوديممحاسبه  نامتغير یخطاگروه لي مناسب معرفي و 

ي كيناميمعادله دبرقراری شرط گروه افاين، خودمختار بودن خطا اثبات و 

. در ادامه مراحل ددگريمو مدل مشاهدات نامتغير نيز ارائه  نامتغير یخطا

 شده است.ارائه INS/GPSبرای  IEKFي و بروز رساني نيبشيپ

 [3-1]ناوبری لیفرانسید تمعادلا -3-1

 تيمانند وضعيت، سرعت و موقع يكيزيف یهاتيکم انيب ليتسه منظوربه

 - جلوو چارچوب دستگاه اينرسي  عنوانبه کزمر-نيزم ينرسيا چارچوب

i است. شدهعنوان دستگاه بدني در نظر گرفتهبه نپايي -راست 

bC بيانگر 

i، وضعيت سيماتر

ibv وسرعت بردار  بيانگر i

ibp تيموقعبردار  بيانگر 

و شتاب  روسكوپيژ مدل است. دستگاه اينرسي نسبت به يبدن دستگاه

 شده است.زير در نظر گرفتهصورت بهنيز سنج 

 
1 Earth-Centered Earth-Fixed Coordinate System 

(27) 
g g

t t t t

a a

t t t t

b w

a a b w

 = + +

= + +
 

 که
t

 و 
t

a  ورودی،نرخ دوران و شتاب 
t

 و 
t

a ها،خروجي حسگر
g

tw و a

tw و سنجو شتاب  روسكوپيژ ديسف زيبردار نو g

tb و a

tb 

صورت که به باشديم سنجشتاب  3و سوگيری روسكوپيژ 2رانش نيز بردار

 زير مدل شده است.

(28) 
g bg

t t

a ba

t t

b w

b w

=

=
 

bg, که ba

t tw w  معادله صورت اينبردارهای نويز سفيد است. در 

 .است صورت زيروضعيت به ليفرانسيد

(29) ( )( ) ( ) ( ) ( )
i i b g

b b ib t
C t C t t w t


= + 

bبعدی و سهماتريس پادمتقارن يک بردار  (.) هک

ib  سرعت دوران

 هاروسكوپيژو توسط  است دستگاه بدنه نسبت به دستگاه اينرسي

زير  صورتبهنيز  سرعت و تيموقع ليفرانسيمعادله د. شوديمی ريگاندازه

 .است

(30) 
( ) ( ) ( ( ) ) ( )

( ) ( )

i i a

ib b t

i i

ib b

v t C t a t w g t

p t v t

= + +

=
 

است که توسط شتاب  جسم نيز شتاب وارد بر aبردار گرانش و  g که

 .شوديمی ريگاندازه هاسنج

 استخراج مدل نامتغیر -3-2

 ،(31)و  (30)توجه به معادلات  با
t  عنوانبه ستميس حالتماتريس 

 يسيماترلي گروه  ی ازعنصر
2 (3)SE شده معرفي پيوست الف که در

 .دگرديم فيتعر زير صورتهاست، ب

(31) 
1 3

1 3

( ) ( ) ( )

0 1 0

0 0 1

i i i

b ib ib

t

C t v t p t






=

 
 
 
 
 

 

 توانيمرا  (31) ماتريس حالت ليفرانسيد معادله پيوست بمطابق 

 شت.صورت زير نوبه

(32) ( )
t

t u t t t

d
f w

dt
  = + 

 که

( ) ( )

1 3

1 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 0 0 0

0 0 0
t

i b i i

b ib b b

u t

C t t C t a t g t v t

f











 +
 

=  
 
  

 

که با استفاده از شرط گروه افاين اثبات شده است  پيوست بهمچنين در 

بر اساس هدف اين  در ادامه .استتار خودمخ ی نامتغيرخطادارای  (32)

 GPS یريگمدل اندازه نكهيتوجه به ا بااست و  SINS/GPSمقاله که تلفيق 

2 Drift 
3 Bias 
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 بيانقابل (33) صورتبه ريغتحالت چپ نام یاست، خطا ريغتنام چپ

 شده است.ارائه پيوست ججزئيات اين رابطه در خواهد بود. 

(33) 
1 3

1 3

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 0

0 0 1

b i b i b i b i b i

i b i ib i ib i ib i ib

L

t

C t C t C t v t C t v t C t p t C t p t

 



− −

=

 
 
 
 
 

 

خطای چپ نامتغير  لينسفرايمعادله د (9)در  (33)معادله  جايگذاریبا 

 .ديآيم به دستصورت زير به

(34) 

1 2 1 2 1 1
( )

( ) ( )
t t

L L L L L

t t t t t

L L L

t u t u d t

W W W W W W

d
f f I

dt

    

  

= + − + = −

= −
 

که
1 3 3 3

1 1 3 2 1 3

1 3 1 3

( ( )) ( ) 0 0 ( ) 0

0 0 1 , 0 1 1

0 0 0 0 0 0

b

ib t a t g t

W W

   

 

 

   
   

= = −   
     

. 

 ريمستقل از مس بيانگر (31) برای ماتريس حالت برقراری شرط گروه افاين

 (34)که معادله ديناميک اين خطا در رابطه  تغير آن استی نامخطا بودن

حالت  ريياگر تغ يکه حت ي استمعن نيبه اشده است. درواقع اين رابطه بيان

ي طراحمنظور . در ادامه و بهمانديم يباشد، انتشار آن خط يخطريخطا غ

IEKF  است. در مورد ريغتنام یشده خطا يخط کيناميمحاسبه دنياز به 

های وضعيت، سرعت و مربوط به حالت یخطا، (33)خطای چپ نامتغير 

 .[31]کرد فيتعرزير صورت به توانيملي را در گروه  تيموقع

(35) 

( )( ) ( )ˆ( ) ( ) exp

ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( )( ( ) ( ))

ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ( )( ( ) ( ))

b i C C

i b t t

v b i b i

t i ib i ib

b i i

i ib ib

p b i b i

t i ib i ib

b i i

i ib ib

C t C t I

C t v t C t v t

C t v t v t

C t p t C t p t

C t p t p t

 





 
=  +

= −

= −

= −

= −

 

C که

t بين دستگاه بدني و دستگاه اينرسي وضعيت یخطا،v

t یخطا 

p،سرعت ديجد

t و  تيموقع ديجد یخطاexp نمايي نيز نگاشت 

که  اخطتعريف مرسوم با  سهيدر مقا است. ليبه گروه  لياز جبر  يسياترم

است،  ياقعو مختصات و يبردارها در مختصات محاسبات ميتفاوت مستق

و  شوديم فيچارچوب مختصات مشترک تعريک در خطاهای جديد 

اين  .رديگيو تفاوت جهت دو بردار را در نظر م يتفاوت بزرگ زمانهم

 ييبه همگرا ی حرکت،هايژگيو ترقيدقضمن توصيف  نحوه تعريف خطا

 یخطا، (35)با توجه به رابطه . [32]شوديکالمن منجر م لترياثبات فقابل

Lچپ نامتغير
  زير بازنويسي کرد. صورتبه توانيمرا 

(36) 

( )( )

1 3

1 3

exp

0 1 0

0 0 1

C v p

t t t

L

t

  









=

 
 
 
 
 

 

 
1 Imperfect Invariant Extended Kalman Filter 

اين است که در نظر  گرهاحستوجه در مورد سوگيری و رانش نكته قابل

 وان عناصر ماتريس حالت شرط گروه افاين را نقض وعنبه هاآنگرفتن 

منظور حل . به[33]دکنياستفاده م قابلغير را IEKF یهايژگياز و یاريبس

استاندارد تخمين زد.  EKF روشسوگيری و رانش را از  توانيماين مشكل 

 گردديمحاصل  1ناقص نامتغير افتهيکالمن توسعه لتريف کي صورت نيادر 

. بدين منظور [34]دارداستاندارد  EKF عملكرد بهتری نسبت به مچنانکه ه

بردار
t  صورت به هاروسكوپيژ رانشو  هاسنجشتاب  سوگيریشامل

 .[35]شوديمزير تعريف 

(37) 6

g

t

t a

t

b

b
 

 
 
 

 

از قبل  سيستم که حالتشامل ماتريس  ديحالت جد اين صورتدر 

رتصوبه است و و رانش سوگيری یپارامترهاو بردار است  شدهتعريف

( ) 6

2
(3),

t t
SE    نيز خطا . همچنين شوديمته در نظر گرف

 .شوديم يسيبازنو صورت زيربه

(38) ( ) ( )1 ˆ ˆ, ,
l l

t t t t t t t
e      

−
− 

که بردار
t شوديم تعريف صورت زيربه. 

(39) 
ˆ

ˆ

gg g

tt t

t aa a

tt t

b b

b b






−

−

   
   

  
 

از جملات مرتبه دوم، معادله ديفرانسيل  نظرصرف، با پيوست دمطابق 

 .[31]صورت زير را نوشتبه توانيمرا  (35)ی هاحالتخطای 

(40) ( ) ( ) ( )C g g C

t t t t t

d
w

dt
   


 − + − 

(41) ( ) ( ) ( )v v C a a

t t t t t t t

d
a w

dt
    

 
 − − + − 

(42) ( )p p v

t t t t

d

dt
   


 − + 

نظر کردن از جملات مرتبه دوم، آسيبي توجه اين است که صرفنكته قابل

 توانيرا م رينامتغ چپ يرخطيغ یخطاو  رساندينمبه کليت مسئله 

 يابيبازمان باز ريحالت متغ یخطا ليفرانسيداز معادله  دقيق صورتبه

رابطه صورت به توانيمرا  فوق یمعادلات خطارم ماتريسي . ف[36]کرد

 .[31]کرد انيب ريز

(43)  w
d

A G
dt
 = + 

 G ستم،يس سيماتر A، سيستم ناوبری اينرسي یردار حالت خطاب  که

انسيکووار سيماتربا  يگاوس ديسف زيبردار نونيز  w و زينو سيماتر

   
T

Q E ww=    شونديم فيتعر ريشرح ز بهت و اس. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T

T T T T T
C v p g a

     =  
 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 3
, , 0 , ,

T
T T T T

g a bg ba

t t t t
w w w w w


=  
 
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( )

( )

( )

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0

( ) 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

t

t t

t

I

a I

A I







   

   

   

    

    

− −

− − −

= −

 
 
 
 
 
 
  

 

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

I

I

G

I

I

    

    

    

    

    

=

 
 
 
 
 
 
  

 

ندارد، بلكه  يبستگ زده شده نيتخم یهابه حالت Aکه شوديم مشاهده

 .شوديمربوط م ستميس یفقط به ورود

 مدل مشاهدات -3-

منظور به GPS شده توسط گيریاندازه تيموقع و بخش سرعتاين در 

 اين .[22]شوديم صورت چپ نامتغير مدلبه INS/ GPSاستفاده در 

 SPGدر عمل  .دگرديم انجام 1اهرم یبازودر نظر گرفتن با  یسازمدل

را  IMUمرکز  یناوبر جينتا INS وو سرعت مربوط به مرکز آنتن  تيموقع

 و GPS آنتنمرکز  نيفاصله ب .ستنديمنطبق ن يكيزيازنظر فکه  دهديارائه م

که در نظر نگرفتن آن  شوديمشناخته  اهرم یبازوبا عنوان  IMU مرکز

سرعت و  یهایريگاندازه .شوديم موجب کاهش دقت ناوبری تلفيقي

 .کرد بيان ريز صورتاهرم به یبازودر نظر گرفتن با  توانيرا م تيموقع

(44) 

( )

( )

( ) ( ) ( )

i i i

gps ib IA Gp

i i b

ib b IA Gp

i i i b b

gps ib b ib IA Gv

p t p l w

p C t l w

v t v C t w l w

= + +

= + +

= +  +

 

 که
i

gps
v و 

i

gps
p  توسط  شدهمحاسبه تيموقعسرعت وSPG است که 

. شوديم انيب اينرسي دستگاهدر 
b

IA
l دستگاه  در شدهبياناهرم  یبردار بازو

Gv و بدني
w و Gp

w  گيری سرعت و موقعيتاندازهنويز GPS  .است

در فرم چپ  GPSو سرعت  تيموقع یريگاندازه یهامدلنمايش ماتريسي 

 .کرد بيان ريز صورتبه توانيرا م (14)نامتغير 

(45) 
( )

1 3

1 3

0 1

1 0

( ) ( ) ( )

0 1 0 0 1

0 0 1 1 0

0 0

0 0

i i

G G

b b b
i i i

IA ib IA
b ib ib

Gp Gv

p v

Y

l w lC t v t p t
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 GPS یريگاندازهبين  یخطايعني  LIEKFابداع  ،(19)با توجه به رابطه 

 .به دست آورد ريصورت زبه توانيم را تخمين آنو 

 
1 Lever Arm 

(46) 
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(47) 
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 و به همين دليل ندارد يبستگ ينيهای تخمبه حالت Hواضح است که

 .ستيها حساس نحالت تيعدم قطع نسبت به

 IEKF با استفاده از INS/GPS قیتلفخلاصه روابط  -3-4

گروه  يژگيو ،گرهاحسو رانش  اگرچه در نظر گرفتن سوگيری

، نداردرا  خطای خودمختار تيخاص گريد ستميسو  کنديمنقض را افاين 

را حفظ  IEKF ياصل یايمزا، ناقص IEKFثابت کرد که  توانيهنوز هم ماما 

 است EKF ی نسبت بهترعيسريي و همگرا دارای استحكام بيشترکرده و 

مراحل  (43)شده در رابطه ی مدل ارائهگسسته سازبا  ن،يبنابرا .[13]

نامتغير ناقص به منظور  افتهيتوسعهفيلتر کالمن  روزرسانيبهي و نيبشيپ

 انجام داد.صورت زير به توانيمرا  SINS/GPSتلفيق 

 

 ينيبشيپمرحله 

(48) 

,

ˆ ˆ( )

ˆ 0

ˆ

ˆ 0

exp( )

t

T T

u

g

a

P P Q t

d
f

dt

d
b

d dt

ddt
b

dt

A t

 



=   +   

=

=

=

=

 = 

 
 
 
 
  

 

 يروزرسانبهمرحله 
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گرها، حسخطای روزرساني بهمرحله ر د، شوديمگونه که مشاهده همان

 تيو موقع ، سرعت. اما وضعيتشونديروزرساني مبه يسنت EKFطبق روش 

است که  ینكته ضرور نيا ذکر .شونديروز مبه LIEKFتوجه به ابداع با 

دارند و  يکه زمان عملكرد کوتاه ييهاستميس یشده براروش ارائه

 یخطا یجبران ساز یبرا ازيوردنم یدر مانورها يكيناميد یهاتيمحدود

 مناسب احتمالا نباشند، هياول یناتراز ليدل به کنترل و تيهدا ستميرسيز

 .شوديمارزيابي  LIEKFمبتني بر  INS/GPSدر ادامه کارايي  .ستين

ی هادادهی و سازهیشبارزیابی با استفاده از  -4

 تجربی
 افتهيتوسعه لترکالمنيف ييدادن توانا نشانمنظور  بهابتدا  ،بخش نيا در

 یهاداده کمک به بزرگ، هياول یاهيزاو ييناهمراستادر مقابله با  رينامتغ

 لتريف استاندارد و EKF عملكرد با IEKFعملكرد  ،یسازهيشب از حاصل

 هياول یاهيزاو یخطا یبازا ، (ESKF) 1خطاحالت  افتهيکالمن توسعه

در اثر امواج  يکشت کيمنظور حرکت  نيبد. شوديم سهيمقا مختلف

 ليبه دل يکه حرکت دوران شودياست. فرض م شدهیسازهيشب ايمتلاطم در

 .است ريصورت زبه اياز امواج در يفراز و سمت ناش ،غلت یايزوا راتييتغ

(53) 

2

6

2

5

2

7

10 cos( )
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t

t
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











=

=

=

 

, که ,   گردديفرض م نيو سمت است. همچنفراز  ،غلت یايواز 

 .استصورت سرعت به راتيياز تغ يناش يانتقال حرکت

(54) 

2
sin( ) , , ,

10 / , 10 / , 1 /

7 , 6 , 8

i i

i

x y z

x y z

V A t i x y z
T

A m s A m s A m s

T s T s T s


= =

= = =

= = =

 

 است. 1جدول مورداستفاده، مطابق  GPS رندهيو گ IMU مشخصات

 
 یسازهيشب یمورداستفاده برا یگرهامشخصات حس -1جدول 

 هاشتاب سنج

50 ثابت یريسوگ g 

0.03 سرعت يتصادف گام m

s h
 

 روسكوپيژ

0.01 ثابت رانش h 

0.001 یاهيزاو يگام تصادف
h

 

 GPS رندهيگ

2.5 تيدقت موقع m 

5 تسرعدقت  m
s

 

 
1 Error State Extended Kalman Filter 

 درهرتز  10 زين GPSهرتز و  100 ينرسيا یگرهاحس يفرکانس خروج

با استفاده از  ميطور مستقبه هياول تيسرعت و موقع است. شدهگرفته نظر

 يمعمولا  چالش اساس نكهيتوجه به ا با. شوديم ميتنظ GPS یهایريگاندازه

 یخطا ها،تميالگور يابيسمت است، به منظور ارز هيزاو نييدر تع يابيازتر

فرض شده است.  5غلت و فراز به صورت ثابت و معادل یايزوا هياول

0]به صورت  زيسمت مختلف ن هيزاو هياول یخطا 30 60 90 در نظر  [

 .است ريز صورت به یسازهيه در شبمورد استفاد ريشده است. مقادگرفته

( )

 

2

3 3 0 0 0

0 0, 0 0,

  5 , 0 , =0 , 0

, , 0, 0, 0
g a

GPS GPS

blk a Idi gR

v v x x b b

  


= = =

= = = =
 

 

( )
2

0 3 3 3 3 3 3 3 3

2 2

3 3 3 3 9 9

5 5 90
([ [ , , ], 5 , 2.5 , 0.01 , 50 ] )

3 3 3

[0.001 0.03 ] *0.01, ,0

m
s hr

m
s

h h

P diag diag I m I I g I

Q diag I I


   

  

=    

=   

 ايزوا نيتخم جهينتاست. قطری بلوکي  سيماتر  blkdiagاز که منظور 

 .است شدهداده نشان ريز یهاشكل درها آن نيتخم یخطا زيو ن لرياو

 
 5غلت و فراز  هياول ييناهمراستا هيزاو یلت به ازاغ هيزاو نيتخم -2شكل 

 سمت هيزاو مختلف هياول یهاييدرجه و ناهمراستا

 
 5غلت و فراز  هياول ييناهمراستا هيزاو یفراز به ازا هيزاو نيتخم -3شكل 

 سمت هيزاو مختلف هياول یهاييدرجه و ناهمراستا

 
 5غلت و فراز  هياول ييناهمراستا هيزاو یسمت به ازا هيزاو نيتخم -4شكل 

 سمت هيزاو مختلف هياول یهاييدرجه و ناهمراستا
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 سازی شدهشبيهدر سناريوهای  فراز هيزاو نييتع یخطا -6شكل 

 
 سازی شدهدر سناريوهای شبيه سمت هيزاو نييتع یخطا -7شكل 

 عملكرد ييو سرعت همگرا دقتنظر  از IEKFاست  مشخصکه  همانگونه

 يييهمراستانا حضور در یبرتر نيا. دارد EKF و ESKFرا نسبت به  یبهتر

 استفاده با INS/GPS قيتلف خشب نيا ادامه در. تراستمحسوس اد،يز هياول

 یزينو تيماه ليبه دل نكهيا به توجه با. شوديم يررسب يواقع یهادادهاز 

 جينتا شده،یسازهيشب یهااستفاده از داده ط،يمحگرها و اغتشاشات حس

با  يواقع همجموعه داد کياز  ليدل نيهم به. دهدينم ارائه را یامنصفانه

 2یبصر یشمار لومتريدر ک یاستردهکاربرد گ که 1KITTIعنوان 

(VO)،INS/VO  وINS/GPS ،اين مجموعه [38, 37]شودياستفاده م دارد .

 خودرو شامليک  یشده بر روگرهای نصبحسداده با استفاده از 

ها شامل است. داده شدهیآورجمع LiDAR و  GPS/IMU،نيدورب

 بيترکبا است که  3ينيزم تواقعيهای خام حسگرها و داده يخروج

 GPS/IMU حسگر شده است.محاسبه LiDAR و GPS/IMU یهايخروج

دفترچه آن مطابق مشخصات  که است OXTS RT 3003 GPS/IMU نوع از

 .[39]شده استارائه 2جدول در  راهنما

 
 

 

 
1 Karlsruhe Institute of Technology and Toyota Technological 

Institute 

 OXTS RT3003 GPS/IMU گرحسمشخصات کلي  -2جدول 

100 Hz  IMU Update rate 

2 hr  Gyro Bias Stability 

0.2
hr

  Gyro Random Walk 

2 g  Accelerometer Bias Stability 

0.005
s hr

m  Accelerometer Random Walk 

10 Hz  GPS Update rate 

0.05 km
hr  GPS Velocity Accuracy 

0.01m  GPS Position Accuracy 

از مجموعه  drive_0027_sync_03_10_2011ی هادادهدر ادامه 

با  هيثان 469زمان مدته است. اين آزمايش در شداستفاده KITTI یهاداده

 شده در نشان داده ريمسپيمايش 

ی سازهيشبدر اين مجموعه داده، به منظور انجام  است. شدهانجام 8 شكل

 هایحالت نيتخمهرتز در اختيار است. نتايج  1با نرخ  GPSی هاداده

ها متناظر آنخطای ناهمراستايي اوليه صفر و مقادير واقعي  یبه ازاناوبری 

  در

 شده است.مقايسه  14شكل  تا 8 شكل

 
 [40]مسير پيمايش شده -8شكل 

 معمولا  که  یريگاندازهی کوواريانس نويز مدل ديناميكي و هاسيماتر

 يينتع يخارج یهایريگاندازهو اينرسي  یحسگرها دقتبهبا توجه 

صورت زير به هایسازهيشبليه مورداستفاده در انجام و نيز حدس او شونديم

 شده است.در نظر گرفته

( )

   

 

2

3 3

0 0 0

0 0

0.01

0.9067 , 0.0463 , 61.6036

0, 0, 0 , 1.0811,1.3375, 0.7956

0, 0, 0

 

g a

m
s

R I

v x

b

blkdiag

m

b

  


= 

= = =

= =

= =

 

( )
2

2

3 3 3 3 9 9

2

0 3 3 3 3 3 3 3 3

0.2 0.005 * 0.01

5 5 90
( ), ( ), ( ) , 0.05 , 0.0

, , 0

1 , 2 , 2
3 3 3

m

hr s h r

km
hr hr

Q diag I I

P diag diag I m I I g I

  

   

=  

=    

 
 

    
        

 در 

-xايش شده در صفحه مسير پيمتخمين نتايج  به ترتيب 10شكل و  9 شكل

y  ی محورهادر راستای موقعيت و تخمينECI شده استنشان داده. 

2 Visual Odometry 
3 Ground Truth 

 سازی شدهدر سناريوهای شبيه غلت هيزاو نييتع یخطا-5شكل 
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 ECIدستگاه  x-yتخمين مسير پيمايش شده در صفحه  -9شكل 

 

 
 ECIدستگاه  zو  x ،yراستای موقعيت در  نيتخم -10شكل  

 

  در

نشان  ECIدستگاه  یمحورها یراستا درسرعت  نيتخم زين 11 شكل

 شده است.داده

 
 

 ECIدستگاه  zو  x ،yراستای  تخمين سرعت در -11شكل 

 

توجه اينكه، در است. نكته قابلتخمين زوايا اويلر دهنده نيزنشان 12شكل 

 ،ستاها نسبتا  صاف جادهسطح  به دليل اينكه ،یاجادهناوبری وسايل نقليه 

 نديدر فرا ني. همچنرديگيموردتوجه قرار م شتريسمت، ب هيزاوتخمين 

با  گردديم ي، سعسنسورها اسيمانند با ييوجود خطاها ليبه دل قيلفت

 یخطا گرفتن رنظردخطاها دقت بهبود داده شود.  نياو جبران  نيتخم

کامل  یريپذمنجر به عدم مشاهده ستميس یهاعنوان حالتگرها بهحس

 مانور که است نيا توجهقابل نكته اما. [41]شوديحالت سكون م در ستميس

 جيها اثرگذار است. با توجه به نتاحالت یريپذمشاهده یحامل بر رو لهيوس

 
1 Root Mean Square Error 

 ايشده، زوا يط ريداشت که در طول مس انيب توانيم یسازهيشب

 هستند. ريپذمشاهده

 سمتو  فراز ،غلتتخمين زاويه  -12شكل 

رانش تخمين نيز به ترتيب بيانگر نتايج  14شكل و  13شكل 

 ECIمحورهای دستگاه راستای در  هاسنجشتاب  سوگيریو  هاروسكوپيژ

 است.

 ECIمحورهای دستگاه راستای در  اهروسكوپيژتخمين رانش  -13شكل 

 ECIمحورهای دستگاه راستای در  هاسنجشتاب  تخمين سوگيری -14شكل 

 هایحالت( RMSE) 1تخمين خطایت ر ميانگين مربعاوجذهمچنين م

 .است شدهارائه 3 جدولدر IEKF و EKF ،ESKFی هاروشبرای  ناوبری

 آمدهدستبهدقيق  صورتبهبا فرض معلوم بودن شرايط اوليه فوق اين نتايج 

بر . باشديم INS/GPSدر تلفيق  هافيلتر يكسانکه بيانگر عملكرد  است

 برابر اوليه واقعي به ترتيب ايایوزی حقيقت زمين، هاداده اساس

0.9067 =، 0.0463 61.6036 و = در ادامه  است. =

، اثر خطای ESKFو  EKFبا  سهيمقاو  IEKFارزيابي کار آيي  منظوربه

 یخطا شده است.بر دقت خروجي بررسيی اوليه اهيزاوناهمراستايي 

جدول   در مختلفاوليه  ستاييارناهم یايزوا تحت اين فيلترهايابي موقعيت

عدم  صورت، در دوشميکه مشاهده  گونهارائه شده است. همان 4جدول 

و  دارندبتا  بالا نس يابيموقعيتدقت هر سه فيلتر ، يستايارناهم هيزاو وجود

 یخطاها ،ييناهمراستا هيزاو شي. با افزاها وجود داردآن نيب يتفاوت کم

 يابيتيموقع دقت IEKF، حالني. بااابدييم شيافزا سههر  يابيتيموقع

 تيباشد، مز ترشيب ييناهمراستا هيو هر چه زاو دارد ESKF و EKFاز  یبالاتر
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IEKF  .هيزاو تحت يابيتيموقع یخطا 15شكل آشكارتر است 

درجه در  60ستايي زوايای غلت و فراز و ناهمرادر  درجه 15 ييناهمراستا

همچنين خطای تعيين وضعيت در اين شرايط  .دهدينشان م رازاويه سمت 

هم ازنظر  IEKFکه  افتيدر توانيم نشان داده شده است. 16شكل در 

برتر  ESKF و EKFنسبت به  يابيتيو هم ازنظر دقت موقع ييسرعت همگرا

 است.
 ناوبریهای حالت نيتخم یمربعات خطا نيانگير موجذم -3 جدول

 RMSE ريمتغ

EKF 
RMSE 

ESKF 

RMSE 

IEKF 
( ) 1,03 1,03 1,03 

( ) 1,08 1,08 1,08 

( ) 5,9 5,9 5,9 

Vx(m/s) 0,816 0,819 0,817 

Vy(m/s) 1,2 1,2 1,19 

Vz(m/s) 0,27 0,27 0,26 

x(m)  2,57 2,57 2,56 

y(m) 4,14 4,14 4,12 

z(m) 2,4 2,4 2,18 

 

 
زوايای در  درجه 15 ييناهمراستا هيزاو تحت يابيتيموقع یخطا -15شكل 

 درجه در زاويه سمت 60غلت و فراز و 

 
در  درجه 15 ييناهمراستا هيزاو تحتخطای تخمين وضعيت  -16شكل 

درجه در زاويه سمت 60زوايای غلت و فراز و ناهمراستايي 

 اوليه مختلف یاهيزاوخطای ناهمراستايي  يابي تحتموقعيت RMSE -4جدول 

زاويه 

 ناهمراستايي

 اوليه 

 
0 0 0

   

15 15 60   10 10 30   5 5 5   0 0 0   

 z(m) y(m) x(m) z(m) y(m) x(m) z(m) y(m) x(m) z(m) y(m) x(m) 

RMSE 
EKF 

5,3 10,6 7,1 3,5 5,1 6,3 3,1 4,2 4 42,  4,1 2,5 

RMSE 
ESKF 

5,3 10,3 6,9 3,6 4,7 6,4 3,1 4,2 4 2,4 4,1 2,5 

RMSE 
IEKF 

2,3 10,1 3,3 2,2 6,5 4,4 2 4,5 3,5 12,  4,1 52,  

 

به  ،ESKF و EKF ينكته است که دقت خروج نيا ديفوق مؤ جينتا

 ،هابه حالت لترهايف نيمورد استفاده ا شده یساز يمدل خط يوابستگ ليدل

 یتحت خطا IEKF جياما دقت نتا د،کنيم رييتغ هياول یخطا رييدر اثر تغ

 IEKFادعا کرد که  توانيم ليدل ني. به همکندينم يتفاوت چندان یاهيزاو

به  ازين توانديم يبزرگ مقاوم است و حت یاهيزاو هياول یتحت خطا

 را برطرف کند. قيدق هياول يابيتراز

 گیری نتیجهبندی و جمع -8

 جسم متحرک تي، سرعت و موقععيتوض با تعبيه کردن در اين مقاله،

مستقل از  یخطا يكيناميمدل دي، سيماتر ليگروه  کعناصر ي عنوانبه

. در ادامه به کمک مدل است شدهارائه INS/GPSتلفيق برای  حالت

 INS/GPSيافته چپ نامتغير برای تلفيق ، از فيلتر کالمن توسعهشدهارائه

 واقعي یهادادهنيز  و شده سازیشبيه  یهاداده کمک است. به شدهاستفاده

 ESKF و EKF تميالگور مبتني بر دو INS/GPSتلفيق با  روش پيشنهادی

 یاريبر بستوانايي غلبه  IEKFکه است  بيانگر آن مقايسه شده است. نتايج

 به متغيرهای حالت را دارد. هايژاکوبوابستگي  ازجمله EKF یهاياز کاست

كان استفاده از آن در صورت وجود ، امIEKF یهاتيمزيكي ديگر از 

 IEKFدهد که نتايج ارزيابي نشان مي. است بزرگ راستايي اوليهناهم هيزاو

بزرگ  راستايي اوليهناهم هيزاو برخلاف دو روش ديگر که ممكن است با

 IEKF تيقابل. با اين برخوردار است عيسر ييگراهم تياز مزواگرا شوند، 

ه را حذف و زمان لازم برای شروع فرآيند مرحله ترازيابي اولي توانيم

و سوگيری  خطای توانيمی آتي هاپژوهشدر ناوبری را کاهش داد. 

ی در نظر گرفت که شرط گروه اگونهبهعناصر گروه  عنوانبهرانش را 

صورت کامل را به ترازيابي اوليه و نيز INS/GPSنشده و تلفيق نقض  افاين
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 هاوستیپ -6

 میمستق ییهای دوتاگروه ایزو متریپیوست الف:  -6-1

که با 1ميمستق ييهای دوتاگروه ايزو متری
2 (3)SE  [13]شده استصورت زير ارائهبه ينرسيهای اسازی حالتمدل یبرا، شوديمنمايش داده.  

(55) 5 5 3

2 1 3

1 3

C v p

SE (3)= T= 0 1 0 |C SO(3), v,p

0 0 1







  
  

    
    

 

 ي متناظر گروهجبر لاست.  ژهيگروه متعامد و SO(3)که
2 (3)SE توسط 

2 (3)se 9 بردار برای هرو  شوديمنشان دادهvec( , , )     

 .شوديمزير مشخص  صورتبه

(56) 
1 3

1 3 5 5

0 0 0

0 0 0

  









 

 
 
 
  

 

 از نگاشت نمايي
2 (3)se به 

2 (3)SE است ورت زيرصنيز به. 

(57) 2

1 3 2 3

1 3

exp( )
1 cos sin

exp( )= 0 1 0 , I

0 0 1

J J

J

  
  

  
 





  



 
− − 

= + +
 
  

 

 

 (31) حالتپیوست ب: اثبات برقراری شرط گروه افاین برای ماتریس  -6-2

 صورت زير نوشت.به (30)و  (29)روابط  بر اساس توانيم را (31) حالتماتريس  ليفرانسيد معادله

(58) 

( ) ( )

( ) ( )

1 3 1 3

1 3 1 3
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

0 0 0

i b g i a i
i i i

b ib t b t b
b ib ib

t

i b i i
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d d

dt dt

C t t C t a t g t v t C t v t p t


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



 + + + 
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) .است  )
tu tf  صورت زير نوشت.به توانيم راديناميک  قطعي سمتق 

(59) 
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1 double direct isometries 
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 .شوديمزير محاسبه  صورتبهسرعت نيز جديد  یخطارانسيل معادله ديف
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